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Vorwort. 

Seit  vielen  Jahren  hat  sioli  die  flrkenntnis  vorbereitet,  daß  die 
An%abeD  der  Differeatialgeometrie  nicht  mit  den  gewöhnlichen  Me- 
thoden der  Analysis  behandelt  werden  dfirfen,  wenn  nicht  schon  nach 
wenigen  Schritten  der  Überblick  über  die  Formeln  und  vor  allem 
auch  der  Znaammenbang  mit  der  Geometrie  verloren  gehen  soll  Die 
Differentiationen  sind  vielmehr  durch  andere,  mit  der  Natur  der  Qe- 
bilde  enger  verknöpfte  Operationen,  die  ich  geometrische  Differentia- 
tionen nenne,  zn  ersetzen,  wobei  aU  weitere  Forderung  hinzugefügt 
werden  muß,  die  onabhängigen  Variablen  völlig  allgemein  zu  lassen. 
£ine  systematische  Darstellung  der  Elemente  der  Differentialgeometrie 
ftlr  diese  Behandlnngaweise  ist  bis  jetzt  nicht  gegeben  worden.  Denn 
auch  Ricci,  dessen  zahlreiche  und  grundlegende  Arbeiten,  namentlich 
die  zusammen&ssenden  Lezioni  sulla  teoria  delle  superficie  (Padova 
1898),  hier  besonders  hervorgehoben  sein  mögen,  stellt  meist  nicht  die 
geometrischen  Ableitungen  selbst,  sondern  ihre  Koeffizientensysteme 
an  die  Spitze. 

In  meiner  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der  krummen 
Flächen  (Leipzig  1888)  hatte  ich  die  Absicht  ausgesprochen,  eine  voll- 
ständige Übersicht  Aber  die  öächentheoretische  Literatur  zu  geben.  Eine 
genauere  BescMftigung  mit  dem  Gegenstände  zeigte  bald,  daß  die  darauf 
zu  verwendende  Mühe  sich  nicht  lohnen  würde.  Was  d^egen  von  gro- 
ßem Nutzen  wäre,  das  ist,  obgleich  die  Differentialgeometrie  noch  in 
ihren  Anföngen  steckt,  eine  kritische  Darstellung  der  geschichtlichen 
Batwickelung  dieser  Disziplin  im  18.  und  19.  Jahrhundert.  Das  kurze 
Literaturverzeichnis  auf  S.  607—614  des  vorli^enden  Buches  dient 
diesem  Zwecke  nicht.  Es  soll  vielmehr  in  erster  Linie  den,  der  mit 
der  Differentialgeometrie  noch  nicht  vertraut  ist,  auf  wichtige  Original- 
arbeiten hinweisen;  es  führt  femer  eine  Anzahl  von  Stellen  auf,  in 
denen  sich  der  Text  des  Buches  ausdrücklich  an  andere  bereits  vor- 
li^nde  Darstellungen  anschließt  Dabei  sind  allerdings  beatimmte,  als 
klassisch  zu  betrachtende  Auseinandersetzai^ea,   die  sich  bereits  in 
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IV  Vorwort. 

Tielen  Arbeiten  fast  übereiastiinnieiid  vorfinden,  nicht  besonders  er- 
wähnt worden,  und  ebeuBOwenig  ist  die  Literatur  über  di^  elementare 
Theorie  der  quadratischen  Formen  zitiert,  die  fllr  die  Differentialgeo- 
metrie zwar  sehr  wichtig  ist,  aber  immerhin  nur  den  Wert  eines  Hilfis- 
mittels  hat.  Obwohl  ich  bemüht  gewesen  bin,  äberall  bis  zn  dta 
Quellen  rorzudringen,  so  sollen  doch  Prioritäten  durch  das  Literatur* 
verzeichntB  weder  festgeetellt  noch  abgesprochen  werden. 

Die  wenigen  Bezeichnungs- Änderungen,  die  sieh  seit  18S8  als  not- 
wendig herausgestellt  haben,  bedürfen  fflr  den  Kenner  keiner  BegrBndang. 

Berlin,  Mai  1913. 
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L  AbBchnitt. 

Einfährang  in  die  Theorie  der  Ranmkurren. 

§  1. 

Die  Tersolüfl  denen  Darstalliingen  einer  Banmkurve. 

G^enstand  der  Differentialgeometrie  iat  die  Untersnchong  geome- 
triBcher  -  Gebilde  mittels  der  Aualjsia.  Von  diesen  Gebilden  wird  im 
Folgenden  angenommen,  daß  sie  auf  ein  dreiachsiges,  rechtwinkliges 
EoordinateoayBtem  bezogen  seien.  Stellt  man  sich  vor,  daß  die 
X-Achse  and  die  y-Achae  des  Systems  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegen,  so  möge  die  positive  jV-Achse  senkrecht  nach  oben  gerichtet 
sein,  and  fQr  einen  Beobachter,  der  auf  der  (xy)-Eheüe  stehend  nach 
der  ßichtnng  der  positiven  ;i:-Achse  hin  blickt,  die  positive  y-Achse 
znr  Linken  liegen.  Die  Aussage,  ein  Punkt  A  habe  die  kartesischen 
Koordinaten  z,  y,  e,  wird  durch 

A  =  {xye) 
wiedei^egeben  werden. 

'  Setzt  man  die  Koordinaten  gleich  ebcnsovielen  reellen,  eindeutigen, 
endlichen  und  stetigen  Funktionen  eines  reellen  Parameters  t,  so  stellen 
die  entstehenden  Gleichungen 

(I)  «-«(<),    y-y{t),    '-'{*), 

wenn  t  alle  Werte  eines  gewissen  Bereiches  durchUiuft,  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten  dar.  Als  Stück  einer  Raumkurve  oder 
als  Raumkurve  schlechthin  darf  ein  solches  Gebilde  dann  bezeichnet 
werden,  wenn  in  seinen  einzelnen  Punkten,  im  allgemeinen  wenigstens, 
von  einer  Tangente  die  Rede  sein  kann.  Den  genannten  Eigenschaften 
der  Funktionen  xit),  y(t),  e(^t)  soll  demnach  von  vornherein  die  der 
einmaligen  Differentiierbarkeit  hinzugefügt  werden.  Andere  geome- 
trische Vorstellungen  werden  es  nötig  machen,  die  Existenz  höherer 
Ableitungen  anzunehmen;  mit  Rücksicht  hierauf  sei  ein  für  allemal 
bemerkt,  daB  von  dem  Funktionensjstem  immer  alle  die  Eigenschaften 
vorausgesetzt  werden  sollen,  deren  Einführung  der  Gang  der  jeweiligen 
Untersuchung  als  notwendig  oder  zweckmäßig  erscheinen  läßt. 
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2  L  Abachnitt.    %  1. 

Mao  kann  von  der  Hilfsvariablen  t  abseheo,  indem  man  eine 
Raumkiirve  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  kartesischen  Koordinaten 

(II)  F(i,  j/,  .)  -  0,        G(«,  y,  »)  -  0 

darstellt,  wo  die  Funktionen  F  und  G  inbezug  auf  ibrS  drei  Argu- 
mente X,  y,  e  entsprechende  Sigenächaften  haben  sollen  wie  die  drei 
Funktionen  in  der  Darstellung  (I)  hinsichtlich  des  Parameters  t.  Die 
Kurve  erscheint  dann  als  Durchschnitt  zweier  Flächen.  Ist  das  geo- 
metrische Gebilde  ursprSnglich  in  der  Form  (I)  gegeben,  und  sind 
x{t),  y(t),  e{t)  z.  B.  rationale  Funktionen  ihres  Argumentes,  so  kann 
man  von  (I)  zu  (II)  dadurch  fibergehen,  daß  man  t  aus  den  Gleichungen 
(I)  auf  algebraischem  Wege  eliminiert  Umgekehrt  läßt  sich  eine 
gegebene  Darstellung  (11)  auf  nnendlichviele  Weisen  durch  eine  von 
der  Form  (I)  ersetzen.  Die  drei  Funktionen  ^{()>  y(Oj  ^(0  ^^^  ^" 
diesem  Zweck  nur  so  zu  wählen,  daß  sie  die  beiden  Gleichungen  (II) 
für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  /  identisch  erfüllen.  Ob 
die  beiden  Gleichnngssysteme  (I)  und  (II)  sich  gegenseitig  genau  er- 
setzen, nachdem  man  eines  von  ihnen  durch  bestimmte  Rechnungs- 
operationen  aus  dem  anderen  abgeleitet  hat,  ist  in  jedem  speziellen 
FaUe  sorgfältig  zu  prfifen. 

In  der  allgemeinen  Theorie  der  Raumkurven,  die  hier  jedoch  nur 
BO  weit  behandelt  werden  soll,  wie  sie  für  die  Theorie  der  krummen 
Flächen  gebraucht  wird,  ist  es  schon  aus  Gründen  der  Symmetrie 
zweckmäßig,  die  analytische  Darstellung  (I)  zugrunde  zu  legen.  Filr 
Kurven  von  besonderen  Eigenschaften  dagegen  kann  es  vorteilhafter 
sein,  von  den  Gleichungen  (II)  auszugehen.  So  z.  B.  wenn  die  krumme 
Linie  als  eben  vorausgesetzt  wird;  die  eine  der  beiden  Funktionen 
F{x,y,e)  und  G{x,y,i)  ist  dann  vom  ersten  Grade.  Namentlich  aber 
würde  eine  Untersnchung  der  algebraischen  Kurven  sich  auf  die 
Darstellung  (11)  stützen  müssen,  weil  die  Deiimtion  solcher  Kurven 
auf  ihr  beruht.  Denn  eine  Raumkurve  heißt  dann  algebraisch,  wenn 
sie  durch  zwei  algebraische  Gleichungen  zwischen  kartesischen  Koordi- 
naten dargestellt  werden  kann. 

Die  algebraischen  Kaumkurven  können  nach  dem  Grade,  d.  h, 
nach  der  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  Ebene  ein- 
geteilt werden.  Nach  einem  Satze  der  Algebra  ist  z.  B.  die  durch 
die  Gleichungen 

X*  -^  y*  -{-  z*  =  a* 
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Tangente  einer  Raumknrve.  3 

bestiminte  Ranmkarre  vom  vierten  Orade,  Sie  erscheint  ala  Dnrcli' 
Hclmitt  einer  Engel  rom  Radins  a  mit  einem  dorch  den  Kagelmittel- 
ponkt  gellenden  Ereiszylinder,  dessen  Grundkreis  den  Radiua  ^  ^^ 
Wird  die  zweite  Gleichong  dorcli  die  beiden 

«  —  y  —  Y  cos  (,         tj~=~6mt 

ersetzt,  so  liefert  die  erste 

Es  reicht  aas,  t  das  InterTall  (0 . . .  2jt)  durchlaufen  zu  laesen.  Be- 
schränkt man  sich  dann,  wie  es  der  Symmetrie  wegen  zuläasig  ist, 
auf  die  Punkte  oberhalb  der  (xy)-Ebene,  d.  h.  auf  solche,  deren 
z-Eoordinate  positiv  ist,  so  wird  die  Darstellung  (I)  för  dieses  Beispiel 


y  —  asmycosy 

■f  —  a  sin  Y  • 

Hieraus  kdnnen  noch  die  transzendenten  Funktionen  Sinus  und  Kosinus 
entfemt  werden.     Ffir 


H^y 


«  — üaT^V-^-. 


d.  h.  die  Eoordinaten  der  betrachteten  Eurve  lassen  sich  als  rationale 
Fonktiooen  eines  Pu^meters  u  darstellen. 

§2- 
Tangente  und  Normalebene,  Solunlegnngsebene  und  Binonoale. 

Die  Tangente  einer  Eurve  in  einem  Punkte  A  wird  bekanntlich 
als  die  gerade  Linie  erklärt,  der  eine  durch  A  gehende  Sekante  zu- 
strebt, wenn  ihr  zweiter  Schnittpuakt  mit  der  Kurve  sich  diesem 
Punkte  bis  zum  Zusammenfallen  nähert.  Nach  der  Methode  des  Un- 
endlichkleinen kann  diese  Gerade  als  Verbindungslinie  des  Pnnktes 
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4  L  Abschnitt    §  2. 

A  =.  ixyz)  mit  dem  ihm  auf  der  Eurre  ttneudlich  nahe  liegenden 
Punkte  B  s  (ar  -H  dx,  y  -^  dy,  e  +  dz)  aufgefaßt  werden.  Ihre  Rich- 
tungskoBinuB  sind 

wenn  rfs  das  Bogeuelement  der  Kurfe,  lümlich  den  durch  die 
Gleichung 

(2)  ds'  =  äx^  +  dy*  +  rfü* 

bestimmten  iinendlichkleinen  Abstand  der  beiden  Punkte  A  und  li 
bedeutet,  ds  soll  als  absolute  Größe  betrachtet  werden.  Versteht 
mau  also  unter  der  Quadratwurzel  aus  einer  reellen  positiven  Größe 
den  positiven  Wert,  so  ist 

ds  -  -\/da?  +  dy^  -M^ 
zu  setzen. 

Die  drei,  durch  die  Formeln  (1)  gegebenen  Richtungskosinus 
hängen  dem  Vorzeichen  nach  noch  von  dem  sogenannten  Prinzip  des 
Fortganges  auf  der  Kurve  ab.  Um  nämlich,  unter  Voraussetzung  der 
Darstellung  (I),  auf  der  Baumkurve  von  A  nach  B  überzugehen,  kann 
man  t  entweder  wachsen  oder  abnehmen  lassen,  d.  h.  wenn  £  zu  dem 
Werte  t  ■\-  dt  des  Parameters  gehört,  dt  positiv  oder  negativ  annehmen. 
Wird  nun 

dx  =  x'dt,    dy  =  y'dt,    dz  =  z'dt 

gesetzt,  so  ist,  wenn  £  »  ±  1   das  Vorzeichen  von  dt  bedeutet,  also 

frf(>0 

ist, 

ds  =  edty'x'*  +  y'^  +  /', 
und  weiter 

(3)  a=---—'  —  ^,---  ■ 

Die  Gleichungen  der  Tangente  in  laufenden  Koordinaten  £,  \),  j  sind 

(•41  Inf  =  ^ --"  =  *  -  ^ 

oder 

rn-i  j  -  ^  _  y  - !/  „  a  —  s 

'•''-'  dx    -    dy---dT- 

Wird  die  Kurve  durch  das  Gleicbungspaar  (II)  definiert,  so  genügen 
die  Differentiale  dx,  dy,  dz  den  Bedingungen 
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Normalebene  und  Schmiegun^ebene. 
and  die  Sleiclitiiigeii  der  Tangente  nehmen  daher  die  Form  ati 

(j-»)-o 
{s-«)-o. 


8F 


(6) 


Die   Bedeutung  jeder   dieser  Gleichnngeo    für   sich   kann   erst  später 
(§  14)  augegeben  werden. 

Alle  znr  Tangente  in  Ä  senkrechten  Oeroden  liegen  in  einer 
Ebene,  der  Normalebene  der  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte. 
Ihre  GTeichong  ist 

(7)  <.(j->:)  +  Jft-s')  +  «(j-«)-0 

oder  für  die  Daratellong  (11) 


(8) 


dF 


cG 


dF_ 

dy' 
dG 
Vy' 


dG 


Nimmt  man  zn  den  beiden  benachbarten  Punkten  Ä  und  S  der 
Kurve  noch  einen  dritten,  dem  Punkte  B  unendlichnahen  C  hinzu, 
so  kann  man  sich  im  allgemeinen  durch  A,  B  and  C  eine  Ebene 
bestimmt  denken.  Sie  heißt  die  Schmiegungsebene  der  Kurve  für 
den  Punkt  Ä.  Die  Koordinaten  von  0  werden  aus  denen  von  B 
nach  derselben  Rechnungsvorschrift  abgeleitet,  wie  die  von  B  aus 
den  Koordinaten  von  Ä,  d.  h.  die  erste  von  ihnen  wird 

j:  +  d«  +  rf (a:  +  dx)  =  a;  +  '^dx  -[-  d'x. 
Die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  ist  demnach 


t-',    l~y,    j  - « 

(9) 

oder,  wenn 

dl,         dy,        dz 
cPx,        d'y,       d?x 

dyd'e-ded's-P 

-0 

(10) 

fUd*x  —  dx(PB  —  Q 

gesetzt  wird, 

dxd^y  —  dyd^z  =  n 

(") 

p{i 

-x)+Q{>,-y)  +  ll{i 

-,)_0 

Um  die  Koeffizienten  P,  Q,  R  in  endliche  Qrößen  überzuführen,  hat 
man  sie  durch  dfi  zu  dividieren. 
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Die  Normale  der  Soluni^uDgsebene  heiSt  die  Binormsle  der 
Eure.  Durch  diese  Beaetmnng  soll  angedentet  werden,  daß  die 
Gerade  auf  zwei  Tangenten,  nämlich  den  beiden  benachbarten  AB 
und  BC,  senkrecht  ateht.     Die  Gleichungen  der  Binormale  sind 


(12) 

R    > 

und  ihre 

RichtongsboBL 

□ns  haben  ffir  e' ^ 

-  ±  1  die  Werte 

'       VF'+V'+ll 

Die  poBÜive  Richtung  der  Binormale  soll  im  nächsten  Par^raphen 
bestimmt  werden. 

§8. 
Erttnunnng,  Hauptnormale,  rektifizierende  Ebene. 

Einer  der  wichtigsten  Begriffe  der  Geometrie  ist  der  der  Krflm- 
muDg  einer  Karre  in  einem  gegebenen  Punkte.  Sie  kann  als  KrQm- 
mnng  eines  Kreises  erklärt  werden,  der  durch  den  Punkt  A  und  zwei 
ihm  unendtichnahe,  B  und  C,  hindurchgeht.  Dieser  Kreis,  der 
Krümmungskreie,  liegt  also  ganz  in  der  Schmiegui^sebene  des 
Punktes  A.  Sein  Mittelpunkt  heißt  der  Krümmnngsmittelpnnkt, 
sein  Itadius  der  Krümmungsradius,  und  dessen  reziproker  Wert 
die  Krümmung  der  Kurve  für  den  Punkt  A. 

Der  KrÜmmnngskreis  kann  auf  unendlichviele  Weisen  als  Durch- 
schnitt der  Schmiegungsebene 

■p(j-i)  +  eci)-»)  +  -R(i-»)-o 

mit  eioer  Ktigel 

(s- 6)' +(«-'))■+& -{/->•= 

betrachtet  werden.  Die  Bedingungen  dafür,  daß  die  Kugel  die  drei 
Punkte  A,  B,  C  enthält,  ergeben  Bicli  durch  Zusammenstellung  der 
Gleichung 

(1)  (*-|)'  +  (i,-,)'  +  («-o>-r' 

mit  den  beiden,  die  aus  ihr  durch  Bildung  des  ersten  und  zweiten 
Differentials  herrorgehen,  wobei  x,  y,  z  als  veränderlich,  |,  ij,  £  und  r 
als  konstant  zu  behandeln  sind.     Diese  Gleichungen  lauten: 

(2)  {x  -l^dx^iy-  y})dy  +  (^  -  gjd^  =  0 

(3)  (X  -  g)  d'a-  +  (1/  -  tj)  ä'p  +  (2  -  £J  dh  =  -  ds>. 

Die  Bestimmung  der  Kugel  werde  nun  durch  die  Yorschrifk  vervoll- 
st^digt,  daß  ihr  Mittelpunkt  in  der  Schmiegungsebene  liegen  soll. 
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Der  geeachte  Kreis  wird  dann  ein  Hauptkreie  der  Engel,  und  der 

Krflmmangsmittplpnnkt   und   der   Erlimmungsradins   fallen   mit   dem 

Mittelpunkt  nnd  dem  Badins  der  Engel  selbst  zusammen.     Sind  aoa 

der  somit  hinzutretenden  Bedingung 

(4)  (x-i)F  +  {y-ri)Q  +  {'-i)B-0 

in  Verbindong  mit  (2)  und  (3)   die  Eoordinaten  ^,  ij,  £  des  KrOm- 

mnngsmittelpnnktes  bestimmt,  so  liefert  die  Qleichung  (1)  den  Wert 

Ton  r. 

Die  Auflösung  des  Sjatems  (2,  3,  4)  ei^bt 

'  dx       dj/        de  ^  '0         dy        ds 

d'x      tPy      d*jB  1  (6  —  a:)  =■  ;  ds*       d'y       cPe   , 
P         Q        R  .    0  Q         B 


d.  h. 


(5) 


{F'+<3*+^(l~x)-d8*(Qdz~Rdy), 


1-X  + 


jQdt-Rdy)  dt\ 


(Bdx—Pdi:)ds' 


(Pdy  -  Qdx)  ds' 
"P'  +  Q'  +  X' 


Bildet    man    jetzt    (|  ~  x)*  +  (ij  —  ff)'  +  f£  —  «)*    vmd    benutzt    die 
Identität 

(6)  (Qde  -  Bdy)»+  {Rdx  -  Pdey+(Pdy  -  Qdxy~ 

iP'+<3'+  R')  (dx*  ^dy^+de^-  (Pdx  +  Qdy  +  Rde)*, 
wobei  anf  Grund  der  Definition  Ton  P,  Q,  B 

(7)  Pdx  +  Qdy  +  Rde  s  0 
iat,  so  erhält  man  aus  (1): 

(8) 


(dx*  +  dy*  +  df*' 


Der  Krümmongsradius  soll  stets  als  absolute  Größe  betrachtet  werden. 

Dann  ist  also 

(9)  r ,-  -^-''- 

Dreiglildrige  Summen  wie  <lx'  +  df  +  dl',  P' +  Q' +  ü', 
Pdx  -f-  Qdy  +  Rdz  kommea  in  der  analyttBchea  Geometrie  dea 
Ranmes  und  besondei^  in  der  Difierentialgeometrie  ungemein  häutig 
Tor,  so  daß  es  zweckmäßig  ist,  sie   abgekürzt  za   bezeicbnen.     Ist  f 
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ii^end  ein  aus  x,  y,  b  und  deren  Differentialen  zusammengesetzter 
Ausdruck,  und  gehen  g  und  h  durch  zyklisclie  Yertauschnng  von 
x,  y,  g  aus  f  hervor,  so  möge 

gesetzt  werden.  Überall,  wo  das  Summenzeicheu  ohne  weiteren  Zu- 
satz benutzt  wird,  soll  es  diese  Bedeutung  haben.  Die  Identität  (6) 
z.  B.  läßt  sich  mittels  dieser  Bezeichnung  in  der  Gestalt 
Si^Qde  -  Rdyf=  (SP')  {Zdx^  -  (2:Pdx)* 
schreiben.  Enthält  der  Ausdruck  f  noch  andere  Größen,  die  einzeln 
oder  gruppenweise  den  Koordinaten  x,  y,  s  zugeordnet  sind,  so  wird 
bei  der  Bildnng  der  Summe  vorau^eeetzt,  daß  sie  gleichzeitig  mit 
den  Koordinaten  zyklisch  vertauscht  werden.  Hiemach  kann  mau 
beispielsweise  ^.^     , 

^   p' 
für 

setzen. 

Die  Gleichung  (2),  die  nach  Division  mit  ds  die  Form 
a{%-  x)  +  h{7i-y)  +  ci%-  z)-Q 
annimmt,  besagt  nach  §2(7),  daß  der  Erümmungsmittelpunkt  der 
Normalebene  angehört,  also  auf  der  Geraden  liegt,  in  der  diese  Ebene 
von  der  Schmiegungsebene  geschnitten  wird.  Diese  Kurvennormale 
wird  Hauptnormale  genannt.  Ihre  positive  Richtung,  zu  der  die 
Kosinus  o",  b",  c"  gehören  sollen,  gehe  von  dem  Kurvenpunkte 
{xye)  =  A  nach  dem  KrOmmungsmittelpunkte  (lijE)  ss  M,  d.  h.  es  sei 

,"_ir_',    i--'i=Ä,    c"-^--' 

oder,  nach  (5)  und  (9), 


(10) 


Rdx~Pdx 


,.  _  _  Pdy  —  Qdx 
"    ~  dsVP'+Q'  +  R'' 


Nach  (6)  kann  man  auch 

(U)  a"=-  ^'''-^^'9     , 

^  yS{t^ds~Rdyy 

setzen,  und  femer: 
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(12)  Qde  —  Ray  tPx{dy'  +  de')  ~  dx{dyd'ij  +  dzd^s) 

=  d^x  Zdx'  -  dx  Sdx  d^x 
—  ds(d'x  .ds  —  dx  .  d's). 
Der  letzte  dieser  Atisdrflcke  ergibt  eich  bei  Benutzung  der  Gleichung 
§  2  (2)  und  ihres  Differentials. 

Die  Tangente,  Binormale  und  Hauptnormale  bilden  in  jedem 
Punkte  Ä  ein  System  von  drei  aufeinander  senkrechten  Achsen,  das 
seine  L^e  ändert,  wenn  A  die  Kurve  durchläuft.  Stellt  man  die 
Achsen  paarweise  zusammen,  so  bestimmen  sie  drei  Ebenen:  die 
Schmi^ungsebene,  der  die  Tangente  und  die  Hauptnormale  angehöre», 
die  Normalebene,  in  welcher  Hauptnormale  and  Binormale  liegen,  und  die 
durch  Tangente  und  Binormale  definierte  Ebene,  die  aus  einem  spater 
(§  88)  anzugebenden  Grunde  als  rektifizierende  Ebene  der  Kurve 
bezeichnet  wird. 

Die  positiven  Richtungen  t  der  Tangente,  b  der  Biuormale  und 
7i  der  Hauptnormale  sollen  so  gewählt  werden,  daß  wenn  man  sich 
die  Anfangspunkte  des  bew^licben  und  des  im  Räume  festen  Achsen- 
systems  zusammenfallend  denkt,  die  beweglichen  Achsen,  in  der  Reihen- 
folge t,  b,  h  genommen,  auch  den  positiven  Richtungen  nach  mit  den 
festen  Achsen,  in  der  Folge  x,  y,  z,  zur  Deckung  gebracht ,  werden 
können.  Es  sollen  also  die  beiden  Dreikaute  t,  h,  h  und  x,  y,  s 
gleichen  Sinnes  oder,  wie  man  s^,  einander  äquivalent  sein, 

i,  b,  h  r^  X,  y,  z. 
Wenn   dann  a,  h',  c    die  bis  auf  ein  Vorzeichen  bereits  im  §  2  b&< 
stimmten  Richtungskoainus  der  Binormale  bezeichnen,  so  ist 
a   b   c   \ 

(13)  a'  6'  c'  I  =  +  1, 
I  a"  b"  c"  I 

und  jedes  Element  der  Determinante   dritten  Grades   ist   gleich   der 
zugehörigen  Unterdeterminante,  z.  B. 

(14)  a'—  cb"  —  6c". 

Für  die  Eosinns  der  positiven  Richtung  der  Binormale  ergeben  sich 
hiernach  die  Ansdrficke 


(15) 
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Sie  sind,  wie  auch  leicht  durch  Ansrechnang  geprüft  werden  kann,  vom 
FoH^angsprinzip  abhängig,  während  das  Vorzeichen  von  dt  auf  die 
Richtungakosinus  der  Hsnptnormale  keinen  Einfluß  hat. 

M- 

Erümmaiigsaolue,  EoatingenswtukeL 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  (2,  3)  des  vorigen  Para- 
graphen statt  4i  Vi  S  laufende  Koordinaten  gesetzt,  so  hestimmt  dieses 
Gleichungspaar  eine  gerade  Linie,  deren  Bichtungskoeinus  den  Ver- 
bindungeu 

dy  ePz  ~  de  d*y,    dz  d^x  —  dx  rf*ü,    dx  d'y  —  dy  d'x, 

d.  h.  den  Größen 

P,  Q,  B 
proportional  sind,  und  die  daher  der  Binormale  parallel  oder  auf  der 
St^miegungsebene  senkrecht  ist.  Da  (3)  aus  (3)  durch  Differential- 
bildnng  berrorgeht,  die  Gleichung  (3)  aber,  immer  für  laufende  Ko- 
ordinaten g,  ri,  §,  die  Normalehene  in  A  darstellt,  so  kann  die  be- 
trachtete Gerade  als  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  unendlich- 
nahen  Normalebene  aufgefaßt  werden.  Die  Gerade  heißt  die  Krüm- 
mungsachse  der  Kurve  fOr  den  Punkt  A.  Nach  der  ursprüng- 
lichen Bedeutung  der  Relationen  (2,  3),  als  Bedingungsgleichungen  für 
die  Koordinaten  von  M,  liegt  der  KrOmmungsmittelpunkt  auf  der 
Krümmungaachse.  Es  ist  der  Punkt,  in  dem  die  KrQmmungsachse 
auf  der  Schmiegangsebene  senkrecht  steht. 

Nun  konnte  die  Gleichung  (2)  nach  Division  mit  ds  in  der  Form 

{X  -  i)a  +  (i,  -  r})b -i- (z  -  t)c  ^  0 

geschrieben  werden.  Nimmt  man  ihr  Differential  hinzu  und  sucht 
wieder  die  Richtungskosinus  der  Ki-ümmungsachse,  also  a,  b',  e',  durch 
die  Koeffizienten  beider  Gleichungen  auszudrücken,  so  findet  man  sie 
proportional  den  Verbindungen 

hdc  —  cdb,     cda  —  ade,     adb  —  bda, 
die  jetzt  an  die  Stelle  von  P,  Q,  li  treten."  Andererseits  waren  a',  b',  c', 
vom  Vorzeichen  abgesehen,  gleich 

bc"  —  ch",     cn"—  ac",     ab"  ^  ha". 
Zwischen  den  Ricbtungskosinua  o",  h",  <■"  der  Hauptuormale  und  den 
Differentialen   der  Richtungakosinus    der   Tangente    müssen    hiernach 
einfache  Beziehungen  gelten.  Man  findet  sie  mit  BÜlfe  der  Formel  (13) 
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des  Torigen  Paragraphen  fast  nnmittelbar,  wenn  man  direkt  da,  db,  de 
ansetzt. 

Eb  ist  nämlicli 

,  ,d«       d»d*x  —  dxd*a       Qdx  —  Sdy 

~     i«  "  d»'  "^         da' 

Entnimmt  man  nun  aus  §  3  (10) 

QdB  -  Ttdy  -  a'dsVE^ 
und  aas  (91 

und  setzt 

wo  k  die  Kilkmmang  bezeichnet,  so  erhält  man 

da  —  ka"ds. 
Die  drei  zusammengehörigen  Formeln  heifien 

mda        t    II       db        ,  ,„        de        ,    I, 
dT-*"'     i.-'*'      d.-'"' 

und  hierin  ist  also 


(2) 
oder 


K^_+?'±«' 


(l/^rfa!')' 


Die  Krfimmimg  kann  noch  anf  andere  Weise  erklärt  werden  als 
mittels  des  Krümmnngskreises,  nämlich  durch  einen  Ausdruck,  der 
geeignet  igt,  die  Abweichung  der  krpmmen  Linie  von  einer  geraden, 
der  Tangente,  zu  meesen.  Man  versteht  unter  dem  Koutingenz- 
winkel  der  Kurve  im  Punkte  A  den  unendlich  kleinen  Winkel  zwischen 
der  Tangente  in  A  und  der  Tangente  im  benachbarten  Punkte  3, 
oder  vielmehr,  wie  in  der  Analysis  immer,  den  Bogen  eines  Kreises 
vom  Radius  Eine,  der  zu  dem  Winkel  als  Zentriwinkel  gehört.  Der 
Kontingenzwinkel  rfra  kann  auch  als  der  unendlich  kleine  Winkel  be- 
nachbarter Normalebenen  bezeichnet  werden.  Nennt  man  das  Ver- 
hältnis von  (2(0  zu  dem  Bogenelement  ds  die  Krümmung  der  Kurve, 
so  hat  mau  die  Übereinstimmung  dieser  Definition  mit  der  frdheren 
nachzuweisen. 

Es  seien  A^  und  B^  die  Endpunkte  des  unendücbkleinen  Kreis- 
bogens da,  so  ist,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  mit  dem  Kuordi- 
natenanlangspunkt  zusammenfällt. 
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A^  =  {a,  h,  c),      Bo  =  (o  +  da,  h-\.dh,c^-  de), 
also  ' 

(3)  döj»  -  do»  +  d&'  +  (ic». 

Nachdem  nuu  einmal  da,  db,  de  einzeln  berechnet  vordea  sind,  findet 
man  sofort 

d.  h.  wegen  Ea"*  =-  1 : 


do>s  =  iMs», 

mithin  in  der  Tat 

(4) 

':.-"■ 

wenn  «Jm,  ebenso  wie  (j!s,  als  absolute  Größe  betrachtet  wird. 
Die  Gleichungen  (1)  können  hiemach  aach  in  die  Fomi 

/-.  da  .,       dh        ,,.       de         „ 

^   '  da  '      da  '      da 

gesetzt  werden. 

§6. 
Windung  und  ganse  ETÖmmuag. 

Ist  eine  Ranmkurre  nicht  eben,  so  kann  man  ihre  Abweicliung 
von  einer  Ebene  in  ähnlicher  Weise  messen  wie  die  Abweichung  von 
einer  Geraden.  Es  sei  da  der  nnendlichkleine  Winkel  der  Scbmiegungs- 
ebene  im  Punkte  Ä  mit  der  benachbarten.  Dieser  Winkel,  der  mit 
dm'  bezeichnet  werden  möge,  heißt  der  Windungs  winkel  (Toraions- 
winkel), sein  Verhältnis  zum  Bogenelement  die  Windung  (Torsion) 
der  Knrre. 

Da  dm'  mit  dem    unendlichkleinen  Winkel   benachbarter  Biuor- 
malen  identisch  ist,  so  hat  man,  der  Formel  (2)  für  dm  im   vorigen 
Paragraphen  entsprechend, 
(1)  da'=da'^+dh'^+dc*. 

Ana  §  3  (15)  folgt  nun 

.   ,  ,     P         PSPdP—dPZP' 

da  —  —  d   ,    -   =•      -    ,  ,        ,, 

{ZP^i 
In  db'  und  de    erscheint  außer  den  Verbindungen  PdQ~  QdP  und 
BäF  -  PdE  noch 
gdR  -EdQ=  Qidxd^f,  -  dyd'x)  -  Ii(dzd'x  -  dxd^z) 

-  dx{P(Px  +  Qd^y  +  Ed^s)  -  ä^x{Pdx  +  Qdy  +  Rde), 
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WO  der  Koeffizient  Ton  d'x  identisch  Terschwindet  (§  3(7)),     Wird 

dx     dy     de 
(2)  SPd'x  =  i  d'x    d*y    d'x     -  D 

I  d'x    d'y    (Ce 
gesetzt,    80  heißen    die  Formeln,   die  zur  Berechaung    von   da    ge- 

QdR  -  MdQ  =  Bdx 
BdP-PdR^Ddy 
PdQ~QdF  =  Ddz, 


braucht  werden 


(3) 


und  es  wird 

(4) 


da-=  ^' 


D{Qdz -  Rdy) 
D'ds' 


Während  der  Kontingenzwinkel  als  absolute  Größe  definiert  worden 
ist,  soll  der  Windnngswinkel  und  demnach  auch  die  Windung  eiu 
Vorzeichen  haben,  das  sich  nach  dem  ron  D  richtet.     Es  soll  nämlich 

gesetzt  werden.     Für  die  Windung 

w  ':'-'■■ 

ergibt  sich  hiemach  die  Formel 

(7)  fc'=- 


Z{dyd'i~d2d^y)' 


dx 
d'x 

d'x 


dy      de 


In  (4)  sind  anfs  neue  die  Zähler  der  Ausdrücke  für  die  Richtungs- 
kofiinns  der  Hauptnormale  (§  3  (10))  aufgetreten.  Fahrt  man  diese 
Kosinus  selbst  ein  und  benutzt  die  Gleichung  (7),  nämlich 


*'=   , 


so  erhält  man 

(8)       i. 


=  k'a", 


=  i'fc", 


-  k'c", 


drei  Formeln,  die  den  Relationen  §  4(1)  an  die  Seite  zu  stellen  sind. 
Schreibt  man  sie,  unter  Wiederbenutzung  von  (5),  den  Gleichungen 
§  4(5)  entsprechend,  nämlich 

/n\  da'  „        db'        ,„        de'  „ 
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80  luaen  aie  sich  mit  jenen  zusammeo  nach  einer  einheitlichen  und 
TfiraUgemeinemi^fähigen  Methode  geometrisch  deuten. 

Um  einen  beliebigen  Punkt  des  Kaumes,  etwa  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten,  als  Mittelpunkt  werde  eine  Kugel  mit  dem  Badias 
Eins  beschrieben.  Wegen  der  unter  den  Richtungakosians  a,  b,  c 
stattfindenden  Relation 

a'  +  h'  +  e'^l 
kann  der  Punkt  A^  (3.  12)  als  dieser  Kugel  angehörig  betrachtet 
werden;  man  gelangt  zu  ihm,  indem  man  durch  den  Kugelmittel- 
punkt  einen  Strahl  parallel  der  positiven  Tangente  der  Raumkurre 
zieht.  DurchUuft  der  Berührungspunkt  A  der  Tangente  die  gegebene 
Enrre,  so  dnrch^uft  auch  Ä^  eine  Eurre,  die  man  als  ein  sphärisches 
Bild  der  g^benen  bezeichneo  kann,  dm  ist  das  Bogenelemeut  der 
sphlLrischen  Kurve,  ^     der  erste  Richtangakosinus  ihrer  Tangente. 

Bildet  man  die  gegebene  Linie  in  gleicher  Weise  vermittelst  der 
Gesamtheit  ihrer  Binormalen  auf  die  Einheitskugel  ab,  d.  h.  nimmt 
mau  den  Ort  der  Punkte 

hinzu,  so  ist  da,  wenigstens  abgeseheti  vom  Vorzeichen,  das  Bogen- 
elemeut der  neuen  Kurve,  und  .  ,  ein  Richtungskosinus  ihrer  Tan- 
geute. Die  Qleichungen  (9)  und  §  4(5)  besagen  nun,  daß  die  Tan- 
genten der  beiden  sphärischen  Kurven  einander  und  der  Hauptnormale 
der  gegebenen  Kurve  parallel  sind. 

Eine  sphärische  Abbildung  der  Kurve  kann  man  sich  auch  mittels 
des  Systems  der  Hauptnormalen  vollzogen  denken.  Die  dabei  auf- 
tretende Größe  da',  die  der  Gleichung 

(fflj"»-do"*-|-rf6"*+dc"* 
genflgt,  heifit  der  Winkel  der  ganzen  KrOmmung,  und  sein  VerhäHnis 
zum  Bogenelemeut, 

dg  ' 

ist  die  ganze  Krümmung  selbst.  Die  Benutzung  dieses  Begriffes 
ist  jedoch  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Raomkurveu  insofern  übei^ 
flüssig,  als  sich  die  ganze  Krümmung  in  einfacher  Weise  algebraisch 
durch  die  Krümmung  und  die  Windung  darstellen  ^Bt. 

Zum  Beweise  beziehe  man   die  ^r-Achse  des  festen  Koordinaten- 
systems auf  die  Achsen  (,  6,  /*  des  beweglichen   Systems.     Die   drei 
Hichtungskosinns  der  Achse,  a,  a',  a",  sind  durch  die  Identität 
a*+a'+a"'-l 
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verbanden,  ans  der  dnrcb  Differentiation 

fl"(io"  =■  —  ada  —  a'da 

folgt.  Nimmt  man  die  beiden  entspreobenden  Gleichungen  binza,  er- 
setzt die  Differentiale  da,  dh',  de;  da,  db,  de  durch  ihre  aus  (9)  und 
§  4(5)  folgenden  Werte,  quadriert  dann  und  addiert,  eo  erhält  man 

(10)  dm"*  -  da>*  +  dto'* 
und  nach  Dirision  mit  ds* 

(11)  r»  =  i»  +  t'». 

Das  Quadrat  des  Winkels  der  ganzen  Erümmong  ist  also  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  des  Eontingenzwinkela  und  des  Windungawinkels, 
und  das  Quadrat  der  ganzen  Erdmmung  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  ErOmmung  und  der  Windung. 

Weil  es  hiernach  bei  nicbt-ebenen  Kurven  wesentlich  auf  zwei 
Oröfien,  ErQmmui^  und  Windung,  ankommt,  so  pflegt  man  solche 
Linien  als  Eurven  doppelter  Erümmung  zu  benennen,  wobei  die 
KrQmmmig  als  erste,  die  Windung  als  zweite  KrQmmang  gilt. 

Werden  die  Formeln  für  da",  db",  de"  einzeln  durch  ds  dividiert 
uod  die  eben  schon  benatzten  Oleichuogen  in  der  Form  (8)  und  §  4(1) 
verwendet,  so  ergibt  sich  das  System  von  Differeutialrelationen 

w  i°" --(*-+ *■«').  S" --("+*''■)'  dl' — (*«+*'«■). 


Die  Frenetsohen  Vonneln.     Oeometrisohe  Differentiation. 
SduniegungskngeL 

Die  drei  Gleichungssysteme  §  4(1),  §  5(8)  und  §  5(12)  werden 
unter  dem  Namen  der  Frenetscben  Formeln  zusammengefaßt. 
Sämtliche  linken  Seiten  der  Gleichungen  haben  die  Form 

h 

ds  ' 
und  zwar  sind  für  %  der  Reihe  nach  die  neun  Richtungskosinos  abc\ 
o'6'c';  a"b"c"  zn  setzen.  Die  Foimeln  liefern  also  für  die  durch  das 
Bogenelement  der  Kurve  dividierten  Differentiale  der  Richtungskosinus 
der  Tangente,  Binormale  and  Hauptnortnale  Ausdrücke  durch  diese 
EosinuB  selbst,  die  Krümmung  und  die  Windung  der  Raumkurve.  Es 
ist  zweckmäßig,  die  Bildung  des  Differentials  einer  beliebigen  Funktion 
von  t  mit  nachfolgender  Division   durch   das  Bogenelement  als  eine 
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einzige  Operation  zu  betracht.en  und  demaach  auch  durch  ein  Zeichen 
zu  charakterisieren.    Es  werde 

gesetzt.  Die  9-Operation  eoU  als  geometrische  Differentiation  längs 
der  betrachteten  Knrre  oder,  wenn  kein  MißverständniB  TOrkommen 
kann,  als  geometrische  Differentiation  ohne  weiteren  Zusatz  be- 
zeichnet werden;  die  Größe  0%,  also  das  Ergebnis  der  Operation, 
heißt  die  geometrische  Ableitung  der  Funktion  j. 

Bei  Anwendung  des  Zeichens  &  nehmen  die  Frenetschen  Formeln 
die  Gestalt  an: 

(1)  ©a  =  ia",  eb  =  kb",  Sc  ^  kc" 
(II)     &a'  =  k'a",                  &b'  =  k'b",  &c  =  k'c" 

(in)    ea"^-{ka-i-k'a),    0b"  =  -  {kb  +  k' b'),     &c"=-{kc  +  k'c). 

Multipliziert  man  die  diei  Gleichungen  (I),  dann  (II)  der  Reihe  nach 
mit  a",  b",  e"  und  addiert,  so  erhält  man  für  die  Krümmung  und  die 
Windung  die  Ausdrücke 

(2)  k  -  a"9a  +  h"0h  +  c"@c 

(3)  it'-  a"ea:+  V'&b'^d'Sc. 

Schon  die  Richtungskosinus  a,  b,  e  selbst  können  als  geometrische 
Ableitungen  dargestellt  werden.    Denn  nach  §  2(1)  ist 

(4)  a=  &x,      b^ey,      c  -  &ß. 

Namentlich  aber  führt  die  Anwendung  des  Operationazeichens  9 
zu  übersichtlichen  Formeln,  wenn  in  der  Theorie  der  Raurakurven 
gleichzeitig  mit  einer  bestimmten  Gleichung  ihre  Differentiale  be- 
trachtet werden  müssen.  So  würde  z.  B.  die  Gleichung  §  3(1),  nach- 
dem man  ihr  erstes  Differential  (2)  durch 

i{x-|)9x-0, 
a.  n. 

(5)  £(x-i)a~0 
ersetzt  hat,  in  derselben  Weise  weiter  behandelt 

also 

(6)  £ix~l)&a  =  -l 

ergeben.  Die  ersten  und  zweiten  Differentiale  der  Koordinaten  x,  y,  e 
werden  dann  durch  endliche  Größen  von  unmittelbar  anschaulicher 
Bedeutung  vertreten. 
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Auch  kann  die  ^-Operation  bei  der  Bestimmung  der  Schmie- 
gangekagel  einer  Raumkarre  zweckmäßig  benutzt  werden.  Man 
Terateht  darunter  eine  Engel,  die  vier  unendUcbnalie  Punkte  mit  der 
Kurve  gemein  hat.     Ist 

(E -!.)■+ (5 -1.)'  +  (i-S.)'--K' 
ihre  Gleichung,   ao   sind   die  Mittelpunktskoordinaten  Ig,  ij^,  ^   und 
der  Radius  B  aus 

(I)  (»-W+(j-?.)'+(»-t.)'-ü' 

und  denjenigen  drei  Bedingungen  zu  bestimmen,  die  nacheinander  aus 
dieser  durch  dreimalige  Differentiation  oder  Anwendung  der  Theta- 
Operation  folgen.     Man  erhält  zunächst 

(i  - 1.)  e»  +  (j,  -  ,.)  «1,  +  («  -  s.)  e«  -  0 

oder 

(8)  (;„_y„  +  (j_,„)6  +  (,_yc_0, 

eine  Gleichung,  die  ihrer  Form  nach  mit  (5)  übereinstimmt  und  dem- 
nach lehrt,  daß  der  Mittelpunkt  der  Sehmiegimgskugel  —  ebenso  wie 
der  Krümmnngsmittelpunkt  —  in  der  Iformalebene  liegt.  Aber  er 
gehört  im  besonderen  ebeniälls  der  Erümmungsachse  an,  denn  der 
imchste  Schritt  liefert,  der  Gleichung  (6)  entsprechend, 

(a:  -  4o)  ©a  -(-  (y  -  1?,)  ©6  +  («  -  £o)  ®c  =  -  l 
oder,   nach   Heranziehung    des   I.  Systems   Frenetscher   Formeln   und 
wegen  «  =  — : 

(9)  (,_y„"+(,_,js"+(.-U»"--r. 
Die  noch  hinzutretende  Bedingung 

£{x  —  So)  ®»"  +  -2«"  ®^ ®'' 

kommt  in  der  Theorie  des  Krümmungsmittelpunktes  niidit  vor.     Sie 
kennzeichnet  mit  (8)  und  (9)  zusammen  den  Mittelpunkt  der  Schmie- 
gungakugel  als  Schnittpunkt  zweier  unendlichnahen  KrÜmmungsachaen. 
Nun  ist 

Za'ex  =  Sa"a  "  0, 

und  das  III.  System  Frenetaeher  Formeln  führt  die  letzte  Bedingung  in 

Ober.  W^en  des  gleichzeitigen  Bestehens  von  (8)  ist  die  erste 
Summe  zn  streichen,  und  wenn  man  noch 

(10)  J'-f 

Kaoblaaeh,  niSanntlilgwimilTle.  8 
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setzt,  Bo  entsteht 

(U)  (x  -  |.)o'+  C  -  ri,)V+{,-t,y-rar. 

Multipliziert  man  die  in  den  Unbekannten  %^,  %,  ^g  linearen  Glei- 
chungen (8),  (9),  (11)  der  Eeihe  nach  mit  «,  a",  a  und  addiert,  so 
fallen  wegen 

ah  +  «"6"-!-  «'6'=  0 

ac  +  a"c"  +  a'c  '—  0 
1^0  und  ^  heraas,  und  man  erhält,   wenn  man  den  Wert  von  ^  mit 
den  beiden  entsprechenden  zusammenstellt, 

^=  X  +  a"r  —  a'r'&r 

(12)  Vi)=-y  +  fr"*"  —  &'*■'©»■ 

£o  — z  +  c'V  —  c'r'&r. 
Schließlich  liefert   die  Relation  (7)   für  den  Radius  der  Schmie- 
gui^skugel  die  Bestimmungsgleichung 

(13)  B»-r'»+r»(©r)V  •      -    -.  -     ' 

§7. 
Die  Sohranbenlinie  und  ihr  Windnngsainn. 
Die  in  den  Paragraphen  4,  5  und  6  abgeleiteten  Formeln  fSr  die 
Krümmung,  die  Windung  und  den  Radius  der  Schmiegungskugel 
sollen  jetzt  auf  eine  spezielle  Kurve,  die  Schraubenlinie  (Helix) 
angewendet  werden.  Man  versteht  darunter  eine  Kurve  auf  einem 
geraden  Ereiszylinder,  deren  Tangenten  mit  den  Kanten  des  Zylinders 
einen  konstanten,  von  0  und  -j-  verschiedenen  (spitzen)  Winkel  bilden. 
Ist  der  Grundkreis  des  Zylinders  in  der  (xy)-Eheae  so  gelegen,  daß 
sein  Mittelpunkt  mit  dem  Koordinateoanlangspunkt  zusammenfällt, 
und  bezeichnet  a  den  Kreisradius,  so  sind  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen der  Schraubeulinie 

X  =  a  cos  t 

(>) 

j-asini. 
Dazu  ti-itt  die  Bestimmung 

für  a  als  konstante  Größe.     Entnimmt  man  nun  ans  (1) 

dx^  +  dy*  =  aHt* 
und  setzt 
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in  (2)  ein,  so  findet  man  durch  einmalige  Integration  and  anter  der 
Annahme,  daß  ^  =  0  zu  t  —  O  gehört,  als  dritte  Gleichung  der 
Schraubenlinie 

(3)  e  =  bt, 

wo  b  in  einem  einfachen '  Zusammenhange  mit  a  und  a  steht. 
Geht  man  umgekehrt  von  (1)  nod  (3)  aus,  ao  erhält  man 

I  —  asint,         acoat,     h  l 
i>  =  I  —  a cos (,    —aeiat,     0  |  —  a»6 dt' 
''      asin^,    —acos^,     0  i 

und  demnach  ans  g  4  (2) 

(4)  i -„,-;,, 

und  aus  §  5  (5,  6) 

w  '■-«.-!?■ 

Da  r  =»  a  +  — -  eine  konstante  Größe  ist,  so  wird  Br  •=  0,  und  der 
ßadias  der  Schmiegungskugel  (aus  g  6  (13))  mit  dem  Erümmungs- 
radias  identisch.  Dann  mflssen  auch  die  Mittelpunkte  der  Schmie- 
gnngskugel  und  des  Erümmnngskreises  zusammenfallen.  Aus  den 
Gleichungen  fUr  ihre  Koordinaten,  §6(13)  und  §  3(ö),  wird  die« 
ersichtlich,  wenn  die  letzteren  in  der  Form 
I  —  a:  +  a"r,  .  .  . 
geschrieben  werden. 

Nach  (4)  und  (5)  ist  die  Schrauhenlinie  eine  Kurve  von  kon- 
stanter Ertünmong  und  Windung.  Man  kann  fragen,  ob  sie  die  ein- 
zige Kurve  dieser  Art  ist.  Es  sei  also  eine  krumme  Linie  durch  die 
Gleichnngen 

definier^  wo  A^  und  k'^  konstante,  von  Kuli  verschiedene  Größen  be- 
zeichnen.    Wird 

K 
gesetzt,   so  liefern   die  beiden   ersten   Systeme   Frenetscher   Formeln 
nach  Elimination  von  a"ds,  . .  .  : 

da  —  mda  —  0,  . .  .  ; 

2» 
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d.  h.,  da  ffl  konstant  ist, 

a  —  ma  —  A,  . .  .  , 
wo  die  Integrationskoiistanten  A,  B,  C  mit  m  durcli  die  Gleichung 

verbunden  sind.  Erkort  man  nun  ein  System  von  Richtungskosinna 
durch  die  Gleichungen 

_  A  _  ^  B     _  ^^„ 

yzA' " '''    ysA'  ~  *'     ysÄ^  ~  '^' 

wobei  das  Yoraeicheu  der  Quadratwurzel  gleichgültig  ist,  so  kann  man, 
ohne  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  beeinträchtigen,  die 
positive  f-Ächse  mit  der  Richtung  {pqr)  zuBammenfallen  lassen,  also 

p-0,         2-0,         r—l, 
d.  h. 

-4-0,       B-0,       C^yi  +  m' 

annehmen.     Die  Gleichungen 

a  =  »m' 
b  =  mh' 

geben  dann  quadriert  und  addiert 

Das  heißt:  Die  Kurventangente  bildet  mit  einer  festen  Geraden  (der 
«-Achse)  einen  konstanten  Winkel.  Denkt  man  sich  durch  die  krumme 
Linie  eine  Zyliuderfiäche  gelegt,  deren  Kanten  dieser  Geraden  parallel 
sind,  so  sieht  man,  daß  die  Eurve,  für  die  das  Verlmltnis  von  Krüm- 
mung und  Windung  konstant  ist,  mit  der  Schraubenlinie  die  Gnmd- 
eigenschaft  teilt,  die  Kanten  eines  Zylinders  unter  konstantem  Winkel 
zu  treffen;  nur  braucht  der  Zylinder  nicht  gerade  ein  Kreiszylinder 
zu  sein.  Eine  solche  Raumkurve  wird  als  allgemeine  Schrauben- 
linie bezeichnet. 

Aus  der  Gleichung  zwischen  c  und  c'  ergibt  sich  noch 


alio 

fl +"."■' 

und  da  allgemein 
ist,  so  muß 

c'+c-'-l, 
r"-0 

sasiGoOi^lc 


Schraubenlinie.  21 

sein.     Die  Eauptnonnale   einer  aUgemeiDen   Schraubenlinie  ist  dem- 
nach senkrecht  zii  der  Achse  des  Zylinders,  auf  dem  die  Kurve  liegt. 
Sind  nnn  Erümmung  und  Windung  einzeln  konstant,    so  folgt 
aus  der  ersten  Formel  des  lU.  Frenetschen  Systems   in  Verbindung 

.,     ,       a         ,  dx 

mit  o  —  —  und  a  =    .  - : 

m  ds 


da"  =  —  a\Jeo  +  -^1  ds 


und  durch  Integration 
Ebenso  findet  sich 

6    = --°-\-- {&■-%)■ 
Wegen  c"  =  0  muß 

a"*+ &"»=!, 
also 

sein.     Dies  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kreiszjliuders. 

Hiemach  können  nur  für  die  Schraubenlinie  —  nämlich  die  ge- 
wöhnliche, auf  einem  Ereiszylinder  gelegene  —  gleichzeitig  Krümmung 
und  Windung  konstant  sein. 

Das  Vorzeichen  der  Windung  stimmt  noch  (5)  mit  dem  der 
Konstanten  b  überein.  Von  der  Bedeutung  dieser  Tatsache  kann  man 
sich  eine  anschauliche  Vorstellung  bilden.  Nach  der  Gleichung  (3) 
geht  die  Schraubenlinie  für  ( —  0  durch  einen  Punkt  der  (a:y)-Eliene 
hindurch.  Mit  wachsendem  t  nimmt  e  zu  oder  ab,  je  nachdem  b 
positiT  oder  negativ  ist.  Nun  sind  im  §  1  die  positiven  Richtungen 
der  drei  Koordinatenachsen  in  einer  bestimmten  Weise  angeordnet 
worden,  wozu  hier  noch  Folgendes  bemerkt  sei.  Denkt  man  sich 
zuerst  die  positiven  Richtungen  der  j:-Achse  und  der  ^Achse  fixiert, 
so  soll  die  Drehung  nm  den  Anfangspunkt,  durch  die  man  auf  dem 
kfinesten  Wege,  nämlich  durch  den  rechten  Winkel  hindurch,  die  erste 
dieser  Richtungen  in  die  zweite  überfdhren  kann,  als  positiv  be- 
zeichnet werden.  Ein  Funkt  (xy)  beschreibt  die  Peripherie  eines 
Kreises  mit  dem  Aniangspunkt  als  Mittelpunkt  in  positivem  Sinne, 
wenn  in  den  Gleichungen  (1)  die  WinkelgrSße  t  das  Intervall  (0 . . .  2») 
dnrohlBuft.     Man   kann,   wenn   man  zwei   Punkte  X  und  Y  auf  der 
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positiTen  x-  und  y-Achse  willkürlich,  etwa  im  Abstände  Eins  vom 
Aofangspunkte  0  annimmt,  die  Drehnng  auch  durch  die  Punktfolge 
OXY  definieren,  wobei  es  auf  die  Annahme  OY L  OX  nicht  an- 
kommt. Für  die  Raumgeometrie  gewinnt  aber  die  Festsetzung  des 
DrehungBsinnflB  erst  dann  eine  präzise  Bedeutung,  wenn  man  die 
Ebene  von  einer  bestimmten  Seite  her  betrachtet.  Es  sei  als  poeitive 
Seite  der  (scy)-Ebene  diejenige  bezeichnet,  nach  der  sich  die  positive 
£-Achse  erstreckt.  Ist  dann  die  gegenseitige  Lage  der  Achsen  die  im 
§  1  festgesetzte,  so  geht  bei  der  Betrachtung  von  der  positiven  Seite 
her  die  positive  Drehung  in  der  (a;i/)-Ebene  von  rechts  über  oben 
(oder  hinten)  nach  Unka  vor  sich. 

Verfolgt  man  jetzt  den  Verlauf  einer  Schraubenlinie  auf  einem 
vertikalen  Kreiszylinder,  so  scheint  die  Kurve,  bei  einer  Betrachtung 
der  Zylinderfläche  von  außen,  entweder  von  links 
nach  rechts  oder  von  rechts  nach  links  zu  steigen. 
Im  ersten  Falle  heißt  die  Schraubenlinie  rechtsge- 
wunden (Fig- 1),  im  zweiten  linksgewuaden  (Fig.  2). 
Bezieht  man  sie  auf  ein  Koordinatensystem,  dessen 
positive  Richtungen  so  wie  bisher  fisieit  sein  sollen 
and  dessen  positive  «-Achse,  der  Zylinderachse 
parallel  oder  mit  ihr  zusammenfallend,  senkrecht 
nach  oben  geht,  so  bildet  die  Fortgangsrichtung  längs  der  Kurve 
beim  übertritt  von  der  negativen  Seite  der  (a;y)-Ebene  zur  posi- 
tiven einen  spitzen  Winkel  mit  der  positiven  Drehungsrichtung, 
wenn  die  Schraubenlinie  rechtsgewunden  ist;  im  entgegengesetzten 
Falle  einen  stumpfen.  Oder,  anders  ausgesprochen:  Die  Schrauben- 
linie tritt,  indem  sie  die  (:ry)-Ebene  unter  spitzem  Winkel  gegen  die 
positive  Drehui^richtung  durchsetzt,  von  der  negativen  zur  positiven 
Seite  über  oder  umgekehrt,  je  nachdem  sie  reehtsgewunden  oder  links- 
gewunden  ist.  Bei  der  analytischen  Darstellung  durch  die  Gleichungen 
(1,  3)  gehört  die  erste  Annahme  zu  &  >  0,  die  zweite  zu  6  <  0.  Das 
heißt  schließlich:  Die  rechts-  und  linksgewundenen  Schraubenlinien 
können  voneinander  durch  das  Vorzeichen  der  Windung  unterschieden 
werden;  filr  eine  rechtsgewundene  ist  dio  Windung  positiv,  für  eine 
linksgewnndene  negativ. 

Diese  Kennzeichnung  des  Sinnes  einer  Windung  durch  ein  Vor- 
zeichen soll  auch  dann  festgehalten  werden,  wenn  von  einem  analy- 
tischen  Ausdruck  der  Windung  nicht  die  llede  ist. 

Nachdem  dies  alles  einmal  festgestellt  ist,  kann  man  zweckmäßig 
von  dem  Begriff  der  Windung  ausgehen  und  erst  danach  die  positiven 
Richtungen  der  Koordinatenachsen  festlegen.     Ist  doch  die  Windung, 
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anders  ale  die  Drehung,  von  dem  Standpunkt  des  Beechauera  einer 
Figur  im  dreidimensionalen  Räume  unabhängig.  Bedeutet  Z  einen 
Punkt  auf  der  positiven  ü-Achse,  etwa  wie  X  und  Y  im  Abstände 
Eins  von  0  gelten,  so  wird  durch  die  Punktfolge  OXTZ  eine 
Windung  bestimmt.  Die  positiven  Riehtungen  im  (rechtwinkligen 
oder  schiefwinkligen)  Achsensystem  haben  die  hier  immer  voraus- 
gesetzte Lage,  wenn  diese  Windni^  positiv  ist. 

Der  Zusammenhang  des  Vorzeichens  von  k^'  mit  dem  Windnngs- 
sinn  der  Schraubenlinie  ist  auch  fär  die  allgemeine  Theorie  der  Raum- 
kurven wichtig.  Er  gestattet  nämlich,  für  eine  beliebige  Kurve  das 
Zeichen  von  k'  ebenfalls  geometrisch  zu  deuten.  Wie  in  der  Theorie 
der  ebenen  krummen  Linien  das  in  der  Nähe  eines  gegebenen  Punktes 
zu  untersuchende  Gebilde  mit  einem  Kreise,  ab  der  einzigen  ebenen 
Linie  von  konstanter  Krümmung,  verglichen  wird,  so  kann  man  ver- 
suchen, einer  beliebigen  Raumkurve  eine  bestimmte  Schraubenlinie 
zuzuordnen,  weil  nur  längs  einer  solchen  die  Krümmung  und  die 
Windung  konstante  Werte  haben.  Ein  Stock  der  Schraubenlinie,  das 
den  betrachteten  Kurvenpunkt  enthalten  soll,  denken  wir  uns  als 
Durchschnitt  des  Kreiszylinders  mit  einer  anderen  F^che,  die  als 
Schraubenfläche  bezeichnet  wird.  Unter  den  speziellen  Annahmen, 
auf  denen  die  hier  zugrunde  gelegte  Darstellung  der  Schraubenlinie 
beruht,  wird  ein  Stück  der  Schraubentläche  durch  die  Gleichung 

e  =  b  aretg  — 

definiert,  die  durch  Elimination  des  Parameters  t  aus  dem  System  (1,  3), 
d.  h.  aus 

.|=tg^      e  =  bt 

hervorgeht.  Auf  Grund  dieser  Gleichungen  kann  man  eich  die  Schrauben- 
Sache  durch  Schraubenbewegung  einer  geraden  Linie,  die  eine  feste 
Gerade  senkrecht  schneidet,  entstanden  denken.  Die  feste  Gerade  beißt 
die  Achse  der  FHche.  Es  fragt  sich  nun,  von  wieviel  Stücken  eine 
bestimmte  Schraubenlinie  abhängt,  wenn  sie  auf  ein  beliebiges  Ko- 
ordinatensystem bezogen  wird,  wievielen  Bedingungen  sie  also  unter- 
worfen werden  darf.  Die  gemeinsame  Achse  des  Kreiszylinders  und 
der  Schrauben  fläche  wird  durch  vier  Konstanten  bestimmt.  Dazu 
treten  für  den  Zylinder  der  Radius  a  des  Grundkreises  und  ffir  die 
Schraubenfläche  der  Parameter  h,  der  mit  der  sogenannten  Ganghöhe, 
dem  Abstände  zweier  in  Richtung  der  Achse  unmittelbar  übereinander 
Uzenden  Punkte,  in  unmittelbarem  Zusammenhange  steht.  Zu  ge- 
gebener Achse  und  Ganghöhe  gehört  noch  eine  einfache  Mannigfaltig- 
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keit  von  Schranbenflächen,  nämlich  alle,  die  aus  einer  von  ihnen  durch 
Drehnng  um  die  Achse  hervorgehen.  Dm  eine  von  ihnen  herauszu- 
heben, ist  die  Angabe  eines  weiteren  Parameters  nötig,  etwa  der 
^Neigung  einer  bestimmten  erzengenden  Geraden  gegen  eine  mit  dem 
Achsensystem  fest  verbundene  Ebene. 

Von  diesen,  insgesamt  sieben  Parametern  einer  Schraubenlinie 
kann  man  im  allgemeinen  sechs  dadurch  bestimmen,  daS  man  jede 
der  beiden  Flächen  durch  drei  nnendlichnahe  Punkte  der  gegebenen 
Enrve  gehen  läßt.  Diese  hat  dann  mit  der  Schraubenlinie  alle  geo- 
metrischen Qröfieu  gemein,  zu  deren  DarsteUnog  die  Differentiale  erster 
und  zweiter  Ordnung  gebraucht  werden,  also  namentlich  die  Krümmung. 
Durch  einen  vierten  unendlicbnahen  Punkt  der  Raumkurve  kann  die 
Schraubenlinie  für  gewöhnlich  nicht  gehen,  weil  dazu  zwei  weitere  Be- 
dingungen erfüllt  sein  mflfiten.  Dagegen  kann  verlangt  werden,  daß 
eine  bestimmte,  auch  von  den  dritten  Differentialen  abhängige  Größe, 
nämlich  der  Ausdruck  der  Windung,  für  die  allgemeine  und  die  spezielle 
Kurve  denselben  Wert  habe.  Die  durch  die  Gesamtheit  dieser  Be- 
dingungen definierte  Linie,  auf  deren  genauere  Bestimmung  hier  nicht 
eingegangen  werden  soll,  beißt  die  oskulierende  Schraubenlinie 
der  gegebenen  Kurve.  Das  Vorzeichen  der  Windung  k  wird  nun 
durch  den  Windnngssinn  dieser  Linie  veranschaulicht.  Je  nadidem 
der  Ausdruck  k  das  positive  oder  negative  Zeichen  bat,  ist  die  osku- 
lierende Schraubenlinie  rechts-  oder  hnksgewunden. 
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II.  Abschnitt. 

Grundbegriffe  und  Gmadformeln  der  PlSchentlieorie. 


Die  veradüedenen  Darstellungen  einer  Fläohe. 

Es  seien  jetzt  die  kartesischen  Koordinaten  x,  y,  e  eines  Panktea 
eindeotige  Fonktionen  zweier  nnabhSng^^en  Variablen  u  und  v, 

X  —  xiu,  v) 
(I)  y  =  «/(«,  w) 

e  —  «(«,  p). 
Diese  drei  Funktionen  sollen  inbezng  auf  ihre  Argumente  dieselben 
wesentlichen  Eigenschaften  haben  wie  die  Funktionen  einer  einzigen 
Variablen  in  der  Theorie  der  Kaumkurren  (§  1).  Sie  sollen  also 
namentlich,  ebenso  wie  die  Argumente  selbst,  reell  sein,  so  lange  nicht 
ausdrücklich  etwas  Anderes  bemerkt  wird,  und  den  Anfordemngen  der 
ein-  oder  mehrmaligen  Differentiierbarteit  genügen,  soweit  diese  für 
eine  bestimmte  Uotersuchnng  notwendig  oder  nützlich  sind.  £nt< 
sprechende  Voraussetzungen  gelten  für  die  Funktion  auf  der  linken 
Seite   der  Qleichung 

(H)  F{x,  y,  e)  -  0, 

die  durch  Elimination  der  beiden  Parameter  u,  v  aus  den  Gleichungen  (I) 
entstanden  sein  möge  und  umgekehrt  auf  unendlichviele  Weisen  durch 
drei  Gleichungen  der  Form  (I)  vertreten  werden  kann.  Freilich  hat 
man  auch  hier,  wie  in  der  Theorie  der  Kaumkurren,  im  gegebenen 
Falle  genau  zuzusehen,  ob  die  beiden  Darstellungen  (I)  und  (II)  ein- 
ander vollständig  ersetzen  oder  nicht.  Dies  richtet  sich  unter  anderem 
nach  dem  für  die  Veränderlichkeit  des  Paares  (w,  v)  voigeschriebenen 
Bereiche,     9o  geben  die  Gleichungen 

a;  =>  a  cos  u  cos  v 
(1)  J-ico.«™« 

s  —  e  sin  M, 
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wenn  «  und  v  unabhängig  von  einander  das  Wertintervall  (0  -  ■  ■  -^j 
durchlaufen,  nur  den  achten  Teil  der  durch  die  Gleichung 

(2)  S  +  F  +  -?-!-'' 

vollständig  dargestellten  Ellipsoidflüche  wieder.  In  solchen  Fällen 
hätte  man  also  von  einem  Fläehenstück  zu  sprechen.  Doch  soll  dies 
nur  ausnahmsweise  geschehen,  wenn  es,  wie  filr  das  vorliegende  Bei- 
spiel, des  Gegensatzes  wegen  nötig  ist.  Sonst  soll  anch  ein  F^hen- 
stQck  kurz  als  Flache  bezeichnet  werden. 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  (II)  nach  einer  der  Koordinaten, 
etwa  3,  aufgelöst,  oder  setzt  man  in  (I)  x(u,  v)  —  «,  y(u,  v)  =  v,  so 
erhält  man  übereinstimmend 

(III)  ,  -  «(I,  y) 

als  Gleichung  der  Fläche.  Trotz  des  Mangels  an  Symmetrie  ist  diese 
Darstellung  für  manche  Untersuehuiigen  von  Nutzen,  z.  B.  beim  Be- 
weise bestimmter  Satze,  wenn  es  auf  deren  Stellang  im  organischen  Zu- 
sammenhange der  Theorie  nicht  ankommt,  sowie  bei  der  Beurteilung 
des  Charakters  partieller  Differentialgleichungen,  auf  die  man  durch 
fiächea theoretische  Aufgaben  geführt  wird. 

Im  besonderen  ergibt  sich  aus   der  Clleichung  (2)  des  Ellipsoids 


(3)  z~±  c")/l  - 


Um  die  Funktion  rechts  zu  einer  eindeutigen  zu  machen,  muB  man 
das  Zeichen  der  Quadratwurzel  fixieren.  Die  beiden  luöglichen  An- 
nahmen liefern  die  Punkte  je  einer  Hälfte  der  Fläche. 

§9. 
Eoordinatenlinien.     Linienelement. 
FundamentalgrSllen  erster  Ordnung. 

Gibt  man  in  den  Gleichungen  (I)  des  vorigen  Paragraphen  dem 
einen  der  beiden  Parameter,  etwa  r,  einen  konstanten  Wert  r^,  sodaB 
X,  y,  e  Funktionen  nur  einer  Variablen  werden,  so  stellen  die  Glei- 
chungen eine  auf  der  Fläche  liegende  Kurve  dar.  Insofern  für  diese 
noch  M  veränderlich  ist,  soll  sie  als  eine  u-Linie  bezeichnet  werden. 
Läßt  man  Vp  das  für  v  vorgeschriebene  Intervall  stetig  durchlaufen, 
80  erhält  man  eine  ganze  Schar  solcher  Kurven.  Ebenso  liefert  die 
Annahme  «  =  ?(„,  wenn  man  Mq  alle  möglichen  Werte  erteilt,  eine 
zweite  Schar  von  Kurven,    die  «-Linien,     Ein  beliebiger  Punkt   der 
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Fliehe,  der  einem  Wertepasr  (ug,  v^)  entspricht,  kann  also  als  Durch- 
schnitt einer  v-Linie  mit  einer  u-Linie  aufgefaßt  werden.  Infolge- 
dessen werden  diese  Euryen  auch  als  Koordinatenlinien  der  Fläche, 
u  und  V  selbst  als  die  krummlinigen  Koordinaten  der  Flächen- 
punkte  bezeichnet.  Wenn  im  Folgenden  von  Koordinaten  ohne  weiteren 
Znsatz  die  Rede  ist,  so  wird  immer  aus  dem  Zusammenhange  hervor- 
geben, ob  u,  V  oder  x,  y,  z  gemeint  sind.  Kommen  beide  Orößen- 
eysteme  gleichzeitig  vor,  so  werden  nötigenfalls  x,  y,  z  als  kartesiscbe 
Koordinaten  von  den  kmmmlinigeu  unterschieden  werden. 

Zunächst  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  verschiedenen  Werte- 
paaren (ti,  p)  derselbe  FKchenpunkt  entspricht,  wie  z.  B.  die  Glei- 
chungen §  8  (1)  bei  einer  Vermehrung  von  w  oder  v  um  2ä  nichts 
Keues  geben.  Es  erscheint  angemessen,  den  Bereich  der  Veränderlich- 
keit der  Parameter  so  zu  beschi^nken,  daß  die  g^enaeitige  Beziehung 
der  Flächen  punkte  und  der  Wertepaare  (u,  v)  eine  eindeutige  wird, 
und  ihn  fOr  das  obige  Beispiel  etwa  durch  die  Bedingungen 

0^i;<2:r 
zu  definieren. 

Setzt  man  zwischen  u  und  v  eine  funktionale  Beziehung  fest, 
z.  Bi^so,  daß  beide  Variablen  Funktionen  einer  TTuabbängigen  t  werden, 
80  werden  vermöge  (1)  auch  x,  y,  e  Funktionen  von  t  und  stellen 
wiederum  eine  auf  der  Fläche  liegende  Kurve  dar.  Daß  auch  die  neu 
eingefQhrten  Funktionen  analoge  Eigenschaften  haben  messen  wie 
x{u,  v), . , ,,  versteht  sich  von  selbst. 

Wenn  kein  Mißverstlndnis  möglich  ist,  soll  für  »„  und  Vg  ein- 
fach tt  und  V  geschrieben  werden.  Ä  =  (u, «)  ist  dann  ein  willkürlich 
gewählter,  aber  bestimmter  Punkt  des  betrachteten  Flächenstücks. 
Zieht  man  durch  ihn  eine  beliebige  Kurve  auf  der  Fläche,  so  soll 
deren  Bogenelement  ds,  also  der  unendlichkleine  Abstand  des  Punktes  A 
vom  Punkte  B  ^{u  +  du,  v  -|-  dv),  das  Linienelement  der  Fläche 
heißen.  Es  wird  als  absolute  Größe  betrachtet.  Sind  x  -\-  dx,  y  -f  dy, 
e  +  dz  die  kartesischen  Koordinaten  von  B,  also 

(1)  ds*  =  rfi*  -t-  dy*  -\-  dz*, 
so  ist  hiernach 

(2)  ds  =  ydx*  +  df  +  dz*. 

Nun  gehen  die  Ausdrücke  der  kartesischen  Koordinaten  von  B  aus 
den  Formeln  (I)  durch  Einitthrung  von  u  +  du  und  v  +  dv  statt  k 
and  V  hervor.    Demnach  gelten  ftlr  die  Inkremente  von  x,  y,  z,  wenn 
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für  keine  der  drei  darsteUeiideii  Funktionen  die  beiden  ersten  partiellen. 
Ableitungen  gleichzeitig  Terscbwinden,  die  Ausdrücke 


dx 

.^i„  +  «i. 

(8) 

da 

-'iJ''  +  > 

dl 

-'fj'^>- 

Setzt  man  nun  bleibend 

a'+0'+©'= 

E 

w 

?xdx       dy  dy    ,de  di 

-F 

■a"+fö'+a'= 

0, 

so  wird  nacb 

(1) 

(6) 

ds"-  Edu'  +  2Fdudti  + 

Gde 

Das  Quadrat  des  Linienelemeiits  erscheint  also  als  homogene  Funktion 
zweiter  Dimension  der  beiden  Differentiale  du  und  dv,  mit  Koeffi- 
zienten E,  F,  G,  die  Funktionen  von  u  und  v  sind.  Ein  solcher 
Ausdruck  wird  als  eine  binäre  quadratiache  Differentialform 
bezeichnet 

Die  durch  die  Gleichungen  (4)  erklärten  Größen  E,  F,  G  heißen 
die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  der  Fläche, 

§  10. 
Der  Koordinaten wiubel. 
Die  durch  J.  gehende  Flächenkunre  sei  jetzt  eine  der  Koordinaten- 
linien,  z.  B,  die,  längs  deren  v  konstant  Ist,   v  —  t;,,,  während  u  ver- 
änderlich bleibt.    Wegen  du  —  0  wird  die  Bestimmungsgleiehung  für 
das  Bogenelement  einfach 

ds'  -  Edu\ 

ds=±y'Edu, 

wo  das  Vorzeichen  sich  nach  dem  von  da  richtet.  Das  Prinzip  des 
Fortganges  (S. 4)  möge  nun  ftir  die  »-Linie  durch  die  Annahme  (?m>0 
definiert  sein,  d.  h.  die  positive  Richtung  der  Linie  soll  dem  Wachsen 
des  Parameters  u  entsprechen.  Und  ebenso  soll  die  positive  Richtung 
der  r-Linie,  für  die  ii  =  «„,  rfw  =  0  ist,  vom  Punkte  (i(,  v)  nach  dem- 
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jenigen  Punkte  («,  v  +  dv)  gehen,  für  welchen  dv  positiv  ist.  Setat 
man  nun  in  die  Eoaioas  der  von  A  nach  B  gebenden  Richtung, 

dx       dy       di 
dl'      da'     ds' 

die  aus  (3)  und  (5)  des  vorigen  Par^niphea  herrorgehenden  Aus- 
drücke fin,  macht  zuerat  dv  =  0,  dann  du  =  0  und  nimmt  im  ersten 
FaUe 

ds-YEda 

und  entsprechend  im  zweiten 

ds  =  YGdv, 

80  erhält  man  fGr  die  Richtnngskosinus  der  positiren  u-  und  v-Lioie 
die  Werte 

^^'  YeSh'     ytSW     |/F2« 

und 

^^'  y^So'    y^df'    yo^e 

Der  Kosinus  des  Winkels  &  der  Doaitiven  Koordioatenünien  hat  hier- 
nach den  Ausdruck 

oder,  unter  Benutzung  der  zweiten  Formel  (4)  auf  vorhergehender  Seite: 

(3)  cos#--/-. 

Der  Koordinatenwinkel  ^  kann  und  soll  als  Winkel  zweier  Rich- 
tungen im  Räume  stets  ^  x  vorausgesetzt  werden.    Dann  folgt  aus  (3) 

(4)  Bin#  —  ' -. — 

oder,  wenn  bleibend 

(5)  y£G  -  F'  -  T 
gesetzt  wird, 

und  weiter 

(7)  tg»-f. 

Sind  die  Parameter  ao  gewählt,  daß  die  Gleichung 
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identiacli  bestellt,  so  ist  dies  nach  (3)  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafUr,  daß  die  Eoordinatenlioien  sich  überall  senkrecht 
schneiden.     Dies  trifft  z.  B.  bei  der  Darstellung  des  Ellipsoides 


durch  die  Formeln 

(9) 

»  -\b'-c'nbi-i',- 

.,       c'(e'-i.)(c--t.) 

(«»>«>  6") 

zu,  wie  durch  Ausführung  der  Differentiationen  leicht  geprOft  werden 
kann.  Wie  man  auf  diese  Formeln  geführt  wird,  kann  freilich  erst 
später,  in  der  Theorie  der  Kiümmungsliniea  (§  65),  gezeigt  werden. 
Wir  fOgen  Über  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  noch 
folgende  Voraussetzungen  hinzu.  Die  Größen  E  und  G,  die  im  all- 
gemeinen >  0  sind,  sollen  niemals  =<  0  werden.  Nach  den  im  An- 
fange des  §  8  eingeführten  Yoraussetzougen  kann  E  als  Summe  dreier 
Quadrate  nur  dann  verschwinden,  wenn  .-  =  0,  .^  =  0,  =—  =  0 
ist;  das  gleichzeitige  Bestehen  dieser  Gleichungen,  sowie  der  ent- 
sprechenden  filr  v,  wird  also  ausgeschlossen.  Die  GröBe  T,  deren 
Quadrat  eich  in  der  Form 

also  ebenfalls  als  Summe  von  drei  Quadraten  darstellen  läßt,  soll 
ebensowenig  Nuü  werden  können  wie  E  und  G. 

Bestünde  die  Gleichung  T  =  0  für  alle  Wertepaare  (u,  v)  eines 
gewissen  Bereiches,  so  würde  man  es  nicht  mehr  mit  einer  Fläeh^ 
sondern  mit  einer  Kurve  zu  tun  haben.  Denn  die  Gleicbnng 
ö^  g  —  3  ~  ä  "°^  ^'^  beiden  entsprechenden  besf^n,  daß  zwi- 

schen X,  y,  z  zwei  Relationen  stattfinden,  die  u  and  v  nicht  explizite 
enthalten. 

Wegen  r>0  ist  nun  sin*  von  Null  verschieden,  d  selbst  nie- 
mals —  0  oder  =  jc,  d.  h.  die  Kurven  m  —  const.  und  v  —  const.  be- 
rühren sich  nirgends.  Es  sei  noch  G^{u,  v  -\-  dv)  ein  dem  Punkte 
A  s  («,  p)  benachbarter  Punkt  auf  der  durch  ihn  gehenden  «-Linie. 
Wir  betrachten  die  beiden  dnrch  A  und  C  gehenden  u-Linien.  Auf 
der  ersten  von  ihnen  werde  der  Schnittpunkt  mit  einer  zu  ihr  seuk- 
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rechteD,  dnrcli  C  gehendeo  Ebene  mit  B  bezeichnet.  In  dem  unendlich- 
kleinen,  als  geradlinig  zu  betrachtenden,  bei  B  rechtwinkligen  Drei- 
eck ^^C  (Fig.  3)  ist 

CAB  =  *     oder     =  «  —  #, 
BC—  ^Caind  -  ±  YGsm^dv. 

Der  Abstand  BC  der  beiden  u-Linien  ist,  du  G  und  sin*  nicht  Null 
sind,  von  derselben  Ordnung  wie  dv]  d.  h  die  aufeinanderfolgenden 
Karyen  der  Schar  v  -^  const.  laufen  einander  unendlichnahe,  ohne  sich 
jemals  zu  schneiden  oder  zu  berQhren.    Dasselbe  gilt  von  den  v-Linien. 

Von  zwei  Eurvenscharen,  die  diese  Eigenschaften  haben,  sagt 
man,  dafi  sie  zosaminen  ein  Kurvennetz  auf  der 
Fläche  bilden.  Wie  wir  sehen,  können  die  Flächen- 
punkte mitteis  eines  Netzes  von  Eoordinatenlinien  in 
ähnlicher  Weise  bestimmt  werden  wie  die  Punkte  einer 
Ebene  durch  zwei  Scharen  gerader  Linien,  die  zwei,  im 
allgemeinen  schiefwinkligen  Achsen  parallel  laufen.  "''' "' 

Die  bisher  eingeführten  Voransaetzungen  bezieben  sich  teils  auf 
bestimmte  Eigenschaften  der  darstellenden  Funktionen  x{u,v),  . .  .^ 
F{x,  y,  e),  teUs  bedingen  sie  eine  Beschränkung  der  Veränderlich- 
keit der  Parameter.  Hierzu  sei  noch  bemerkt,  daß  Funkte  oder 
Kurven,  für  welche  die  Ergebnisse  einer  speziellen  Untersuchung 
ihrer  Natur  nach  ungültig  werden  würden,  als  von  dem  Flächenstfiok 
anegescblossen  betrachtet  werden  sollen,  auch  ohne  daß  dies  jedesmal 
besonders  hervorgehoben  wird. 

§  II. 

Die  Tangentialebene  für  die  erste  FUobendarBtelluiig. 
Winkel  Bweler  Tangenten. 

Der  Punkt  JS=(u-|-rfu,  v  +  dv),  der  im  §  10  eine  spezielle 
Lage  hatte,  sei  nunmehr  wieder  ein  beliebiger,  dem  A  benachbarter; 
d.  h.  er  werde  dadurch  erhalten,  daß  von  A  aus  auf  der  Fläche  in 
beliebiger  Richtung  um  ein  unendlichkleines  Stack  ds  fortgegangen 
wird.    Diese  Richtung  wird  durch  drei  Kosinus  gekennzeichnet,  deren 

erster  ist 

ax,      ,   ex j 

Ein  solcher  Aosdruek  hat,  wie  im  §  2  fQr  eine  beliebige  Kurve  und 
im  vorigen  Paragraphen  speziell  für  die  Koordinatenlinien   erörtert. 


jdnyGoOt^lc 
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zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte,  die  hier  von  den  Vorzeichen  von 
du  und  dv  abhängen.  Von  vornherein  ist  zu  beachten,  daß  diese 
Differentiale  nur  in  ihrem  Verhältnis 


Torkommen.  Die  Gleichungen  der  unbegrenzten  Geraden  AB,  die  als 
eine  Tangente  der  Fläche  im  Punkte  A  aufgefaßt  werden  kann,  heißen 
/a-.  j  — a:«  — yj  — * 

'•*■'  <fx  dii  dl    ' 

ds  ds  da 

Für  sie  ist  das  Vorzeichen  der  Kichtungskosinus  naturgemäß  ohne 
Bedeutung.  Zu  jedem  Werte  von  X  gehört  eine  bestimmte  Tangente 
der  Fläche  im  Punkte  A,  und  den  geometrischen  Ort  aller  Tangenten 
findet  man  durch  Elimination  Ton  3.  aus  (2).  Bezeichnet  man'  der 
Symmetrie  wegen  den  gemeinsamen  Wert  der  drei  in  diesen  Glei- 
chungen einander  gleich  gesetzten  Quotienten  mit  (i,  so  kann  man 
die-  Gleichungen  selbst  in  der  Form 


i^X  +  ft 


'dy  dv  _ 


schreiben  und  dann  die  beiden  Größen  ft  -,-  und  fn  -,-  linear  eliminieren. 
So  ergibt  sich 


(3) 


du 


eine  in  £,  l),  j  lineare  Gleichung,  die  demnach  eine  Ebene  darstellt. 
Sie  heißt  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  dem  betrachteten 
Paukte. 

Wird  die  linke  Seite  von  {31  nach  den  laufenden  Koordinaten 
geordnet,  so  erscheinen  als  deren  Koeffizienten  die  Funktionaldeter- 
minsnten  je  zweier  der  kartesischen  Koordinaten  der  Fläche  inbezug 
auf  die  beiden  krummliDigen  Koordinaten.  Für  irgend  zwei  Funk- 
tionen  ip{u,  v)  und  ^(u,  v)  werde  die  Funktionaldeterminante  mit 

f  (9.  ^) 
diu,v) 
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bezeiclmet,  Bodaß 

I  ^^    ^^  i  ^  ^J!  ^  _  ^*  ^?      ^.(^'^Pj 

a*   8^  !  —  äw  3p     0»  ac  ~  sWv) 

\  du     3v  : 
ist.     Daim  lautet  die  Gleichung  der  Tangentialebene 

(^)    IS::!  (£-)+i^  (»-»)+ '£$(»-)-<>■ 

Wir  kommen  auf  dteae  Ebene  im  §  14  zurück.     Zunäebet  aber  soll 
der  Winkel  zweier  Fläcbentangenten  bereclmet  werden. 
£b  Bei 

C  =  (M  +  d«,  V  +  3v)  s  (x  +  Sx,  y  +  dy,  s  +  de) 
ebenso  wie  B  ein  beliebiger,   dem  A  benachbarter  Pnnkt,  jedoch  so 
gewählt^  d&B  die  Fortgangsrichtung  AC  nicht  mit  AB  zuaammenfäUt. 
Das  Linienelement  AC  werde  mit  Ss  bezeichnet.     Für  den  Kosinus 
des  Winkels  w,  den  AB  and  AC  mit  einander  bilden,  gilt  die  Formel 

-j,,  dxdx-^dydy  +  dx  di 

W  cosjp-  rfsjä   "  ' 

woraus 

dsMs»  sin»  w  -  {Zdx*)  {S8x*)  ~  (Edxäx)*, 
d.h. 

^  ■'  ds'St*       \dy  Se\ 

folgt.      Fuhrt   man   in    (6)    die  Auadracke   ftlr  Ax,  dy,  dz   (§9(3)) 

ein,  80  erhält  man 

,gs  *         „  „  _  '  gdw  Jw  +  F{dvSv  +  dvSti)  +  Gdc*t. 

VJ5rfM*"+~2"Ftiwäe-f  ßäö'   )/.E*ii^+2W«>"p+"(^*p*' 
Ausdrücke  wie  der  hier  auftretende 

{Edu  +  Fdv)  Su  +  {Fdv,  +  Gdv)  Äi-, 
die  in  zwei  Paaren  ron  Differentialen  linear  sind,  heißen  bilineare 


Differentialfarmen. 

Man  hat  femer 

,dy    dK\ 

sasiGoOi^lc 


IL  ÄbBohnitt.    §  11. 


I  dg  il  f 


also 

(9)      sin*«"  — 


T'(AuSv  —  dv3uy_    _ 

(£dM'  +  2Fdvdv  +  (Jde")  (Söu*  +  2  J'*««»  +  GÄu») ' 


(10) 


Um  diese  Gleichung  direkt  aus  (8)  herzuleiten,  hätte  man  für 

dw  —  iji,        Sv  =-  ij, 
folgende  Reduktion  anzustellen: 

jB|,>+  2  i?|,|,  +  Gt,;    -El,?,  +  ^(£,1,  +  1,-1,)  +  «1,% 
■  £6,11,+  f (1,1,+  l,tl,)  +  GS,'?,,    £>1,'+  2J?,,,,+  SV 

_ ;  (£|,+r6,)i,  +  (ii'{,+GS,)6„  (£4,+F{,),,.+(_F|,+  ei,),,: 

j  (£,,+J'i,)6,+(Fi,+  G,l,)£„  (£>l,+-rij,)il,+(i'>;,  +  G,,),j, 
_:i;£,  +  F|„F6,+  G|,        1,   1.1 
£,,  +  Fv„  F,,  +  G,,       V,  1,\ 

~  1  -F  G  I  I  ,,  ,,  :  ■ 

Es  handelt  sich  noch  um  die  Bestimmung  des  Vorzeichens 
f  =  ±  1  in  der  aus  (9)  folgenden  Formel 

ainw  =  — ^^ — j-3 -• 

Dag  Zeichen  richtet  sich  nach  der  Definition  von  w.  Nun  ist  aus 
der  analytischen  Geometrie  bekannt,  daß  es  nicht  immer  zweckmäßig 
ist,  den  Winkel  zweier  Richtungen  aU  zwi- 
schen 0  und  z  gelegen  anzunehmen,  also 
so,  wie  es  fllr  den  Koordinaten winkel  9  ge- 
schehen ist  (§  10).  Vielmehr  werden  bei  Be- 
trachtung mehrerer  Richtungen  in  einer  nnd 
derselben  Ebene  die  Formeln  und  Sätze  meist 
dadurch  übersichtlicher,  daß  man  die  Wiukel- 
gröBeo  durch  Drehung  entstanden  denkt, 
~^'  "  also  für  sie  das  Intervall  (0  . . .  2w)  zuUkßt 

Es  seien  B'  und  C  zwei  dem  Punkte  A  benachbarte  auf  der  posi- 
tiven w-  und  «-Linie  (Fig.  4).  Dann  soll  die  Drehung,  durch  welche  AB* 
auf  dem   kürzesten  Wege  in  AC   übergeführt  wird,   also  die   durch 
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den  Koordinatenwinkel  #  (<Jt)  hindurch,  als  Drehang  ia  posi- 
tivem Sinne  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  ferner  nm  .^1  eine 
beliebig  kleine  gescblcMEene  Kurve  beschrieben,  die  darch  die  u-Linie 
in  zwei  Teile  zerl^  wird,  so  wollen  wir  sagen,  daß  der  Teil  des 
von  der  Kurve  begrenzten  Flächenstücks,  durch  den  die  positive 
t)-Liuie  geht,  auf  der  positiven  Seite  der  u-Linie  liegt.  Ist  dann  a 
der  Winkel  von  ÄO  mit  AB',  entstanden  durch  Drehung  von  AB' 
in  positivem  Sinne  bis  zum  Zusammenfallen  mit  AC,  so  hat  man 
weil  für  den  Punkt  B'   dv  -  0,  d«  >  0,  also  ÄB'  =  YEdu  ist, 

Sina  =    -;^— ,      -  -     --  --—  -■-  ~—  =-  .- 

y^|/i'*K'+  iFäußv  4-  GJti* 

Hier  gilt  auch  in  dem  Ausdruck  des  Sinus  Überall  das  positive  Zeichen 
der  Quadratwurzeln.  Denn  liegt  C  anf  der  positiven  Seite  der  u-Linie, 
ist  also  Sv  >  0,  so  ist  a<.x,  und  die  Formel  liefert  einen  positiven 
Wert  des  Sinus,  wie  es  sein  muß;  d^egea  wird  der  Ausdruck  negativ 
für  dv  <  0,  der  Tatsache  entsprechend,  daß  dann  a  den  Wert  «  über- 
steigt In  gleicher  Weise  erhält  man  für  den  Winkel  BAB'—a, 
der  ebenfalls  durch  positive  Drehung  von  AB'  aus  erzengt  sein  möge, 
die  Gleichungen 

Edu  +  Fdv 


(11) 

VEG^F*dv 

YEyEdu'+  iFdvdv-\-  Gdv^ 

Es  sei  nnn  a  <  cc,  so  ist  der  dnrch  positive  Drehung  von  ds  bis 
zum  Zusammenfallen  mit  ds  entstandene  Winkel  w  gleich  a  —  a. 
Ist  dagegen  a>  a,  so  ergibt  sich  der  in  derselben  Weise  gezählte 
Winkel  gleich  2;t  —  (o  —  a).    Mithin  ist  in  beiden  Fällen 

coswj  =  co3(«  —  o),         sinw  =  sin(a  —  a), 

und  es  folgt  für  cosw  der  Ausdruck  (8),  femer 

,,„,      . YEG—F'*  (du  dv  —  dv  du) 

^  "V-Eiä'-I-  iFltV^dv+'Gdv'YESu'+~TFeuäv-\^GSi:*' 

endlich  durch  Division 
(13)  tgw  - 


yBG-F'Ißuav  —  doiu) 
EduSu  +  F{dadv  +  dvSv)  +  Gdvöv 
&* 

i:q,t7edHvG00t^lc 
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Faßt  man  die  unendlichkleinen  Strecken  AC^öa  und  AB=ds 
als  Bogenelemente  zweier  durch  A  gehenden  Kurven 
(14)  y(«,t.)-C,         *(u,f)=C' 

auf,  so  gelten  die  Gleichungen 

(16)         |r_j„  +  |j.j„_o,    -iJ-rfu  +  lJd.-o, 

aus  denen  die  Verl^ltnisse  -r—  and  -j-  zu  entnehmen  und  in  (8, 12, 13) 
einzusetzen  sind,  um  auch  hierbei  wieder  zu  eindeutigen  Ausdrücken 
zu  kommen,  muß  man  auf  jeder  der  beiden  Kurven  eine  beetimmte, 
im  allgemeinen  willkürlich  anzunehmende  Richtung  bevorzugen  und 
die  dann  auftretenden  Vorzeichen  der  Differentiale  du,  . . .  beachten. 
Im  Hinblick  auf  die  Theorie  der  Kurvennetze  ist  es  außerdem  zweck- 
mäßig, die  beiden  Kurven  nicht  für  sich  allein,  sondera  als  Glieder 
zweier  Scharen  zu  denken,  also  unter  den  Größen  C  und  C  in  (14) 
Parametw  xa  rerstehen,  deren  jeder  fähig  ist,  eine  Reihe  verschiedener 
Werte  anzunehmen.  Geschieht  dies,  so  ist  es  natürlich,  die  positiTett 
Richtungen  der  beiden  Linien  (14)  den  positiven  Richtui^^eQ  der 
Koordinatenlinien  entsprechend  zu  wählen.  Der  Übergang  von  A 
nach  B  auf  der  Kurve  ^  (w,  v)  =  C  eatspreche  demnach  einem  Wachsen 
der  Funktion  if(u,v)]  und  ebenso  der  von  A  nach  C  \&a^s  der 
anderen  Kurve  einer  Zunahme  von  ^(u,  v).  Das  heißt:  Die  beiden 
Gleichungen  (15)  sollen  mit  den  Ungleichheitsbedinguugen 


(16) 


(17) 


dip  m  ll-  du  +  ll  dv  >  0 
ten.     Ersetzt  man  (15)   durch   die    beiden    Gleichungs- 


WO   fi  und  V   Proportionalitätsfaktoreti    sind,    so   liefern   die   Unglei- 
chungen (16): 

d.  h.   [1  und  V   haben    dasselbe  Vorzeichen    wie    die   Punktionaldeter- 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Winkel  zweier  Fl&oheukuiven.  37 

Wird  dieses  Vorzeichen  mit  £  bezeichnet,  bo  iat  demnach 
efi>0,         £V>0, 

Femer  hat  man 

Edudu  +  F(duäv  +  dvSu)  +  GdvSv  = 

L      Cup«  \oti  (Jit       ouöo/  öv  ovj 

^      9(m,  ü) 

Beim  Einsetzen  dieser  Ausdrücke  fällt  in  (8)  und  (12)  außer  ftv  auch 
£  weg,  weil  nur  £*  =  +  1  auftritt,  und  es  wird 

tloj  CC"'" 


V«1)'-2^|S?+^(I?)'  V0&-^Flly^+S^ 


fl9)  .in»- 


lg». 


T 


)/o  (S)'-  2^1111 +^a"  y  e  (if -^ü  i* +^gr)' 


-Ti-' 


'^fp  2v       ^^  ^'P\ 


du8o/ 


§12. 

TnuiBfoTmation   der  krummlinigen  Koordinaten.     Differentialpara- 

meter  erster  Ordnung,  ZirlaoIienparaDieter. 

Da  man  sich  jede  Flache  auf  unendlichviele  Weisen  mit  einem 
Netz  Ton  Eoordinatenlinien  überzogen  denken  kann,  so  ist  es  wichtig 
zu  wissen,  durch  wae  fiir  Formeln  der  Übergang  tod  einem  solchen  ' 
Kfltz  zu  einem  anderen  vermittelt  wird.  Es  handelt  sich  bei  dieser 
Fr^e  nm  eine  VeraUgemeinerung  der  gewöhnlichen  Eoordinatentrans- 
formation  in  der  Ebene. 

Die  kartesischen  Koordinaten  seien  einmal  durch  die  Parameter 
w,  V,  dann  durch  ein  zweites  Paar  krummliniger  Koordinaten  «',  o' 
dargestellt: 
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(1).  X  —  X{U,V),  y  =  y(l*,v),  2-?(M,t) 

and 

(2)  x-x{u',v),       y  =  ?(»>"),       «-!(«>'). 

Zwischen  den  beiden  Systemen  von  Variablen  müssen  Beziehungen 
der  Art  bestehen,  daB  fflr  jeden  Punkt  der  Fläche  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  (1)  nnd  (2)  paarweise  übereinstimmen.  Die  drei 
entstehenden  ReUtionen  sind  zwei  unabhängigen 

(3)  w    -      .     / 

^  ^  ^(u,  V,  u,  v')-0 

äquivalent,  weil  x{u,v),  y{u,v),  e{u,v)  einerseits  and  x{u',v'), 
y{u,v'),  z(u',v')  andererseits  durch  eine  und  dieselbe  Gleichung 
F{x,  y,  e)  =  0  oder  e  —  f(x,  j/)  verbunden  sind. 

Solche  Gleichungen  (3)  bestehen  z.  B.  für  ein  dreiachsiges  Ellip- 
aoid  zwischen  den  beiden  Größen  u,  f,  die  in  der  Darstellung 

,_«'(a'_-«)(a'-tO 
^   -    K -&')(<,'-<')    '■■■ 

(§  10(9))  vorkommen,  und  den  Größen  m',  r'  in  den  Formeln 

X  =  a  cos  m'  cos  v,  . . . 
('gl.  §8(1)). 

Ist  bloß  das  Gleichungssystem  (1)  gegeben,  so  kann  man  zu 
irgend  einer  zweiten  Darstellung  der  Fläche  dadurch  übergehen,  daß 
man  die  funktionalen  Beziehungen  (3)  willkürlich  annimmt  Nur 
müssen  sie  vor  allem  so  beschaffen  sein,  daß  sich  u  and  v'  aus  ihnen 
als  eindeutige  und  eiiideatig-umkehrbare  Funktionen  von  u  und  v  er- 
geben.    Das  heißt:  Weun  man 

(4) 

setzt^  wo  die  Funktionen  y  und  ifr  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
der  Größen  w,  v  den  Bedingungen  der  Eindeutigkeit,  Endlichkeit  und 
Stetigkeit  genügen,  so  soll  sich  diesem  Bereich  ein  anderer  für  die 
•  Größen  «',  u'  so  zuordnen  lassen,  daß  auch  umgekehrt  die  aus  (4) 
oder  (3)  folgenden  Ausdrücke 

(5)  f>^   '    ' 

1'  =  ^,  (m-,  V) 

innerhalb  des  zweiten  Bereiches  dieselben  Bedingungen  erfüllen.  Die 
partiellen  Ableitungen    erster   Ordnung   der  Funktionen   %  ^,  ^i,  ^, 
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seien   ebenfalls    eindentig,    endlich   und   stetig,    und  es    sollen   end- 
licli  fQr  keine  Stelle  die  beiden  partiellen  Ableitungen  einer  und  der- 
selben Funktion   gleichzeitig  Terschwinden  oder  auch  nur  die  Funk- 
tionitldeterminsnte  von  u'  und  v'  nach  u  und  v  gleich  Null  sein. 
Da  rennSge  (4)  die  Gleichungen 

a:(«,c)  — «(«>'),     y{u,v)  =  y{u,v'),     «  (m,  u)  -  ä  (h,  «') 

in  Identitäten  tibergehen,  so  hat  man 

(6)  "-'''-' 

dx       dx  dv 

dv  "du'  dö 
und  entsprechend 


-  + 


Ix  8« 


ix  et, 


P) 


Aus  (6)  folgt,  wenn  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  für 
Parameter  m',  v'  mit  E',  F',  G'  bezeichnet  werden,  nach  §  9(4): 


£- E- (?'*-)* +2J^^/-.' 


(8) 


./du'dv'       dv'  3«'\ 


G  _  £•  (»»:)■+ 2F'»»'  li  +  e'{&:)', 


und  aus  (7)   ergibt  sieb   eine  zweite   Form   der  Transformationsglei- 
chungen: 


(9) 


ö'-^(lS"+ 2^1?  !?+«©*■ 


Diese  Formeln  geben  aus  (8)  durch  VertauBchung  von  h,  v,  E,  F,  G 
mit  «',  v',  E',  F',  G'  herror. 

Ana  der  ersten  von  ihnen  kann  man,  nnablüngig  Ton  der 
Definition  der  Gröfie  E'  mittels  der  Ableitungen  der  kartesiscben 
Koordinaten,  leicht  erkennen,  daß  E'  positiv  ist.   Denn  die  quadratische 
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Form  der  QrÖBen  „— ,  ^-> ,    durolL   welche    diese   Fund&mentalgrSBe 
dargestellt  wird,  läßt  sich  in  der  Gestalt 

schreiben  und  ist  definlt,  weil  E  und  EG  —  F'  positiv  sind.    Ebenso 
iet  C  >  0.     Ferner  wird 

(10)  E'G'-F''~\  I 

!  F  (?  ! 

Dies    folgt  ohne  neue  Rechnung  sofort  aus   der  Identität  §  11(10), 
wenn  darin 


l.-ä«"     ^  =  3«"     *!'  = 


dv- 


gesetzt  wird.  Ca  hiernach  auch  E'G'  —  F"*  positiv  ist,  so  erfüllen 
E',  F\  G'  auf  Grund  der  Transformationsgleichungen  (9)  dieselben 
Bedingungen,  die  im  §  10  für  E,  F,  G  festgesetzt  worden  sind. 

Zwischen  den  vier  partiellen  Ableitungen,  die  in  (9)  vorkommen, 
und  ihren  inversen  3"  >  ^  >  'ä~ '  'ä~  hwtehen  vier  Relationen,  die 
aus  der  DifFerentialrechnang  bekannt  sind,  übrigens  im  Rahmen  der 
vorliegenden  Untersuchung  leicht  aus  dem  simultanen  System  (6,  7) 
abgelesen  werden  könnten.  Diese  sogenannten  Umkehrungsformeln 
lauten,  wenn 

gesetzt  wird: 

du  ^  1  cf  ^Jf  =.  _  1  ^" 

du        Ä''3v'  cv  A'  dv 

du-^       A-  du>  dv-^'A-S» 

Mit  ihrer  Hilfe  kann  man  den  Transformationsgleichungen  noch  eine 
andere  Gestalt  geben.     Man  erhält  nämlich  zunächst 

und  da 

fiq\  S(U,V)  1 

also  nach  (10) 

(14)  E'G'  -  F'^  =  }.,{EG  -  F^ 
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E-e--F'' 

■ 

EG-F' 

-F' 

/»••au- 

,   8»-  8.-\   .    _  8. 
+  8,8^)  +  ''8i 

■du- 
^87 

E-G'  —  F'" 

EG 

-r- 

G- 

.^m-^ 

dv  8w 

^«a* 
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wird: 

E'  ^(W  -'^8¥87  +  " fc) 


(18) 


Oliiie  Benutzung  der  Umkehruagsfonnela  würden  diese  Ausdrücke  ans 
(8)  durch  AuflöBnng  gefolgt  sein. 

Die  Gleichongen  (15)  liefern  nun  die  neuen  FnndamentalgrÖ&en, 
allerdings  mit  dem  Nenner  E'G'  ~  F'*,  dEurgestellt  durch  die  alten, 
sowie  durch  die  Ableitungen  der  neuen  Parameter  nach  den  alten. 
Diese  Form  der  Transformationsgleichnngen  ist  deshalb  am  brauch- 
barsten, weil  in  den  Anwendungen  gewöhnlich  die  neuen  krummlinigen 
Koordinaten  ab  Funktionen   der   alten  erscheinen,    nicht  umgekehrt. 

Die  GleicbuDgen  (8)  oder  (9)  hätten  noch  auf  einem  anderen 
Wege  abgeleitet  werden  können  als  durch  Berechnung  der  Fundamental- 
größen mittels  der  EinzelausdrOcke,  die  zu  ihrer  Definition  dienen. 
Denn  JE,  F,  G  erBcheJDen,  wie  schon  am  Schlüsse  des  §  9  erwähnt, 
als  Koeffizienten  einer  binären  quadratischen  Differentialform,  und 
diese  hat,  als  Quadrat  des  Linienelements  zwischen  zwei  bestimmten 
Flächen  punkten,  eine  von  der  Wahl  der  krummlinigen  Koordinaten 
unabhängige  Bedeutung.  Drückt  man  demnach  d^  auch  iu  den  neuen 
Parametern  ans,  so  erhält  man  die  Beziehung 

(16)    Edtt'  +  2Fdudv  +  Gdv*  =  E'du'^  +  HF'du'dv'  +  G'dv'*, 

in  die  man  nur 

d^^P^^du+lldv 

einzufahren  hat,  um  dann  durch  Koeffizientenvergleichung  die  Rela- 
tionen zwischen  M,  F,  G;  E',  F',  G'  wieder  zu  erhalten. 

Verbindungen  zwischen  Fundamentalgrößen  der  Fläche  und  par- 
tiellen Ableitungen  von  Funktionen  der  Parameter,  wie  sie  auf  den 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  (lö)  stehen,  kommen  in  der  lllächen- 
theorie  so  häufig  vor,  daß  es  zweckmäßig  ist,  die  Gesamtheit  der 
Operationen,    die    zur  Bildung    der  eiozelnen  Ausdrücke    gebraucht 
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werden,  jedesmal  durch  eia  einziges  Zeichen  zn  charakteriBieren.  Für 
irgend  zwei  Funktionen  q>{u,v)  und  i>{u,v)  werde 

und,  für  1^  —  91  hieraus  hervorgehend, 

(19,  .  W___.^;_ä' \?.'.l  _^v 

gesetzt.  A(ip,ii)  heißt  der  ZwiBohenparameter  der  beiden  Fnnk- 
tioDen,  A*9  der  Differentialparameter  der  Funktion  <p,  und  zwar, 
weil  nur  erste  Ableitungen  Torkommen,  Differentialpvrameter 
erster  Ordnung.  Unter  Anwendung  dieser  Bezeichnungen  erhalten 
die  Gleichungen  (15)  die  Form: 


(20) 


§  13. 
Weitere  Formeln  ffir  die  Winkel  in  der  Tangentialebene. 
Wenn  man  von  der  im  §  11  ausgeführten  Bestimmung  des 
Winkels  zweier  Kurven  auf  der  Fläche  absieht,  so  kann  man  diese 
Bestimmung  auch  an  die  Theorie  der  Eoordinatentransformation 
knüpfen.  Zu  dem  Ende  betrachte  man  die  beideu  Linien  <p(u,  v)  —  C, 
^(u,  v)  =  C  als  einem  Netz  von  Kurven  angehörig  und  wähle  diese 
zu  Koordinatenlinien.     Und  zwar  werde 

<p(u,  V)  =  «',         ^(!(,  «)  =  «" 

angenommen.     Fflr  die   trigonometrischen  Funktionen  des  neuen  Ko- 
ordinatenwinkels  fr'  gelten  nach  §  10  (3,  6)  die  Formeln 

F' 

C0B#    —  -7    ^- 

T' 
sm*  =    ,     -  , 

yE'G' 

in    denen   T'   die   positive   Quadratwurzel   aus    E'G' —  F'*   bedeutet. 
Nun  ist  (S.  40  (14)) 
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(1)  r-i.T. 

Zuaammea  mit  den   obigen  Tiansformationsgleicliungen 
diese  Formeln  die  AuadrQcke 


(2) 
(3) 


sin  &'  • 


Vi'« 

.)/i'.' 

rVA'] 

e'A' 

Flg.  G. 


vc^itt. 


Der  erste  wird  mit  g  11  (18)  identiscli,  wenn  man  #'  gleich  w  oder 
2»  —  w  setzt,  der  zweite  aber  kann  sich  TOn  dem  entsprechenden 
(§  11(19))  durch  ein  Vorzeichen  unterscheiden.  Dies  rührt  daher, 
daS  #'  als  zwischen  0  und  st  gelegen  definiert  worden  ist,  während 
für  IC  das  Intervall  (0  , . .  2ä)  zugelassen 
war.  Ist  nun  w  <  k,  also  A'  >  0,  t' =  +  1, 
so  bedeutet  das,  die  positiren  Richtungen 
der  beiden  Linien  u  =  const.  und  u'  =  coDst. 
liegen  auf  derselben  Seite  der  u-Linie, 
wenn  man  sich  die  u'- Linie  (t>'— const.) 
auch  der  poeitiven  Richtung  nach  mit  dieser 
zusammenfallend  denkt  (Fig.  5);  d^egen 
verlaufen  jene  Richtungen  unter  derselben 
Annahme  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
«'Linie,  wenn  to  >  ;r,  A'<  0,  s'=—  —  1  ist 
(Fig.  6).  Oder:  Die  Tangenten  der  alten 
nnd  der  neuen  Eoordinatenlinien,  deren 
positive  Richtungen  durch  die  Festsetzungen 
in  den  Paragraphen  10  und  11   bestimmt 

sind,  bilden  in  der  Tangentialebene  der  Fläche  zwei  äquivalente  oder 
nicht- äquivalente  Achseupaare,  je  nachdem  die  Fnnktionaldeterminante 
A'  ^  ö —  -  —  jc-j  -.—  positiv  oder  negativ  ist.  Man  kann,  von  be- 
sonderen Fällen  abgesehen,  über  das  Vorzeichen  dieser  Determinante 
verfügen,  indem  man  nötigenfalls  das  Vorzeichen  eines  Parameters 
umkehrt,  wodurch  die  zu  diesem  ParamBter  gehörige  Kurvenschar  als 
solche  nicht  grändert  wird.  Für  allgemeine  SächentheoretiBche  Unter- 
suchungen ist  die  Festlegung  des  Zeichens  zweckmäßig,  nnd  zwar  soll 
(4)  A'  >  0 

angenommen  werden.     Die  Gleichung  (1)  heißt  dann 
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(0) 

Setzt  man  noch 

A' 
T 

T\Su  dv  ~ 

-■B(»',»'), 
-11^). Di,,,). 

80 
§1 

nehmen 
(18,19) 

die  Gleichungen 
die  Form  an 

(2,3)    oder    di»    etwas 

BllgemeiDeren 

m 

COSM> 

(8) 

.in» 

Die  durch  (6)  erklärte  Funktion  von  u  nnd  v  iet  mit  den  am  Schlüsse 
des  vorigen  Pan^raphen  eingefDhrten  durch  die  Identität 

(9)  A>  .  A't  -  A(9),  ty  —  D{<p,  *)* 
verbanden. 

Äua  (7)  folgt  als  notwendige  nnd  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  die  Kurven  <p  =  C,  ^  =  C  aufeinander  senkrecht  stehen: 

(10)  L{ip,  i,)  =  0, 

d.  h.,  jetzt  wieder  unter  Weglassung  des  Nenners  3'^ 


^^^>  ^  du  cn  -  *  Vsu  av  +  9«  S«)  +  ^J^  gv  =  ^■ 

Die  beiden  Bestimmung^rößen 

zweier  Flächentangenten  brauchen  nicht  immer  einzeln  als  explizite 
Funktionen  von  u  und  v  gegeben  zu  sein.  Es  kommt  vielmehr  häufig 
vor,  daß  sie  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung 

(13)  ;„  +  2;„i  +  i„i»-o 

definiert  eind;  oder,  wenn  gleich  wieder  auf  die  Theorie  der  Karven- 
netze ausgegangen  wird:  daß  die  Bestimmungsgleichungen  <p  (u,  v)  ^  G, 
i>  (u,  v)  —  C  der  beiden  Scharen  des  Netzes  als  Integrale  einer  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  und  zweiten  Grades 

(14)  ^^^  du?  +  2Z„  du  dv  +  Z„  dv*  =  0 

erscheinen.  („,  Z„,  Z,,  sind  gegebene  reelle  Funktionen  von  u  und  v. 
Spezielle  solche  Netze,  deren  Bedeutung  aber  weit  über  die  von  bloßen 
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Beispielen  hinausreicht,  werden  später,  im  YII,  Abschnitt,  behandelt 
werden. 

Die  linke  Seite  der  Oleichimg  (14)  ist  eine  binäre  quadratische 
DiEFerentialform, 

(15)  ■  ljiClu'+2ltjdudv  +  ladv*  =  A. 
Ihre  Determinante 

(16)  i„'.,-i,',  =  i 

darf  nicht  Nnll  sein,  weil  sonst  die  beiden  durch  (13)  bestimmten 
Tangenten  zuBammenfialleQ  wQrden.  Die  Yoraussetziu^^  aber  Realität 
erfordern  aber  femer,  der  Determinante  ein  bestimmtes  Yorzeicheo, 
das  negative,  beizulegen. 

Setzt    man  nun    die  beiden  Ausdrücke  (12)   in  §  11  (8)  ein,   so 
ergibt  sich 

E-\-  Fil.  +  lJi  +  01,1, 
YiK  +  2F1,  +  Gl?)  (£  +  2FXy  +  GX}) 

nad  nach  Durchfahmug  der  Rechnung,  wobei  die  Relationen 

Aj+i,  = j-,         A|Aj=    j    - 

zu  benutzen  sind: 

Gl,i  —  iFl„  +  El,, 


(17)    cos«;  — a 


VCei,,  —  iFI„  +  El,,)'  -  HE'G  —  F^  (/„  l„  —  /,■,) 


(18)    Biaw  —  *  ■ ''      '■"•■-■ :^'-^-.  -  -  ^^^   -  . 

V{Öln  —  ^Fki  +  ^W—  ^C-^ß  — ■F'X'ti'it  — 'i'i) 

Über  die  Yorzeichen  e,  e'  läßt  sich  hier  nur  sagen,  daß  ihre  Wahl 
im  gegebenen  Falle  von  ZweckmäBigkeitsgriinden  abhängt.  Man 
könnte  z.  B.  den  Winkel  tc  dadurch  genauer  definieren,  daß  man  die 
Zeichen  einfach  wegläßt. 

Wie  leicht  zu  sehen,  bleiben  die  gefundenen  Ausdrücke  gültig, 
wenn  l,i  oder  Jjj  verschwindet.  Sind  diese  Größen  beide  NuU,  also 
Ijj  von  NuU  verschieden,  so  sind  v  =  C,  u  =-  C  die  beiden  Integrale 
der  Differentialgleichung  2Zjj(fw(2v  —  0,  die  betrachteten  Flächentan- 
genten also  die  der  Koordinatenlinien.  Die  Formeln  gehen,  abgesehen 
vom  Yorzeichen,  in  die  speziellen  des  §  10  über. 

Um  die  Ausdrücke  (17,18)  den  Formeln  (7,8)  möglichst  anzu- 
passen, dividieren  wir  noch  im  Zähler  und  Nenner  durch  T*.  Die 
sechs  Größen  E,  F,  G;  l^,  I,„  l„  kommen  dann  nur  in  zwei  Yer- 
binduDgan  vor.  Es  sei,  der  Gleichförmigkeit  mit  dem  Ansätze  (15)  wegen, 
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(19)  Edu*+  2Fdudv  +  Gdv'  ^ 
Dnd  es  werde  außerdem 

(20)  ^'-^z 

(21)  i'-J'^i--S:(A,A) 
gesetzt.    Die  Gleichungen  (17,  18)  heißen 
(22) 


S(A,A)_ 
l/if(A,A)'—  i-ffCA,  A) 

2  1/^^JC(Ä7A) 


(23)  sin  «;  =  - 

]/H(A.A)'  —  4ä:(A,  A) 

Für  die  Orthogoualität  der  heiden  durch  A  —  0  definierten  Tan- 
genten ergibt  sich  aus  (22)  die  Bedingung 

(24)  H{A,A)  =  0, 
das  heißt 

(25)  GZ„-2F/„+_E(,j=0. 

§  14. 

Die  Tangentialebene  für  die  11.  und  III.  Fläohendaretelluag. 

Singulare  Funkte. 

Im  §  11  ist  die  Tangentialebene  einer  Fläche  definiert  und  ihre 

Gleichung  für  die  Flächendarstellung  (1)  (§  8)  gegeben  worden.     Geht 

man  zu  der  Darstellung 

(iir)  »-.(x.j,) 

über,  indem  man  u  =  x,  v  =  y  annimmt,  also 

setzt,  so  erhält  man  unter  Annahme  der  Bezeichnungen 

(1)  4^-P,     ■'.'-- q 

^  '  23;       ^'       öy       ' 

für  die  Koeffizienten  der  Gleichung  §  11  (ö)  die  Werte 

"*''>__„  **!-')    _  _  „  ■>('.  «I   -  1 

8(1.,  .■)  -'''        II.»,»)  »'        8(»,»)        '■ 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  selbst  wird 

(2)  i-» -!>(£-*) +  ?(9-!()- 
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Man  kann  aber  die  Darstellung  (III)  auch  zu 
(U)    F{x,y,e)^0 
in  Beziehung  bringen,  indem  man  (III)  als  Auflösung  Ton  (II)  be> 
trachtet.     Dann  ist,  für    ,----  ^  0, 


(3) 

und  (2)  wird  durch 


ersetzt. 

YermSge  der  Darstellung  §  2  (6)  erscheint  hiemach  die  Tangente 
einer  Raumkurve,  die  als  Schnitt  zweier  Flächen  gegeben  ist,  als 
Durchschnittslinie  der  beiden  Tangentialebenen  dieser  Flächen. 

Für  das  dreiachsige  Ellipsoid   (§8(2))   wird    die   Qleichung   (4) 

Die  Form  (4)  ergibt  sich  auf  direktem  Wege  durch  Elimination 
der  DifFerentialverhältnisse  dxidy:  dz  aus  den  beiden  Gleichungen 
einer  Flächentangente  (§  11(2)) 

^  '  dx  riy  dz 

und  der  für  die  Differentiale  geltenden  Bedingang 

(6)  If^'^  +  f  "!'+"' ■'"-O- 

Man  kann  dann  umgekehrt,  wenn  man  nicht  auf  den  inneren  Zu- 
sammenhang TOn  (II)  und  (III),  sondern  nur  auf  einen  formalen 
Übergang  von  der  einen  Darstellung  zu  der  anderen  Gewicht  legt, 
(2)  aus  (4)  durch  die  Annahme 

herleiten. 

Die  Gleichung  (4)  bleibt  auch  dann  bestehen,  wenn  für  den  be- 
trachteten Punkt  eine  oder  zwei  der  drei  ersten  partiellen  Ableitimgen 
von  F(x,  y,  e)  verschwinden.     Nur  wenn  die  drei  Gleichungen 

-|?_0,       '/-O,       {"--0 


D.qil.zMByG001^IC 


48  n.  Äbichnitt.    g  14—16. 

gleichzeitig  stattfinden,  hört  sie  auf  zu  gelten.  Da  aber  dann,  die 
Gleichung  (II)  eingerechnet,  rier  Relationen  zwischen  den  drei  karte- 
sischen  Koordinaten  vorli^en,  so  können  solche  Punkte  nar  unter 
besonderen  Yoraossetzungen  über  die  Funktion  F{^x,  y,  e)  existieren. 
Sie  werden  als  singulare  Punkte  bezeichnet  und  sind  hier  Ton  der 
Betrachtung  ausgcBchlosaen,  Nur  sei  bemerkt,  daß  man,  um  jetzt 
den  Ort  der  Tangenten  zu  ermitteln,  die  Differentiale  aus  (5)  uud  der 
an  die  Stelle  Ton  (6)  tretenden  Bedingung 

>J  ^-' + -z^i  '^ + T?  ^^' + ''  Hl  'y  ^' 

+  2  F^'-  dzdx  +  2  /'f  dxdy^Q 

zu  eliminieren  hätte.  Man  überblickt  sofort,  daß  sich  dabei  wieder 
eine  inj  —  «,  9  —  y,  J  —  «  homogene  Gleichung  ei^ibt,  die  aber  nun 
von  der  zweiten  Dimension  ist  und  demnach  einen  Kegel  mit  der 
Spitze  ixyd)  ^  A  darstellt.  Treten  bestimmte  neue  Bedingungen 
unter  den  zweiten  partiellen  Ableitungen  tou  F{x,  y,  s)  hinzu,  so 
kann  der  Kegel  in  zwei  getrennte  oder  zusammenfallende  Ebenen 
ausarten. 

§  15. 
Normale  der  Fläche. 
Eine  gerade  Linie,  die  auf  der  Tangentialebene  im  Berührungs- 
punkte A   senkrecht   steht,   heißt   Normale   der   Fläche   für   diesen 
Punkt.     Ihre  Gleichungen  filr  die  Flächendarstellungen  (I),  (U)  und 
(DI)  sind  nach  §  11(5),  §  14(4)  und  (2): 

fa\  j  — a:         B  — y         g  — « 

^^■'  dF  dF  dF 

ex  dy  'dV 

.„,  E-^+i>(i-^)  =  0 

'•^  o-y  +  2{i~^)  =  o. 

Für   die  Riciltungskoainna  X,  Y,  Z  der  Normale  folgen    liiemus   die 

Proportionen 

(4)  X:Y:Z. 


(6)                           X:Y:Z-    -'--    :     "- 
(6)  X:  Y:Z ;)    :    -J 
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zu  denen  die  Identität 

(7)  X'+Y'+Z'^l 

und  eine  VorzeichenbeBtimmung  hinzuznnehmen  ist     Wird  (4)  durch 

«y_^fy'*>       „y-.^('''=>       a7_^''''!'> 
'*-*"F(ir'«)'       '*^°3(u>)'       ^^-3(»,„) 

ersetzt,  bo  liefert  (7)  fllr  den  Proportionalitäts&ktor  ft  die  Oleichung 

(§  10(10)),  also  fi  '  ±  T.     Die  positive  Richtong  der  Normale  möge 
nun  durch  die  Annahme 

erklart  werden,    bo   daß    für    die  RicbtongekoBinUB    die  Definitione- 
gleichimgeii 

TU»  "di       8»  8.^ 
,Q,  ^       1  (dl   dx       dx  di\ 


z- 


äj  8i' 


oder  (§13(6» 

(9)  X-IH),i),        T-D(i,x),        Z-D{f,y) 

gelten.    Aus  ihnen  oder  schon  ans  den  Proportionen  (4)  folgen  die 

häufig  gebrauchten  Identitäten 

die  nach  Multiphkation  mit  da,  dv  und  Addition  auf  die  Gleichnng 
(11)  Xdx  +  Ydy  +Zdis  =  0 

fahren  und  umgekehrt  durch  sie  ersetzt  werden  können.  Diese  Glei- 
chung, die  übrigens  ron  der  Art  der  flächendarBtellung  unabhängig 
ist,  bes^  nichts  weiter,  als  daB  die  Normale  auf  jeder  Flächen- 
tangente senkrecht  steht.  Insbesondere  kennzeichnen  die  Rektionen 
(10),  in  der  Form 

\Ye  du)       '  VVe  ^V 

gescbrieben,  nach  §  10(1,  2)  die  Orthogonalität  der  Normale  zu  den 
Tangenten  der  £oordinatenlinien. 

XnabUncb,  SUranntUlgmmatrl*.  1 
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1   a« 

■     8» 

1     8. 

yw>-' 

vT  8»' 

yra. 

1     8» 

1     8» 
ye  8.' 

1     8. 

yo  8. 

2, 

r, 

z 
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Bildet   man    noch    die  Determinante   der  Richtungskosiiius  der 
Eoordinatenlinien  und  der  Normale,  so  erhält  man 


-yilj^(^-^^-v¥5-"°*- 


Da  dieser  Ausdruck  positiv  ist,  so  kann  die  durch  die  Gleichungen  (9) 
zunächst  nur  analytisch  definierte  positive  Richtung  der  Flächen- 
normale  dadurch  gekennzeichnet  werden,  daß  das  durch  die  Tangent^i 
der  Karren  v  =  const.  uud  u  =  const.  zusammen  mit  der  Normale 
gebildete  Achsensystem  dem  System  x,  y,  e  äquivalent  ist.  Denkt 
man  sich  also  die  positive  x-Achse  mit  der  positiven  Tangente  der 
ersten  Eoordinatenlime  zusammenfallend  und  die  beiden  positiven 
Richtungen  der  y-Achse  und  der  Tangente  der  zweiten  Koordinaten- 
linie  auf  derselben  Seite  der  a:-Achse  gelegen,  so  fallen  die  positiven 
Richtungen  der  «-Achse  und  der  Flächennormale  zusammen.  Oder, 
wenn  B  und  C  auf  der  positiven  ersten  und  zweiten  Koordinateulinie 
dem  Punkte  Ä  benachbart  sind  (vgL  Fig.  3,  S.  31),  D  einen  Punkt  auf 
der  positiven  Flächennormale  bezeichnet,  so  ist  die  durch  die  Punkt- 
folge ABCD  bestimmte  Windung  pasitiv. 

Für  die  FlächendarBtelluug  (II)  soll  das  Vorzeichen  des  nach  (5) 
auftretenden  Proportionalitätsfaktors  so  gewlhlt  werden,  daß 


vm^WHW 


(12) 


V(a"+(fr+(^)" 

8y 

Z-- 


wird.  Auch  die  Bedeutung  dieser  Annahme  läßt  sich  in  einfacher 
Weise  geometrisch  kennzeichnen.  Durch  die  Fläche  i^(E,  9,  j)  -■  0 
werden  in  der  Nähe  von  Ä  die  Punkte  des  Raumes,  deren  Koordi- 
naten der  Ungleichung 

US)  F{x,  y',  b)  >  0 
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genOgen,  von  denen  geachieilen,  fOr  welche 
(14)  F{x',  ^,e')<0 

ist.  S^t  man  Ton  den  Punkten,  die  die  erste  oder  zweite  dieser 
Ungleichungen  befriedigen,  daß  sie  auBerhalb  oder  iniier}ialb  der  Fläche 
f  —  0  liegen,  so  hat  es  einen  Sinn,  von  einer  nach  außen  gerich- 
teten Normale  im  Punkte  A  zu  sprechen.  Liegt  nun  Ä'  =  (^VO 
außerhalb  der  Fläche  (Fig.  7),  und  wird 

X'-'X  +  dx,    ij'-'y  +  dy,    e  +  Sß  *   -\- 

gesetzt,  80  ist  "^  —T"^"^ 

Fix  ^Ox,y  +  Sy,  e  +  Se)>0,  h»  7. 

und  bei  hinreichender  Kleinheit  der  lokremente  entscheidet  Aber  das 
Vorzeichen  der  linken  Seite  dieser  Ungleichung  im  allgemeinen  das  tou 


»'+l^''9  +  lv-«'-"'^- 


F  selbst  verschwindet  für  den  Punkt  Ä,  aber  nicht  gleichzeitig  die 
drei  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  F  (S.  47 — 48),  Wird 
insbesondere  Ä'  auf  der  Normale  von  A  angenommen  imd  der  un- 
endlichkleine Abstand  der  beiden  Punkte  mit  dr  bezeichnet,  so  sind 

dx       Sy       9» 
Vi'       «r  '       *r 

die  Bichtungskosinns  der  nach  aufien  gehenden  Normale.  Sie  müssen, 
von  einem  Vorzeichen  £  abgesehen,  der  Reihe  nach  mit  den  drei  Ans- 
drQckeu  (12)  übereinstimmen.     Setzt  man  nun,  für 


e^)       vwM^)'^m-^> 


die  Werte 


in  die  Bedingung  dF>Q  ein,  so  findet  i 


42faf)=«'^*'>»- 


W^fen   Tr>0,  dr  >  0  ist  diese  Ungleichui^  mit 

£  =  +  1 
gleichbedeutend,  d.  h.  die  Formeln  (12)  gehen,   ohne  weiteres  Vor- 
zeichen, die  Kosinus  der  nach  außen  gerichteten  Normale. 
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Daß  flbrigens  die  hier  benatztea  Bezeichnungen  innen  nnd  auBen 
eich  nicht  immer  mit  der  geometrischen  AnBchaunng  zu  decken 
branchen,  kann  nicht  Oberraechen,  wenn  man  gedenkt,  daß  bdi  einer 
Umkehrung  dea  Vorzeichens  der  Funktion  F  Inneres  and  Äußeres 
sich  rertauachen,  während  die  Flächengleichung  selbst  ungeändert  bleibt. 

Ffir  die  dritte  Darstellung  der  Fläche  ^hält  man  als  Bichtungs- 
kosinus  der  Normale: 

Da  bei  dieser  Darstellung  die  iF-KoordiDote  bevorzugt  ist,  so  könnte 
man  etwa  festsetzen,  daß  die  positive  Fläcbennortri^^  mit  der  posi- 
tiven 2-Achse  einen  spitzen  Winkel  bilden  solle,  was  auf  die  Annahme 
£  =  4*  1  hinauskommt.     Dann  würde  aber  z.  B.  für  die  Engel 


die  Normale  auf  der  positiven  Seite  der  (xy)-Ebene  nach  außen,  auf 
der  negativen  nach  innen  (im  geometrischen  Sinne)  gerichtet  sein, 
während  es  sich  bei  einer  so  einfachen  Fläche  offenbar  empfiehlt^  die 
positive  Normale  in  allen  Punkten  entweder  nach  außen  oder  nach 
innen  gehen  zu  lassen.  Es  ist  also  fUr  die  Darstellung  e  =  z{x,  y) 
zweckmäßiger,  das  Zeichen  £  in  den  Formeln  mitzufahren,  als  es  ein 
für  allemal  festzulegen. 

§  16. 
Tangentialnormale  einer  Fläohenkorve. 
Die  allgemeinen  Frenetaohen  Formeln. 

Die  krummen  Linien  auf  gegebener  Fläche  sind  bis  jetzt  nur 
uuter  zwei  speziellen  Gesichtspunkten  in  Betracht  gezogen  worden: 
einmal  insofern  sie  Koordinatenliuien  sein  können,  und  zweitens  hin- 
sichtlich der  Lage  ihrer  Tangenten  in  der  Berührungsebene  der  Fläche. 
Will  man  nun  eine  Fläcbenkurve  c  in  der  Nähe  eines  Punktes  A 
genauer  untersuchen,  so  hat  man  die  analytischen  und  geometrischen 
Eigenschaften  von  c  zu  denen  der  Fläche,  die  c  enthalten  soll,  in 
Beziehung  zu  setzen.  Und  zirar  ist  diese  Yerknfipfung  so  einzurichten, 
daß  man  sicher  sein  darf,  nicht  nur  neue  Formeln  aufzuhäufen,  son- 
dern auch  übersichtliche  geometrische  Resultate  zu  erzielen. 

Nun  tritt  für  eine  Flächenkurve  zu  den  drei  geraden  Linien,  die 
in  der  allgemeinen  Theorie  der  Uaamkurven  das  Hauptdreikant  der 
Kurve  bilden,  noch  eine  vierte  ausgezeichnete  Gerade  hinzu,  die 
Flächennormale.     Diese  Linie  wird  also   irgendwie,   und  so  früh  wie 
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mö^ch,  in  die  Theorie  der  Kurven  aaf  den  Flächen  eingeführt  werden 
mOsBen.  Tangente  und  Fläch eononnale  können  durch  Hinzonahme 
einer  weiteren  Kurrenuormale,  nämlich  des  Schnittes  der  NormalebeD« 
der  Kurve  mit  der  Tangentialebene  der  Fläche,  zu  einem  rechtwink- 
ligen Dreikant  er^^izt  werden.  Als  Berährungslinie  der  Fläche  soll 
die  neue  Normale  die  Taugestialiiormale  der  Kurve  heißen.  Nach 
Festlegung  positiver  Richtungen  auch  fQr  die  Achsen  des  zweiten 
Dreikants  kann  dessen  L^e  gegen  das  erste  durch  eine  Winkelgröße 
bestimmt  werden,  weil  die  beiden  Achsensysteme  die  Tangente  gemein 
haben.  Nun  war  die  positive  Richtung  t  dieser  Geraden  willkürlich; 
sie  hing  von  dem  Prinzip  des  Fortganges  aaf  der  Kurve  ab.  Für 
die  Fläcbennormale  ist  die  positive  Richtung  n  im  vorigen  Para- 
graphen erklärt  worden.  Die  positive  Richtung  ('  der  Tangential- 
normale  soll  jetzt  darch  die  Bestimmung 

t,  t',  n  '^^  x,y,a 
oder,  weil 

t,h,k  -^  X,  y,  e 
war,  durch 

fixiert  werden.  Da  b  vom  Fortgangsprinzip  abhängt,  so  gilt  dasselbe 
auch  von  f. 

Bei  der  Untersuchung,  welche  geometrischen  Größen  man  ferner 
zu  benutzen  hat,  um  die  Theorie  der  Flächenkurven  weiterzufahren, 
können  die  Frenetschen  Formeln  als  Leitfaden  dienen.  Man  kann 
nämlich  fragen,  ob  sich  für  das  Dreikant  i,  t',  n  ein  Gleichungssystem 
au&tellen  läßt,  das  dem  Frenetschen  für  das  Dreikant  t,  h,  h  entspricht. 
Um  aber  mit  dieser  Frage  einen  genauen  Sinn  zu  verbinden,  muß 
man  sich  klar  machen,  aas  welchen  Ansätzen  die  Frenetschen  Formeln 
eigentlich  entspringen.  Dabei  kommt  es  nur  auf  das  erste  und  zweite 
System  an,  denn  das  dritte  war  aus  diesen  in  sehr  einfacher  Weise  abzu- 
leiten (S.  15).  Die  Systeme  (I)  und  (II)  nun  sind  in  den  Par^raphen  4 
und  &  durch  DifiFerentiation  von  a  und  a  und  Znsammenstellnng  der 
gefundenen  Ausdrücke  mit  denen  von  a",  k  und  h'  gebildet  worden. 
Für  die  Krümmung  und  die  Windung  folgten  noch  aus  den  Frenet- 
schen Formeln  die  Darstellungen  (§  6  (2,  3)) 

(1)  ]c=2:a"&a 

(2)  V  ~£a"@a. 

Man  kann  nun  umgekehrt  diese  in  ®a,  &h,  ©C;  @a',  &V,  &c 
linearen  Ausdrücke  an  die  Spitze  stellen,  durch  geometrische  Differen- 
tiation der  Relationen 
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(3)  Sa'  -  1,      £a''  -  1,      Saa'  =  0 

Treitere  lineare  Gleichungen  zwisolien  jenen  sechs  Größen  bilden,  tümlich 

(4)  ^o  ©o  =  0 
(6)                                              Za'&a-O 

(6)  £a  ®(x'  +  Za'©fl  —  0, 

und  dann  die  für  die  Binonnale  chBrakterietische  Eigensehafl: 

(7)  .      2;a'©ö  =  0, 
mittels  deren  (6)  in 

(8)  Za  @a'  -  0 

fibergefUhrt  wird,  hinzunehmen.  Dann  erhält  man  zwei  Gruppen  von 
Gleichungen  (4,  7,  1)  und  (8,  5,  2),  ans  denen  durch  Auflösung  naoh 
9a, . . .,  und  zwar  am  einfachsten  durch  das  im  g  6  (S.  18)  a]^;egebene 
Verfahren,  die  Frenetscheu  Formeln  (I)  und  (II)  wieder  hervoi^hen. 
Soll  diese  Anschaunngaweise  fDr  das  Dreikant  t,  1f,  n  nutzbar 
gemacht  werden,  so  bedarf  es  der  Einführung  einer  Reihe  von  Be- 
zeichnungen. FOr  die  Richtungskosinus  der  Flächennormale  n  sollen 
die  Zeichen  X,  Y,  Z  dauernd  beibehalten,  die  Richtungskosinus  von  t 
aber  jetzt  der  Gleichförmigkeit  wegen  mit  A,  S,  G  bezeichnet  werden. 
D.  h.  es  treten  A,  . .  .  immer  dann  an  die  Stelle  von  a,  .  . .,  wenn 
die  Knrre  c  ausdrücklich  als  Flächenkurre  gekennzeichnet  werden 
soll.     Femer  sei 

('  s  {A'B'C), 
also 

A'  =  GY-SZ 

(9)  ff^AZ-CX 
C^BX~AY. 

Die  Gleichungen  (S)  werden  durch 

SA*=1,      ZA'*=1,      £AA'  =  0, 
und  demnach  (4,  5,  6)  durch 

(10)  i:a&A'^o 

(11)  2:A'@A'=-0 

(12)  SA  &A-  +  ZA'®A  =  0 

ersetzt.     Den  Formeln  (1)  und  (2)  entsprechen  die  folgenden: 

(13)  £X&A  —  n 

(14)  ZX&A'=t. 
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Die  durcli  sie  definiertea  Größen  »  und  t  können  mit  den  ebenso  be- 
zeicbneten  Riclitaiigen  nicht  Terwechaelt  werden.  Anf  Grund  der 
Frenetschen  Formeln  steht  zn  erwarten,  daß  diese  Größen  fOr  die 
Theorie  der  F^benknrren  eine  mehr  als  bloß  formale  Bedeutung 
haben  werden. 

Die  der  Snmjue  £a'Sa  entsprechende  SA'&A  muß  hier  im 
allgemeinen  als  von  Null  verschieden  angenommen  werden,  weil  sonst 
t'  mit  b  zusammenfallen  würde.     Es  sei 

(15)  UÄ'eA  —  g 
oder  auch,  nach  (13), 

(16)  2:A@A' g. 

Dann  kann  man  &A,  SB,  80;  @A',  @B',  &C'  aus  den  beiden 
Gleichungssystemen  (10,  15,  13) 

A9A  +  B&B  +  C9C-0 

A'@A  +  B'®B  +  C'&C  '^  g 

X@A  +  ¥&B+  Z@C=n 
nnd  (16,  11,  14) 

AeA'  +  BSB'  +  C@G' g 

A'&A'  +B'@B'  +  C'eC  —  0 
XeA'  +  Y@B'  +  Z@C'  =  t 

dadurch  berechnen,  daß  m«a  die  drei  Gleichmaßen  jedes  Systems  der 
Reihe  nach  mit  A,  A',  X;  B,  B',  F;  C,  C,  Z  multipliziert  und  addiert. 
Es  ei^bt  sich 

eA  =  gA'  -\-nX 

(a)  @B  =  gB'  +  nY 
eC~gC'  +  nZ 

&A' gA^t-tX 

(b)  @B' -  -  gB -{- tY 
&C' gC  +  tZ. 

Hierzu  treten  noch  die  unter  Benutzui^  von  (a)  und  (b)  aus 

A*+A''  +  X*-l,  ... 
durch  geometrische  Differentiation  hervotgehenden  Formeln 
ex nA-tA' 

(c)  @Y nB-tB' 

@Z nC—tC. 
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Sämtliche  3  .  3  Glleichimgen  (a),  (b),  (c)  lassen  Eich  Bymboliech 
in  die  eine  zusammenziehen: 

(&A,    &B,     &C\        /     0      g    n\    /A    A'    X\ 
&Ä',  es',   &c'\~{-ff    0  t\ls  B'   y\. 
&x,.@Y,    ez)     \~n~t  0/  VC  c   z) 

Sie  sollen  als  die  allgemeinen  Freuetschen  Formeln  der  Theorie 
der  Flächenkurren  bezeichnet  werden. 

Die  Systeme  (a),  (b),  (c)  geben  zu  einer  Ffllle  von  Aufgaben 
Veranlassung.  Sie  liefern,  wie  ersichtlich  ist,  die  geometrische  Ab- 
leitung jedes  EosinuB  einer  der  drei  Richtungen  t,  t',  n  als  homogene 
lineare  Funktion  der  entsprechenden  Kosinus  der  beiden  anderen 
Richtungen;  aber  die  Koeffizienten  der  Funktionen  sind  nur  durch 
die  Gleichungen  (13),  (14),  (15)  erklärt,  in  denen  die  geometrischen 
Ableitungen  der  Kichtungskosinas  selbst  vorkommen.  Man  wird  also 
die  Definitionsgleichongen  für  n,  t  und  g  in  eine  andere  Gestalt  setzen, 
namentlich  aber  auch  nach  der  geometrischen  Bedeutung  dieser  drei 
Grdßen  fragen  müssen.  Würden  doch  schon  die  speziellen  Freuet- 
eoben  Formeln  ihr  Hauptinteresse  einbüßen,  wenn  man  nicht  wQßte, 
daß  die  durch  (1)  und  (2)  erklärten  Größen  mit  der  Krümmung  und 
der  Windung  der  Korre  identisch  sind, 

Ee  wird  femer  die  Aufgabe  sein,  sowohl  für  n,  t  und  g  wie  auch 
für  die  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (a,  b,  c)  stehenden 
geometrischen  Ableitungen  eiplizite  Ausdrücke  au^ustellen,  die  mit 
der,  längs  der  Kurve  c  geltenden  funktionalen  Beziehung  zwischen  u 
und  V  in  einem  ein&chen  und  Übersichtlichen  Zusammenhange  stehen. 

§17. 
KormalkräimuTing,  Tangentialkrümmung  und  geodätlaolie  Windung. 

Zur  Erreichung  des  ersten  Zieles  betrachtet  man  zweckmäßig  die 
beiden  Dreikante  i,  h,  h  and  t,  t',  n  gleichzeitig,  weil  die  geometrische 
Bedeutung  der  in  den  Frenetschen  Formeln  vorkommenden  Größen  It 
und  li  bereite  bekannt  ist.  Dabei  ist  es  nötig,  den  Winkel  genau  zu 
definieren,  von  dem,  wie  erwähnt,  die  gegenseitige  Lage  der  Dreikante 
abhängt. 

Um  überhaupt  die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen 
Winkelgrößen,  die  in  die  Theorie  der  Flächenkurven  eingeführt  wer- 
den können,  von  einem  einheitlichen  Gesichtspunkt  aus  zu  überblicken, 
tut  man  gut,  sich  bestimmte  Formeln  der  elementaren  analytischen 
Geometrie  gegenwärtig  zu  halten.     Es  seien  t^,  t^,  t^  drei  Richtungen, 
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die  zu  einer  and  derBelben  Geraden  t  senkrecht  sind  und  in  Folge 
dessen  durch  Strahlen  veranBchaolicht  werden  können,  die  von  einem 
Funkte  ansehen  und  in  einer  und  derselben  Ebene  li^en.  Zwischen 
den  Systemen  ihrer  Bichtungskoeinus  (o,  6,  Cj),  («.  ftj  c^),  (o,  6g  c,) 
gilt  die  Relation 

&,      &,      fc,    =0, 
.  Ul        c»       ^ 
Sie   kann   als  Bedingung   tür  die   Existenz   zweier  (ürößen  p,  q  auf- 
ge&ßt  werden,  die  den  drei  Gleichungen 

(1)  p\+qb,  =  bt 

pc,  +  3C,  =.  (^ 

gleichzeitig  genSgen.  Multipliziert  man  diese  zuerst  mit  o^,  6j,  Cj, 
daam  mit  o,,  ij,  c^  und  addiert  jedesmal,  setzt  ferner 


^a,aj  =  Cos(f,,g  =  co8iü 

^Üiüg  =  C08(<„  /()  —  COS  Wi 

^a,o,  -  eos(ti,  t,)  -  cos  Wj, 

so  erluUt  mai 

a 

p  +  3  cos  w  —  coe  w, 

p  cos  «J  +  3  —  cos  Wg, 

also 

(2) 

p  —  -jj^-,  -  (cos  Wj  —  cos  w  coe  w,) 

2  —  g.^,  -  (cos  w,  —  cos  w  cos  w,) 

Sind  die  Richtnngen  ^  und  /,  aufeinander  senkrecht,  ist  also  cos  w  —  0, 
sin*«'""  1,  so  beißen  die  Relationen  (1): 

ttj  =  «1  cos  w,  +  o,  cos  Wj 
(3)  &j  —  6i  cos  Wi  +  Ä,  cos  MJ, 

Cj  =  C,  cos  U!i+  Cj  C03  JC^ . 

Diese  speziellen  Formeln  ergeben  sich  selbstverständlich  auch  ans  dem 
elementaren  Ausdruck  für  den  Kosinus  des  Winkels  zweier  Richtungen, 
wenn  man  ^  und  außerdem  der  Reihe  nach  x,  y,  s  auf  das  Ächsen- 
system  t,  t^,  t^  bezieht. 
Es  sei  nun 
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eine  vierte  Riclitat^,  die  derselben  Ebene  angehört  oder  wenigstens 
parallel  ist  wie  die  drei  bisher  eingefBhrten,  außerdem  auf  1^  seoh- 
recht  steht  nnd  der  Äquivalenz 

genügt.  Setzt  man  in  der  Ebene  die  Drehung  von  t^  nach  ^  durch 
den  rechten  Winkd  hindurch  als  positiv  fesl^  läßt  die  Winkel  (i^,  t^) 
nod  (^,  t^  durch  positive  Drehung  von  t^  und  ^  nach  ^  entstehen 
and  definiert  (^,  t^  nnd  (i^,  t^  genau  entsprechend,  so  hat  man  immer 

and  ferner,  je  nach  der  L^e  von  ^  und  (^  zu  den  beiden  anderen 
Geraden, 


(<.,<.)-(»„«-Y, 

ft,y-ft,«+T 


(Fig.  8  a) 
(Fig.  8  b  und  8  c) 
(Fig.  8  »und  8  b) 
(Fig.  8  c) 


(.*) 


also  in  aUen  Fällen 

cos(^,<,)-B      8in(i,,(g)=      sm.(tf,Q 
C08  ft,  Q sin  (*i,  f,)  -  -  sin  (^,  t^). 

Die  erste  Gleichung  (3),  die  ursprünglich 

o,  =  Ol  cos  (fj ,  ^)  +  o,  cos  (tj,  tf) 

lautet,  wird,  wenn  man  jetzt  den  Winkel  (tj,  t^  bevorzugt: 

(5)  o,  =  «1  cos  (^,0  +  <">  ^'^  Ät  '4)1 
and  ihr  entspricht  für  die  vierte  Richtung: 

(6)  04—  —  a,  sin  {f^,  t^)  +  a,  cos  (*,,  Q. 
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Diese  Formeln  können  aof  die  Normalebene  einer  FlsclieiikurTe 
angewendet  werden.  Kechnet  man  in  ihr  die  Drehung  ron  der 
Binoimale  znr  Haaptnormale,  oder  was  dasselbe  ist  (3.  53),  von  der 
Tangentialnormale  znr  Flächennormale  als  positiv,  so  kann  man  fDr 

i,    I,    h    t, 

der  Reihe  nach 

t'      n     b      h 

annehmen,  nnd  es  mSge  noch 

0)  (V«  =  (»,*)-9> 

gesetzt  werden.     Dann  bedeutet  also  9  den   dnrch  positive  Drehui^ 

der  F^hennormale  bis  zum  ZaeammenMlen  mit  der  Hanptnormale 

der  Kurve  entstandenen  Winkel.     Die  Relationen  (5)  und  (6),  denen 

jedesmal    zwei    entsprechende    fflr    die    beiden    anderen    karteaischen 

Koordinatenachsen  an  die  Seite  treten,  nehmen  die  Form  an 

(8)  a'  =      A'  cos  tp  +  Xsiatp 

(9)  a"  —  —  J.'  ein  9)  +  X  cos  9 . 

Entnimmt  man  nun,  um  die  Definitionsgleichung  für  die  GrÖfie  n 
(§  16(13))   nmzagestalten,    aus   dem    I.  System  Frenetsoher  Formeln 
die  Werte  von  @a,  @1>,  @c,  d.  h.  von  &Ä,  @B,  Qu,  so  erhält  man 
rt  —  kSXa"  =-  it  cos  («,  h), 

(10)  n  =  *  cos  9. 

Denkt  man  sich  also  auf  der  poBitiven  Hauptnormale  vom  Kurven- 
punkte  ans  eine  Strecke  abgetragen,  die  die  Maßzahl  der  Krflmmung 
darstellt,  so  ist  n,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  die  Projektion  der 
Krümmung  auf  die  Normale  der  Fläche.    Die  durch  die  Clleichung 

(10)  bestimmte  Größe  heißt  die  Normalkrümmung  der  Kurve  c. 
Von  den  beiden  anderen,  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten 

Größen  möge  zuerst  die  durch  die  Gleichung  (15)  definierte  betrachtet 
werden,  weil  in  ihrem  Ausdruck  ebenfalls  die  geometrischen  Äb- 
leitnngeu  der  Richtungskosinus  von  t  vorkommen,  das  L  System 
Frenetscher  Formeln  also  wieder  angewendet  worden  kann.  Es  er- 
gibt sich 

(11)  g  =  kSÄa"^  h  cos  {t',  k). 

Diese  Größe  wird  als  TangentialkrUmmung  von  c  bezeichnet.  Nach 
der  obigen  Hilfskonstruktion  erscheint  sie,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
als  Projektion  der  Krümmung  auf  die  Tangentialnormale  der  Kurve, 
d.  h.  auf  die  Tangentialebene  der  Fläche.     Wie  erst  im  Anschuß  an 
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die  Theorie   der   geodätischen  Linien   (§  92)   bewiesen   werden  kann, 
ist  die  Tangentialkrfimmnng  auch  mit  der  sogenannten  geodätischen 
Krllmmui^  identisch.     Das  Zeichen  g  ist  hiervon  hergenommen. 
Aus  (10)  and  (11)  folgt 

(12)  Ä:»-n»  +  i?'; 

das  Quadrat  der  Krümmnug  einer  Flächenkarve  ist  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  der  NonnalkrUmmung  nod  der  Tangentialkrümmang. 

Bei  dem  Ausdruck  (11)  von  g  kann  man  stehen  bleiben,  wenn 
man  den  Winkel  (f,  Ä)  beibehält.  Solange  nur  der  Kosinus  Torkommt, 
bedarf  es  sogar  keiner  genaneren  Definition  dieses  Winkels  zweier 
Richtungen.  Will  man  aber  alles  durch  qo  darstellen,  so  hat  man 
nach  einer  der  in  (4)  enthaltenen  Formeln 

cos  {f,  h)  =  —  sin  (»,  Ä), 
also 

(13)  g  =  —  kein  <p 
za  setzen. 

Andererseits  ergibt  sich  aus  (11)  durch  Einführung  der  Werte 
von  A;...  (§  16(9)): 

g  =  k2:{CY—BZ)a' 
X     Y    Z 
h     c 
h"    c" 

=  lt2;X(6c"-c6"), 

(14)  g^~  kEXa', 

(15)  g J  COS  (n,  6). 

Diese  Formel  erhält  man,  wie  sich  von  selbst  versteht,  auch  da- 
durch, daß  man  direkt  die  Beziehung  zwischen  den  Winkeln  (/',  A) 
und  (»,  i)  oder  allgemeiner  {t^yt^  und  (^,  <,)  in  Betracht  zieht, 
nämlich 

(^1,  /J  -  (^,  Q  -  JE  (Fig.  8a  und  8e) 

(/i,0-(/„0  +  «  (Fig.  8b). 

Um  die  noch  fehlende  Größe  t  (§  16(14))  darzustellen,  die  aus 
einem  später  (§  97)  anzugebenden  Grunde  die  geodätische  Windung 
(geodätische  Torsion)  der  Kurve  c  genannt  wird,  braucht  man  die  K«la- 
tionen  (8,  9),  aus  denen 
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(16)  Ä  —  a'  COS  y  —  o"  sin  ?! , 
also 

8 X'  —  coa  9)  öo'  —  sin  qj  0o"  —  (o'  sin  9;  +  o"  cos  if)  &<p 

hervorgeht  Benutzt  man  das  II.  und  lU.  System  Frenetecher  Formeln, 
sovie  die  ebenfalls  aus  (8,  9)  folgende  Gleichung 

(17)  X  =  a'  sin  9  -\-  a"  cos  p, 
BO  wird 

0A'  =  iÄ  sin  fp  +  (Jc'-  &^)  X, 
und  demnach 

SXeA'^kBinip  ZXA  +  (k' ~  &^)2:X*,- 
d.h. 

(18)  t  =  1('-e(p. 

Hiemach  ist  umgekehrt  die  Windung  der  Kurve  gleich  der  Summe 
ans  der  geodätischen  Windung  und  der  geometrischen  Ableitung  des 
Winkels  zwischen  Hauptnormale  und  Iilächennormale. 
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Die  Normalkrftminaiig  und  das  KrämmuDgsmail. 

§  18. 

Aiudraok  der  NormsUErfiiiiiaaiig. 

Fnndtuaentalgrafien  swelter  Ordntutg. 

Von  den  drei  DröSen,  die  id  dea  allgemeinen  Freoetschen  Formelu 
als  Koeffizienten  au%etreten  waren  und  deren  geometrische  Bedeutung 
nunmehr  festgestellt  ist,  soll  zuerst  die  NonnalkrOmmung  in  der  am 
Schlüsse  des  g  16  verlangten  Form  ausdrückt  werden.  Dabei  ist 
von  der  Gleichung  §  17  (10) 

n  —  /:  cos  9) 
auszugehen.     Auf  das  Produkt  der  KrÜmmoi^  mit  dem  Kosinus  des 
Winkels   zwischen   Hauptnormale   und    Flächennormale   kommt   man 
auch  unabhängig  von  den  Frenetschen  Formeln,  wenn  man  den  all- 
gemeinen Ausdruck 

*  dl' 

(§  4  (2))  auf  eine  Flächenkurve  anwendet  und  die  Irrationalität  y£P* 
zu  entfernen  sucht.     Ans 

^„  Qdi-  Itdy 

~dsVP*+Q'+~li*'"' 
(§  3  (10))  folgt  nämlich 

'  Setzt  man  dann  nach  §  3(13) 

Qde  —  Rdy  =  tPx  Sdx^—dx  Sdx^x, 

so  reduziert  sich  wegen 

i:Xdx  =  Q 

der  Zähler  des  vorbeigehenden  Ausdruckes  auf  {Sdx^)  (üXd'x),  und 

es  wird 

,,,  i'Xrf'a; 

(1)  "-     iJxl-. 

Diese  von  der  Art  der  Flächendfuitellnog  unabhängige  Formel 
läßt  sich  in  mannigfacher  Weise  umgestalten.  Wird  die  Darstellung  (I) 
bevorzugt,  so  sind  fllr  die  ersten  und  zweiten  Differentiale  der  karte- 
sischen  Koordinaten  ihre  entwickelten  Ausdrücke 
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einzQBetzen.     Die  beiden  in  2!Xdx  =  0  enthaltenen  Identitäten 

2:X~  =  0,      £Xp  =  0 
au  dv 

(§  15  (10))  bewirken  dann  den  Wegfall  der  Differentiale  d^u  und  d'v. 

Während  also  die  allgemeine  Theorie  der  Erflmmang  ein  Aufeteigen 

zu  deoi  zweiten  Differentialen  nötig  macht,  kommen  in  der  Normal- 

krUmmung  nur  die  Differentiale  erster  Ordnung  vor. 

Fflr  die  auftretenden  Koeffizienten  von  du*,  2dudv,  dv*  sollen 

folgende  bleibenden  Bezeiehuangen  eingeführt  werden: 


(2) 


■  +1" 


L,  M,  y  heifien  die  Fnndamentalgrö&en  zweiter  Ordnung  der 
FUcbe.  Bei  Benutzung  der  Werte  §  15  (8)  für  X,  Y,  Z  kann  man 
schreiben 


i-4r!|-! 


(3) 


udv  ~d«dv 


■  r    ä«     du     0w 

dx      dy      dl 


Nmi  wird 
(4)  ZX^x  =  Ldu*  +  2Mdu  dv  -f  Ndv», 
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QDd  demnach 

W  "  =  Edu'  +  2Fdu  dv  +  Gdv' ' 

Die  Nonnalkrümmung  erscheint  durch  eiaen  Quotienten  zweier  Isiiüren 

quadratischen  Differentialformen  dargestellt.    Die  im  Xenner  stehende, 

Edu*+2Fdudv+ Gdv*^  ds*,   ist    (§  13a9))    mit  A    bezeichnet 

worden;  es  sei  noch 

(6)  Ldu'+2Mdudv  +  Ndv*  =  B. 

Dann  hat  man  schließlich 

0)  «  =  !■ 

Der  Ausdruck  (5)  ist  ohne  weiteres  anwendbar,  wenn  längs  der 
Flächenkorre,  die  man  betrachtet,  u  und  v  als  Funktionen  einer  un- 
abhängigen Variablen  gegeben  sind.     Ist  ferner 

(8)  f(a,  .)  -  C 

die  analytische  Darstellung  der  Kurve,   also  das  DifferentialverMltnis 
^.    durch  die  Bedingung 

(9)  l^'l-'  +  lv^"-" 
bestimmt,  so  wird 

(10)  « — -ff,- 


'dfdv 


w 


Denkt  man  sich   endlich  die   Kurre  als   einer  Schar  angehörig, 
versteht  also  unter  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8)  eine  willkür- 
liche Konstante   und  betrachtet  die  Gleichung  selbst  als  Integral  der 
D  ifferentialglei  chun  g 
(11)  9«oSjKidi(-|-»tt,dp  =  0, 

wo  das  Verhältnis  m^ :  m,  als  Funktion  von  u  und  v  gegeben  ist,  so 
kann  man  die  Formel  (10)  durch  die  allgemeinere 
. .  „,  Nml  -  !  Mm,  m,  H-  im  ■ 

ersetzen. 

§  19. 
Ebene  Schnitte  einer  Fl&ohe.     Deren  Erümmung  för  die 

n.  Darstellung  der  Fläche. 
Bei  der  Beurteilung  der  Krümmung  einer  Raumkurre  c  in  einem 
gegebenen  Punkte  J.  =  (icy«)  kam  es  nur  auf  die  ersten  and  zweiten 
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Differentiale  von  x,  y,  z  an;  oder,  wie  man  sagen  darf,  es  werden 
nur  die  beiden  dem  A  unendliclinahen  Punkte  B  ^{x  -j-  dx,  . .  .)  and 
Cs  (a:  +  2da;  +  d'a:,  . . .)  gebraucht.  Darüber  Unaus  ist  der  Ver- 
lauf der  Kurve  völlig  gleicl^ltig.  Nun  bestimmen  A,  B  nnd  C  die 
Schmiegungsebene  von  c  in  ^;  liegt  also  die  krumme  Linie  auf  einer 
gegebenen  Fläche,  so  kann  man  ihre  Krümmung  k  als  die  einer  ebenen 
Kurve  auffaesea,  in  der  die  Fläche  von  der  Schmiegungsebene  ge* 
schnitten  wird.  Solange  e  willkürlich  angenommen  wird,  ist  diese 
Ebene  als  eine  beliebige,  durch  A  hindurchgehende  Ebene  anzusehen. 
Ihre  Gleichung 

(1)  ai  +  ßr)  +  yi  +  S-0 
definiert  mit 

(2)  tXhl>,i)-0 

zusammen  einen  ebenen  Schnitt  der  Fläche.  Man  kann  die  Forde- 
rung stellen,  die  Krtimmaug  eines  solchen  unabhängig  von  den  bis- 
herigen Ergebnissen  zu  berechnen,  nämlich  durch  die  Konstanten  in 
dar  Gleichung  (1)  und  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  F(x,  y,  g) 
auszudrücken;  eine  Aufgabe,  die  deshalb  berechtigt  ist,  weil  die  Eigen- 
schaft der  Haumkurve,  eben  zu  sein,  in  der  analytischen  Darstellung 
nicht  einfacher  wiedergegeben  werden  kann  als  durch  eine  lineare 
Gleichung  (1)  zwischen  den  kartesischen  Koordinaten.  Die  Einführung 
eines  Parameters  wQrde  hfichstens  dann  in  Erwägung  zu  ziehen  sein, 
wenn  der  ebene  Schnitt  in  einer  der  Koordiaatenebenen  li^e.  Sonst 
aber  wird  man,  wie  schon  im  §  1  bemerkt,  die  Gleichungen  (1,  2) 
beibehalten,  also  von  der  Darstellung  (II)  (3. 2)  für  den  Flächen- 
Bchnitt  ausgehen. 

Die  Bedingungsgleichungen,  aus  denen  man  alles  für  die  Krüm- 
mungstheorie  Erforderliche  zu  entnehmen  hat,  sind 

(3)  ax  +  ßy  +  yg  +  d-O 

(4)  adx  -\- ßdy  +  yde  ^  0 

(5)  ttd*x  +  ß^y  +  yePe  =  0 

(6)  F{x,y,g)  =  0 

(7)  l^dx  +  l^dy  +  f^dz^O 


(8) 


ib.DUTari 
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Von  der  ersten  von  ihnen,  (3),  hätte  man  abeehen  können,  wenn 
man  die  Gleichung  der  Schnittebene  von  vornherein  in  der  Form 
(9)  a(E  -x)  +  ß(ri  -y)  +  y(i-e)-0 

geachriebea  hätte. 

Wir  gehen  auf  die  Formeln  für  die  Koordinaten  des  ErQmmuDgs- 
mittelpnukteB  (§  3  (5)) 

zurück,  aus  denen  der  Ausdruck  des  Krümmungsradius  und  damit 
auch  der  der  Krümmung  anmittelbar  abgeleitet  werden  konnte.  Nach 
der  Natnr  der  Aufgabe  kann  ee  keinem  Zweifel  unterliegen,  daß  sieh 
die  sechs  Differentiale  dx,  dy,  dz,  d*x,  d*y,  d'e  mittels  der  vier 
Bedii^^gen  (4),  (5),  (7),  (8)  aus  (10)  eliminieren  lassen  müssen. 
Um  dem  genauer  nachzugehen,  so  erscheint  es  nach  der  Form  der 
Gleichung  (8),  die  nämlich  in  (Px,  d*y,  ^z  linear,  in  Ax,  dy,  de 
quadratisch  ist,  als  zweckmäßig,  mit  der  Wegschaffung  der  zweiten 
Differentiale  zu  beginnen.  Ist  diese  Elimination  vollzogen,  so  müssen 
Zähler  und  Nenner  der  Ausdrücke  von  ^  —  x,  .  .  .  homogene  Funktionen 
gleicher  Dimension  von  dx,  dy,  dx  geworden  sein.  Die  Verhältnisse 
dieser  Größen  können  aber  aus  (4)  und  (7)  entnommen  werden. 

Daß  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  zur  Elimination  der  zweiten 
Differentiale  ausreichen,  hat  seinen  eigentlichen  Grund  darin,  daß 
diese  in  den  Formeln  der  Krümmungstheorie  nur  in  den  Verbindungen 
P,  Q,  R  auftreten,  die  durch  die  Identität 

(11)  i:Pdx  =  0 

verknüpft  sind.  Es  kommt  also  in  erster  Linie  darauf  an,  die  Be- 
dingungen (5)  und  (8)  in  solche  zwischen  zweien  dieser  Verbindungen 
etwa  Q  und  E,  amzuaetzen.  Sind  diese  dann  durch  bekannte  Größen 
und  außerdem  durch  die  ersten  Differentiale  dai^estellt,  so  ergibt  sich 
P  mittels  der  Identität  von  selbst. 

Drückt  man  nun  z.  B.  d*y  und  d'z  aus  den  beiden  Formeln 

ded*x  -  dxd*z  =  Q,    dxd'y  -  dyd*x  =  .R 

aus  und  setzt  zur  Abkürzung 

(12)  £  ^'^  da*  +  2£  1'^'^  dydz  =  <P, 
Bo  erhält  man  aus  (8)  und  (7) 
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Ferner  ist  nach  (4)  und  (5) 

yQ-ßB=0, 


mithin 

und  weiter  nach  (11) 


o  dF  dF\ 


Die  au8  diesen  Formeln  oder  unmittelbar  aus  (4)  and  (5)  ereichttiche 
Proportion 

P:Q:R^a:ß:y 

besagt  nichts  weiter,  als  daß  die  Ebene  des  Schnittes  zugleich  seine 
Schmiegungsebene  ist 

Zur  Transformation   der  ÄusdrQcke  (10)   werden   nun   die   Glei- 
chungen 

i^li-r  %)  [Qi'  -  Bdü)  -(fidi-  riy)  »i« 

gebraucht,  deren  erste  wegen  der,  auch  direkt  aus  (4)  und  (7)  folgen- 
den Proportion 


(13) 

dxidy.dB 

'¥.-¥,- 

in  der  Gestalt 

m- 

-,?f)'(Cd.- 

■Sdy). 

■w?,- 

-€) 

1   SF 

-(«^«g 

i«')  tdx' 

geschrieben   werden   kann.      Die    Formeln   fQr   die   Koordinaten    des 
Krfimmnngsinittelpnnktes  werden 

Sie  sind  nur  dnrch  den  ersten  Faktor  im  ^hler  tod  einander  unter- 
schieden. 

Eliminiert  man  nun  aus  den  homogenen  Funktionen  zweiter 
Dimension  ds'  und  ^  auch  die  ersten  Differentiale,  indem  man  die 
Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  von  (i  3)  für  sie  einsetzt,  so  erh^t  man 


,Goot^lc 


m.  Abachnitt.     §  19. 


^^^'  /    ^    aF       9F-,  ,\  ^laöF         dF\* 

_ V  _    dx_  dx        J       y_dt      ^y } 

^^  i\ri-'2"'J'/a9F         SF\\  „„d'F  /    cF         dF\(    dF      adF<r\ 


Damit  Bind  die  Koordiaaten   des  Krümmui^smittelptiiiktes  eines  be- 
liebigen ebenen  Schnitte  durch  die  in  der  Gtleichnng  der  Schnittebene 
vorkommenden  Konetaoten  und  die  ersten  nnd  zweiten  partiellen  Ab- 
leitungen der  linken  Seite  der  Flächengleichung  dargestellt. 
Für  den  Krümmungsradius  r  ei^eben  sich  mittels 

ÄusdrOcke,  die  noch  die  Bestimmnng  Ton 

„I  ..  dF     dF„  A* 

\  ex       dx         / 

erfordern.     Es  werde  zur  Abkürzung 


so  ist 

2:Ln-l'V)'=iP2:u*-2ür2:al^+v'£(l^y- 

\  ox      /  dx    '  \cix  I 

Nun  war  (S.  51) 

(17)  1/^er-i^ 

bezeichnet  worden.     Der  gesuchte  Ausdruck  heißt  demnach 

u*.v-2üv.ü+  v*.w^-v(yw^~  Ü-) 

und  es  folgt  aus  (14): 

(18)  , L-^«'      ^^«WJ^ 

s,«(r<i')t 

oder  nach  (13): 
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(19) 


Normabchuitte. 


Das  Voiseichen  £g  —  ±  1  ist  so  za  wäUen,  daß  die  AasdrQcke  positlr 
werden.     Es  ist  also  nach  (18)  das  Vorzeichen  der  Größe  <P. 

Die  Formeln  (14),  (15),  (18),  (19)  enthalten  die  Koeffizienten  a, 
ß,  y,  die  schon  in  der  Gleichang  (9)  bloß  in  ihren  Quotienten  vor- 
kommen, natni^emäQ  anch  nur  den  Verhältnissen  nach.  In  Folge 
dessen  darf  man,  der  Allgemeinheit  nnheschadet,  diese  den  Kicbtongs- 
kosinns  der  Schnittebene  proportionalen  Größen  gleich  den  Kosinus 
selbst  setzen,  also  die  Relation 

2«»=  1 
hinzunehmen,  wodurch  die  Ausdrücke  eine  äußerliche  Vereinfachung 
erfahren. 

§  20. 
Nonualaohnitte  und  sobiefe  Schnitte.     Der  KeusnieTBohe  Satz. 

Werden  die  Verbältnisse  a:ß:y  als  veränderlich  angenommen, 
so  repräsentiert  die  Gleichung 

(1)  «(E  _  a:)  +  ^(0  -  y)  +  j-  (i  -  ^)  -  0 

einen  Ebenenbündel  mit  dem  Mittelpunkt  A.  Aus  diesem  BOndel 
■werde  der  Büschel  aller  Ebenen  ausgeschieden,  die  durch  eine  beliebige, 
aber  dann  bestimmte  Flächen tangente  t  hindurchgehen.  Da  t  von  den 
Differentialen  erster  Ordnung  abhängt,  so  sind  diese  jetzt  beizubehalten, 
und  die  Gleichoog  §  19  (4)  erscheint  nicht  mehr  als  Bedingung  unter 
dx,  dy,  de,  sondern  als  Relation  zwischen  a,  ß,  y.  Die  Verhältnisse 
<t:ß:y  Werden  von  einem  Parameter  abhängig,  dessen  Werte  die 
einzelnen  Ebenen  des  Büschels  kennzeichnen.  Man  kann  dafür  eine 
Funktion  des  Winkels  nehmen,  den  die  Schnittebene  mit  der  durch  t 
und  die  Flächennormale  gehenden  Ebene  bildet.  Eine  solche  Ebene 
trifft  die  Fläche  in  einem  Normalschnitt. 

Nun  genQgen  die  Eoe^zienten  der  Gleichung  (1),  wenn  die  durch 
sie  dargestellte  Ebene  die  Flächennormale  enthalten  soll,  der  Be- 
dinirunfF 

Führt  man  sie  in  g  19(14)  ein,  so  erhält  man  für  die  Koordinaten 
Ig,  i;^,  Ep  des  Krümmungsmittelpunktes  und  weiter  fSr  den  Krümmungs- 
halbmesser r.  des  Normabcbnitts  die  Formeln 
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,„,         ^  BF  d»'  dF  ds'     .  dF  ds' 

(3)  lo-*--8^-^,  '?«-J'  =  -3i;-*-.&.-^  =  -ä7* 

(4)  *■"  -  -^  " 

Den  Winket,  den  ein  von  der  Flächentangeute  t  berührter  schiefer 
Schnitt  mit  dem  zagehörigen  NormalBchnitt  bildet,  definieren  wiu 
als  den  RiehtungsunterBchied  der  beiden  positiven  H&uptnormalen  dieser 
Schnitte.  Er  werde  mit  q>„  bezeichnet  und  als  zwischen  0  und  %  ge- 
legen angenommen.     Die  Größe 

C08y„-£^-~*^~- 

ergibt  sich  unmittelbar  aus  (3),  (4)  und  den  Formeln  (14)  und  (18) 
des  Torigen  Paragraphen,  von  denen  die  ersten  anter  Benutzung  von 
(16)  sich  schreiben  lassen: 

«       *=  ^y  ,  ...  . 

Es  folgt 

-vnr-  ü' 

(5)  cos  Olo  =  ■    "^ , 

d.  h. 

(6)  C08  vo  >  0; 

ipd  ist  ein  spitzer  Winkel.  Führt  man  cos  q>^  in  den  Ausdruck  von  r 
ein,  so  ert^lt  man 

r=    ^^^-oosqco, 

und  durch  Zusammenstellung  mit  (4) 

(7)  r  —  ifl  cos  qjfl 

oder  auch,  wenn  man,  der  Gleichung  -    =  h  entsprechend 

(8)  jr-K 
setzt,  * 

(9)  k  coB  qiff  =  kg . 
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Der  Meuanierache  Satz,  "1 

Diese  Relation  gibt  das  Gesetz  wieder,  nach  dem  sich  die  Erümmung 
eiDes  ebenen  Scbnittea  der  Fläche  bei  einer  Drehang  der  Schnitt- 
ebene  um  eine  bestimmte  F^hentangente  ändert  In  der  Poim  (7) 
enthält  sie  den  Meusnierachen  Satz:  Werden  ein  Normalschiiitt 
und  ein  schiefer  Schnitt  von  derselben  Flächentangente  berührt,  bo 
iat  die  Projektion  des  Kr&mmungshalhmeBaers  des  NormaUchnitts  auf 
die  Ebene  des  sohiefen  Schnitts  gleich  dem  KrSmmungsradius  dieses 
Schnittes.  (Vgl.  Fig.  13,  §  42.) 

Unter  eilen  ebenen  Schnitten  mit  derselben  Tangente  hat  also 
der  Normalechnitt  den  größten  Krümmungsradius  oder  die  kleinste 
ErUmmang. 


Die  Erümmnng  eines  aohiefen  Bolmittes 
für  die  JH.  FlKohendantellung. 

Von  der  F^hendarstellung  (II)  konnte  zu 
(III)  is  =  z{x,  y) 

Termittelst  des  Ansatzes 

F{x,  y,z)  =  e~  t{x,  y) 

ein  formaler  Übergang  gemat^t  werden.  Dabei  sind  (S.  46)  für  die 
ersten  partiellen  Ableitungen  von  z{x,y)  nach  x  und  y  die  Zeichen  j) 
nnd  q  eingeführt  worden.     Wird  noch 

(1)  5  "i  =■  »"t  ~. 5~    ="  S,  S— i  —  t 

^  '  Sx'        '       cxdy        '       öy' 

geschrieben,  so  sind  in  den  Formeln  der  Paragraphen   19  und  20 


durch 

-P,    —3.      1 
nnd 

g'f'      a^F      S^F       g'i'        d^F         d^F 
dx*'    äy"     ^«"    dyZz'    didx'    dxcy 
durch 

-»-,    -(,      0,         0,  0,        —s 

zu  ersetzen.    Der  in  den  drei  Gleichungen  §  19(15)  ühereinstimmeud 
vorkommende  Ausdruck 
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wird  gleich 

(«  +  yy)*  +  (^  +  rqy  +  <«a  -  |3j>)' 

(«'+ (i'  + j-'")  [r  (P  +  rg)' -  2*  (is  +  r?)  (^^  +  ri») +"*(«  + rpn' 

AuB  ihm  gehen  der  lEeihe  nach  die  Werte  Ton  |  —  x,  ij—  y,  S  — :? 
durch  Maltiplikation  mit 

a(-ap-ßq-\-Y)+p(a*+ß'+r'), 

ßi-  «P  -  ^ff  -h  y)  +  «(<*'  +ß'+  y'}, 
r(-«j'-^?+r}-(«'  +  ^'+y») 

hervor.  Um  das  gleichzeitige  Auftreten  von  r  in  zwei  Terschiedenen 
Bedeutungen  zu  vermeiden,  rechnen  wir  jetzt  mit  den  KrQmmungeu, 
nicht  mit  den  Krümmungsradien.  Die  Krümmung  eines  beliebigen 
ebenen  Schnittes  wird 

(2)    j c^('''  +  ^'_+y')^r'-(P  +  yg)'-3s(P  +  r9)('^  +  yy)  +  t(«  +  yp)T 

'[(."  +  rpy  +  (ß  +  yqy  +  («9  -  PP)']* 
Für  einen  Normalschnitt  ergibt  sich  aus  §  20{3)  in  Verbindung  mit 
§  19(12) 

t  -  --,  (^  +P^  '^^'  +  ^P<idxdy  +  (1  +  g'lrfy' , 

^  rdx'-\-^sdxdy-\-~tdy*  ' 

lo  —  iE  und  ijo  —  y  folgen  hieraus  durch  Multiplikation  mit  —  p  und 
—  q.    Die  Krümmung  de«  Normalschnitts  ist  nach  §  20  (4)  durch 

(31  JL  = ~^ii  __._..    Tdx'  +  isdxdy-\-tdy* 

Vp*-\-q*+l{l-\-V')dx^  +  1pqdxdy^{l-\-q^dy^ 
bestimmt. 

§  22. 
Zusammenliang  der  Normalkrünunang  einer  Fl&obenburve 

mit  der  Krümmung  eines  NormalacIuiittB. 
Betrachtet  man  jetzt  die  £beue  des  schiefen  Schnittes  wieder  als 
die  Schmiegnngsebene   einer  beliebigen  Flächenkurve  c,  so   ist  k  mit 
der  Krümmung   dieser   Kurve    identisch    {S.  65),   hat    mithin   in   der 
Gleichung  §  17(10) 

i  cos  y  —  M 

und  der  des  Heusnierschen  Satzes  (§  20  (9)} 
(1)  k  cos  qou  —  k^ 

dieselbe  Bedeutung.  Was  die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Winkel- 
großen  angeht,  so  bezeichnete  y  den  Winkel  der  positiven  Hauptr 
normale  der  Kurve  mit  der  positiven  Flächennormate,  die  unabhängig 
von  der  Kurve  c  definiert  ist.    Um  dagegen  tp^  zu  erklären,  hat  man 
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sich  durch  die  Tangente  der  knimmeD  Linie  eioen  Normalscbnitt 
gelegt  zu  denken  und  die  von  der  Fläche  aas  nach  dessen  Krämmungs- 
mittelpunkt  gehende  Richtung  der  Fläcfaennormale  ins  Äuge  zu  fassen. 
I^llt  diese  mit  der  positiven  Richtung  zaeammen  (Fig.  9a)  so  ist 


sonst 


COB  ^„  —  coa  9), 
cos  qsp  =  —  cos  tp 


(Fig.  9  b),  also  jedenfalls 

DftE  heißt :  Die  Kormalkramtnung  einer  Eorve 
istj  abgesehen  vom  Vorzeichen,  gleich  der 
Krümmung  des  durch  die  Kurven  tan  gente 
gehenden  Normalscbnitts;  und  zwar  gilt  das 
positive  oder  das  n^ative  Zeichen,  je  nachdem 
der  KrQmmungsmittelpuukt  dieses  Schnittes 
auf  der  positiven  oder  auf  der  negativen 
Flächennormale  liegt. 

Diraes  Ergebnis  verleiht  nicht  nur  der  NormalkrQmmung  einer 
beliebigen  F^cbenkurve  eine  sehr  anschauliche  Bedeutung,  sondern 
ftlhrt  auch  darauf,  den  Krümmungshalbmessern  der  Normalschnitte 
Vorzeichen  beizufügen,  welche  die  Lage  der  zugehörigen  KrOmmungs- 
mittelpuukte  auf  einer  bestimmten  oder  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Fläche  kennzeichnen.     Es  werde  also 

(2)  «-J 
gesetet,  der  Gleichung 

(§  20(8))  entsprechend.   Bedeuten  a^",  &„",  c^"  die  Kosinus  der  positiven 
Hauptnormale  des  betrachteten  Normalschnittes,  so  ist 

(3)  --7.'-< 

FäUt  nun  die  Richtung  vom  Flächenpunkte  nach  dem  Krilmmungs- 
niittelponkt  Mg  ^  (^o'^ofo)  ™'''  ^^^  positiven  Flächennormale  zusammen, 
sind  also  a^",  &„",  c^"  den  Größen  X,  Y,  Z  entsprechend   gleich,   so 
ist  9g  =  r^,  und  die  Gleichungen  (3)  geben 
\^  —  x  —  ^X 

Sind   dagegen   die  positive  Hauptnormale  undfdie  positive  Flächen- 
normale    einander    entgegengerichtet,    also    ffo" — ^>    V~  ~  ^j 
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c„" Z,  so  wird  9 r^,  1^  ~  2:  =  (—  p)  (—  X)  . . .  .    Die  Glei- 
chungen (4)  bleiben  bestehen. 

Im  folgenden  soll  nun  immer,  wenn  nichts  Anderes  bemerkt 
wird,  mit  der  MormalkrOmmung  n,  nicht  mit  ihrem  absoluten  Werte  A:„, 
gerechnet  werden. 

§  23. 

Zweite  DarsteUnng  der  NormalkrOmmang  and   der  Fondamental- 

gr&ßen  aweiter  Ordnung. 

Der  Parameter,  von  welchem  die  Lage  einer  durch  die  Flächen- 
normale gehenden  Ebene  abhängt,  ist  je  nach  der  Darstellung  der 
Flache  selbst  and  demnach  auch  des  Xormalschnittes  in  verschiedener 
Weise  zu  wählen.  Bedient  man  sich  krummliniger  Koordinaten,  so 
kann  man  das  DifiFerential  Verhältnis  j  ~  il  dafQr  nehmen  und  hat 
insbesondere  nach  §  18(5) 

^  '  i'+afi  +  01' 

Man  kann  nun  fr^en,  ob  sich  diese  Formel  in  ähnlicher  Weise 
geometrisch  deuten  läßt  wie  die  fSr  die  Krümmung  eines  schiefen 
Sehnitta  mittels  des  Meusnierscben  Satzes;  und  namentlich,  ob  auch 
die  Normalkrümmung  bei  einer  Änderung  des  Parameters  i.  größter 
oder  kleinster  Werte  fähig  ist.  Bevor  aber  dieser  Frage  näher  ge- 
treten wird,  soll  der  Ausdmck  von  n  noch  etwas  umgestaltet  werden. 

Die  Formel  (1)  war  aus 

Xd'«  -t-  Yd'y  +  Zd}f 
"^        <i":r'  +  dy'  +  (i^' 
(g  18(1))  entstanden.     In  Folge  der  Identität 

kann  man  nun 

2:Xd'x  -h  SdXdx  =  0 

setzen  und  demnach  die  Normalkrümmung  auch  durch  die  Gleichung 

^^J  ""  d^'  +  (iy'4-di' 

definieren.     FQr  den  Zähler  allein  ergibt   sich  in  Folge  von  §  18  (4) 

die  Darstellung 

(3)      -  {dxdX  ■\-dyäY+  lUdZ)  -  Ldu*  +  2Mdudv  +  Ndt\ 

BUS  der  nach  Einführung  von 

dx  —  .     du  -\-  ~-  dv,  ■  ■  ■ 
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reränderte  Ausdrücke  fDr  die  FnndsmentalgrÖßen  zweiter  Ordnung 
L,  M,  N  entnommen  werden  können.  Die-Vet^leichtuig  der  Koeffizienten 
von  du',  ...  in  (3)  ist  gleichbedentend  mit  der  Differentiation  der 
Identitäten 

xl^+rll  +  zll-o,  xll  +  Yll  +  zll-ü 

nach  u  nnd  v  und  Benutzung  der  Definitionsgleichungen  für  L,  M,  N 
(§  18(2)).     Die  neuen  Formeln  lauten: 

dxdx     dydY     ci  dz^ , 

du'du  "^  du  3«  "^  dt*  du 

ox  dX    ,dydr      dt_  dZ      _  ,, 

a-,    al.    "T  a..    a..    "T  ;„    a_    ^         *" 

M 

=  -N. 


(4) 


',dX  dt/BY  di  dZ 
<  du  "•■  dv  cu  "•■  3c  Su 
!3X  gy  dY  dl  dZ 
■   dv^  di  dv  ■*"  8v  dv 


§'24. 
HaapttaiigeiLten,HanptBolmitte  undH&aptkrümmnngen.  Kreiepunkte. 
Um  nun  die  zu  Anfang  des   vorigen  Paragraphen  aufgeworfene 
Frage  nach   den  größten  und  kleinsten  Werten  ron  n  wieder  aufzu* 
nehmen,  so  hat  man  zu  ihrer  Beantwortung  in  der  Formel 
,,,  L  +  2MI  +  NV 

X  als  veränderlich,  die  Koordinaten  des  betrachteten  Punktes  aber, 
und  demnach  auch  die  Fundamentalgrößen  E,  F,  G,  L,  M,  N,  als 
konstant  anzusehen  und 

zu  eetzen.  Das  Verschwinden  der  rationalen  Funktion  von  ^l,  welcher 
V-  gleich  ist,  könnte  einerseits  durch  das  Unendlichwerden  des  Nenners 
(E  +  2FX  +  GX'y  herbeigeführt  werden.  Da  E,  F,  G  infolge  der 
VorauSBetzungen  über  die  durstellenden  Funktionen  der  Fläche  end- 
liche Werte  haben,  so  kann  dies  nur  für  X  —  oo,  d.  h.  {?u  =>  0  ein- 
treten, also  für  die  Kurve  u  =  w^.  Aber  offenbar  kann  die  Normal- 
krDnunung  einer  Eoordinatenlinie  nicht  bei  einer  beliebigen  Wahl 
des  Koordinatennetzes  ein  Maximum  oder  Minimum  seia  Demnach 
muß  der  Zähler  von  .  !^  gleich  Null  gesetzt  werden,  was 
{E  +  2FX  +  GV^{M  +  Nl)  -  (i  +  23fi  +  }iX^){F  +  GA)  =-  0 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


76 

m.  Abschnitt.    §  24. 

oder 
(2) 

B+iFi  +  Gi'     L  +  iaii  +  m' 
"F+ai     '  ~      M  +  Ni 

(3) 

E+Fl        L  +  MX 
F+  Gl~  M  +  Ni' 

d.  h. 

(4)  {EM-  FL)  +  (EN-  GL)k  +  {FN -  GM)i}  -  0 

oder  iD  DeterminaDtenform,  nach  MnltiplikatioD  mit  du*, 

Edu  +  Fdv,     Fda  +  Gdv 
*■  ^  Ldu-^Mdv,    Mdii  +  Ndv    " 

liefert.  Die  beiden  durch  die  Wurzeln  A  =  Aj  und  A  =  A,  dieser 
quadratischen  Gleichung  bestimmten  TangeDteu  in  dem  gegebenen 
Punkte  heißen  die  Haupttangenten,  die  durch  eie  hindarchgeheoden 
Xormalebeuen  die  Hauptehenen,  die  zugehörigen  Schnitte  die  Hanpt- 

Bohnitte  der  Fläche. 

Die  Entstehung  der  linken  Seite  Ton  (5)  aus  den  beiden  Funda- 
mentalformen A  und  B  ist  leicht  zu  beschreiben.  Setzt  man,  wie  S.  34, 
(6)  da  -  §1,      dv  =  Ig, 

also,  nach  §  13(19)  und  §  18(6), 
(.7)  A=ß|J  +  2FS,|j  +  eg| 

(8)  B^L^\  +  2Mi,l,  +  Nll, 

so  ist 

Ei,+F^,     Fi,  +  GU    ^i'(A^B) 

Die  Bestimmnngsgleicbung  der  Haupttangenten  ergibt  sich  also  durch 
Nullsetzung  der  Funktionaldeterminante  von  A  und  B  inbezug  auf 
die  Differentiale  du  und  dv. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt   für   die  Krümmung  eines  Hauptschnitts: 

(10)  «.-"tal:-  (-=1.2) 

and  bei  Hinzusahme  von  (3): 

(11)  «.-iXfi  ('-1.2). 

Eliminiert  man  l^,  indem  man  die  beiden  Werte  aus  (11)  nnd  (10), 
(1.!)  *.--J.„,_Jlf.      ^. n.-N 
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einander  gleich  setzt,  ao  erliält  man  fUr  n^  nad  n,   die   qaadratiäche 

Oleichimg 

(13)  {En  -  L){Gn  -  N)  -  (Fn  -M)>~0 

oder 

(U)     (EG  -  F»}«»  -  (GL  -  2filf  +  i;jV)n  +  LN-M*^0 

oder  aueb,  die  linke  Seite  wieder  als  Determinante  geBchrieben, 

*•    ''  \Fn-M,     Gn-N 

Die  Größen  n^  und  n,  heißen  die  Hauptkrümmungen  der  Fläche, 
ihre  reziproken  Werte 

(16)  ^  =ei>      ^  =**!' 
die  demnach  Wurzeln  der  Gleichung 

(17)  (LN  -  M*)  q'  ~  (GL  -  2FM  +  EN)  p  +  EG-F*-Oi 

sind,  die  Hauptkrümmungsradien;  wobei  man  sich  jedoch  zu  er- 
innern hat,  daß  diese  Radien,  der  im  §  22  getroffenen  Festsetzung 
gemäß,  auch  negative  Werte  haben  können. 

Zu  jedem  HauptkriimmuugBhalbmesaer  gehört  ein  Haaptkrüm- 
mungamittelpankt  der  Fläche,  nämlich  der  KrQmmnngsmittelponkt 
des  entsprechenden  Hauptschnitta.  Die  Koordinaten  dieser  Punkte 
fo^en  aus  §  22  (4)  fSr  p  =  ^,  und  ^  =  p, . 

Die  beiden  elementaren  symmetnachen  Funktionen  ^er  Hanpt- 
krümmnngen  sollen  mit  H  und  K  bezeichnet  werden, 

(-)  "■:;::?. 

Durch  die  FundiunentalgröSeu  dargestellt,  haben  sie  die  Werte 
(19)  H jsa-f 


K- 


LN—  M* 


Die  Haupttangenten  und  HauptkrOmmusgen  würden  reell  oder 
ijnaginär  sein,  je  nachdem  die  gemeinsame  Determinante  D  der  in 
(4)  and  (14)  auftretenden  ganzen  Funktionen  zweiten  Oradee  negativ 
oder  positir  wäre.    Für  die  Untersuchung  des  Vorzeichens  werde 

Ell- FL- a 

(21)  EN-GL~2b 

FN-OM-c 


D.qil.zMByG001^IC 


78  III-  AbBchnitt.    §  2t. 

gesetzt     Führt  man 

in  e  e'ia,  sodaß 

2Fb~Ga 

'=  E      - 

wird,  und  Bubstituiert  diesen  Äusdrnck  in 
(22).  D  =  ac-  M, 

so  findet  man 

D  ^  ^\_a{2Fh  ^  Ga)  -  Eb*] 

(23)  ■»  -  -  i.  \.{Eh  -  Fa)'  +  (EG  -  F*)a']. 

Da  E  und  EO  —  F'  positiv  sind,  so  ist 

D<0, 
i,,  A,  und  n,,  «j  reell.     Also: 

Unter  den  für  die  Variablen  u,  v  und  deren  Funktionen 
X,  y,  z  gemachten  Annahmen  sind  die  Haupttangenten  und 
die  Hauptkrdmraungen  stets  reell. 

Der  Grenzfall 

J>-0, 
für  den 

wirdj  kann,  wie  aus  dem  Ausdruck  (23)  ersichtlich,  nur  dann  eintreten, 
wenn  a  =  0,  &  =  0  und  demnach  auch  c  —  0  ist.  Diese  Bedingungen 
sind  mit 

K^V  E-  F-  G 

gleichbedeutend.  Bestehen  sie,  so  ist  die  Bestimmung  der  Haupt- 
tangenten mittels  der  Qleiohung  (4)  unmöglich,  weil  diese  identisch 
erfüllt  wird.  Das  kann  nur  für  besondere  Punkte  eintreten,  deren 
Koordinaten,  die  Realität  vorausgesetzt,  durch  Zusammeustellung  der 
Gleichungen  (34)  mit  der  Flächendarstellung  (I)  erhalten  werden.  Sie 
heißen  Ereispunkte  der  Fläche;  eine  Benennung,  deren  Grund  im 
g  33  ersichtlich  werden  wird.  Aus  (24)  und  (1)  folgt 
L 

d.  h.  in  einem  Kreispunkte  sind  die  Krümmungen  aller  Normalschnitte 
einander  gleich. 
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Sind  die  beiden  GteicIinDgeQ  (24)  noch  voneinandeT  abhängig,  so 
gibt  es  im  oUgemeinen  anf  der  Fläche  eine  Kurve  von  Ereispunkten, 
die  als  Linie  sphärischer  KrQmmnng  bezeichnet  wird. 

Von  solchen  Punkten  abgesehen,  gilt  für  die  L^e  der  Haupt- 
tangeuten  ein  ein&cher  und  wichtiger  Satz.  Setzt  man  nämlich,  um 
den  Winkel  dieser  beiden  Tangenten  zu  berechnen,  in  die  Formeln 
des  §  13 

hi  =  a,    k,-b,    lu^c 
ein,  so  findet  man 

(25)  Ga  -  2Fb  +  Ei  =.  0, 

d.h.  (§  13(25)): 

Die  Haupttangenten,  und  demnach  auch  die  Haupt  ebenen, 
schneiden  sich  unter  rechten  Winkeln. 

§  25. 
Die  Hauptkrümmungen  für  die  m.  FlKohendiu^tellunK. 

Beispiel  der  Flächen  zweiten  Gradee. 
Für  die  spezielle  Flächendarstellung 
(DI)  '-'{^.S) 

hätte  man,  um  die  Theorie  der  Hauptkrümmungen  zu  begründen,  mit 
dem  Ausdruck  §  21  (3)  ebenso  zu  operieren  wie  oben  mit  dem  all- 
gemeinen Ausdruck  §  24(1)  Ton  «.  Soweit  es  sich  nnr  um  die 
Nnllsetzong  der  partiellen  Ableitung  nach  X,  das  jetzt  gleich    ß  ist, 

handelt,  darf  dabei  ron  dem  Faktor         ""  »     _  aturesehen   werden. 

Vp'  +  9'  +  l 
Uan  kann  aber  auch  von  vornherein   die  Resultate   selbst  aus  denen 
des  §  24,  wie  immer,  dadurch  ablesen,  daß  man 

(1)  u  =  X,     V  =  y 

(2)  dj  '-pdx  +  qdif 
und  demnach 

(3)  ds'-{l+p'^dx'+2pq<ixdy  +  {l  +  sVs*. 
d.h. 

(4)  ^-1+j)»,     F~pq,     G  =  l+9», 

-T»  s  i'ff  -  Jf»  =  p*  +  2»  +  1, 
und  femer  (§  15  (16)) 

(5)  X--*^         :,         r-  -.■«.:        ,         Z=      --_'_- 

Vp'  +  a'+i  Vp'+g.'+i  Vf'  +  a'  +  i 
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seist     Da  für  die  Annahme  (1)  sämtliche  Ableitungea  zweiter  Ord- 
nung Ton  X  und  y  veracllwinden  und  nach  den  Bezeichnungen  §  21  (1) 

w  0--.  ^;,-^.  i;?-' 

wird,   80    reduzieren   aich    die   dreigliedrigen  Formeln   fQr  L,  M,  N 
(§  18(2))  auf  folgende  eingliedrigen  Ausdi-ücke: 

(7)  L^-.'^r^,    M=-     -^.^,    N--, -*-^  • 

y^'  +  a'+i  yp'  +  3'  +  i  Vp'+a'  +  i 

Die  BestimmuQgagleichung  für  die  Hanpttangenten  und  Haaptebenen 
wird  nach  §  24  (4) 

(8)  (a+J)*)s-i)2r) +  ((1 +;>»)(- (l+2')j-)g 

oder 

I  rdx  -\-  s  dy,         säx  -\-idy  ; 

Die  Hauptkrümmungen^sind  Wurzeln  der  Gleichung  §  24(14) 

(10) 

(p'+J'+l)' 

und  die  Beziehung  dieser  Größen  j,a  den  Wurzeln  von  (8)  wird  Tel 
mittelt  durch  §  24  (11,  10): 

6 f  +  jlj 

(11)  '''~Vi-  +  i^+l'-rP'+Pi\ 

^     ' , i  +  ll,  '■  ' 

Für  die  Summe   und  das  Produkt  der  Hauptkrtimmungen  folgen  au 
(10)  die  Werte 


(l+jlr-SpsJ  +  p+p")! 
—    ^    ^       i ' 


(12) 


.  (l  +  Or-ijia.  +  (l +!!■)< 


(13)  ^  =  (..+-7.--fir- 

Endlich  werden  die  Kreispunkte,  wenn  eie  existieren,  durch  §  24  (24) 

zusammen  mit  der  Flächengleichung  bestimmt. 

Beispiel  der  Flächen  zweiten  Grades,  zunächst  nur  zur  Erläuterung 
der  eingeführten  Bezeichnungen,  und  unter  Weglasaung  der  Zylinder- 
flächen: 
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1)  Die  MittelpunktBäächen  werden  durch  die  Gleichung 

A  ^  B  ^  C        * 

dargestellt,  in  der  £  =  1  oder  £  —  0  iet  Zur  Bestimmung  der  par- 
tiellen Ableitungen  ron  g  nach  x  und  y  dienen  die  Formeln 

l.  +  'P  =0       ^+'3  =  0 
Ä^  C        "'       B  ^  C  ' 

A  ^  C  ^  C  '        C  ^  C  '       B  ^  C  ^  C  ' 

woran» 

(15)  P--7-Ä'     1 ji- 

(16)  ,_--j-,(a_|-),    s--^_,^,    '--sf-l»-:,)- 

Von  den  beiden  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Haupt- 
krümmungen,  aus  denen,  als  Koe^zienten,  die  quadratische  Gleichung(lO) 
snsammengesetzt  werden  kann,  ist  K  insofern  die  wichtigere,  als  ihr 
Vorzeichen  Qher  die  gegenseitige  Lage  der  Hftuptkrfimmongsmittel' 
pnnkte  entscheidet.  Dieses  Zeichen  ist  nach  (13)  mit  dem  der  Deter- 
minante rt  —  s*  identisch.     N^nn  wird 

(")  ''-^■-.i.[(-';)(-';)-ir]=?iic- 

Bei  passender  Wahl  des  Äcbsensystems  ist  zn  setzen: - 
fQr  das  Ellipsoid 

£  =  1,      A>0,      B>0,      C>0,      ri  -  s»  >  0; 
fUr  das  einschalige  Hyperboloid 

c  =  l,      Ä>0,      B>0,      C<0,      rt  —  8*<0; 
för  das  zweischalige  Hyperboloid 

£■=1,      ^>0,      jB<0,'     6'<0,      rt~s*>0; 
ftlr  den  Eegel: 

£  -  0,      A>0,      B>0,      C  <  0,      ri  -  s*  -  0. 
2)  Die  Flächen  ohne  Mittelpunkt  sind  in  der  Gleichung 

enthalten,  aus  welcher  folgt: 

KnabliBch,  DllI«natUl|»iDCtrl«,  6 
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?-l.    o-w.    '•-3.    »-».    '-i. 

"-''-AB- 
Nimmt  man  ^4  >  0  an,  Bo  ist 
für  das  elliptische  Paraboloid 

B>0,      ri-s*>0; 
für  das  hyperboÜBche  Paraboloid 

B<0,  r(-s»<0. 
HierDBch  liegen  die  beiden  Hauptkrainmungamittelpunkte  für  daa 
EllipBoid,  das  zweischaüge  Hyperboloid  und  das  elliptische  Paraboloid 
auf  derselben,  für  das  einschalige  Hyperboloid  und  daa  hyperbolische 
Paraboloid  auf  enligegengesetzten  Seiten  der  Fläche.  Für  den  Kegel 
ist  überall  einer  der  Hauptkrümmungsradien  unendlich  groß. 

Daa  Beispiel  der  MittelpunktsSächen  lehrt  zugleich,  wie  man  zu 
Tcr&hren  hätte,  um  bei  der  Aufsuchung  der  Haupttangenten  und  der 
Hauptkrümm  HD  gen  zu  der  Flächendarstellung  (II) 

F(x,  y,  «)  -  0 
überzugeben.     Denn   die   Gleichungen  zwischen  p,  q,  r,  s,  t  sind  be- 
sonilere  Fälle  der  folgenden: 

SF   ,    dF  „         dF   ,    dF  rx 

ex    '    dt^  '       dy    '     ot^  ' 

d'F    ,     d'F  /d'F     ,    S^F   \        dF         „ 


iP+P 


3z  ix 


aus  denen  fQr  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  e  Beetimmungeo 
der  Form 

ßF\*  3'P/aF\»       „g'F  ZFZF       d*F  ,dF\^ 

lä7r  "  ^  J^Kzi)   +  ^dx%^  Tx   2T  ^  W  Igx  j 

_  dFZF^_c^F  lZF\^ _  d^F  SFdF 

"  ^'x^^  dy   i~z  "^  dyd^t  dx   de        dxdy\dz  )        ~dz*    dx  dy 

hervoi^ehen.  Durch  ihre  Einführung  kommt  man  jedoch  zu  ziemlicli 
Terwickeltea  Ausdrücken,  aus  denen  nicht  ohne  weiteres  ersichtlich 
ist,  wie  in  den  gesuchten  Formeln  die  durch  die  Darstellung  (II) 
gegebene,  bei  der  Bevorzugung  der  «-Koordinate  aber  verloren  ge- 
gangene Symmetrie  zwischen  x,  y  und  b  wiederhergestellt  werden 
kann.  Infolge  dessen  ist  es  zweckmäßiger,  das  Problem  der  Haupt- 
krümmungen  ftlr  diese  Darstellung  besonders  zu  behandeln  und  schon 
von  einem  veränderten  Ausdruck  der  Normalkrümmung   auszugehen. 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Der  Eulerache  Sats. 


Der  Bnleraotae  Sata. 


Zanäclut  aber  bedürfen  die  Ei^ebnisse  der  Paragraphen  24  and 
25  noch  in  wesentlichen  Punkten  der  £i^^nzuiig,  da  sie  nur  ui  die 
notwendige  Bedingung  fOr  die  Existenz  extremer  Werte  -der  Normal- 
krOmmong  angeschloBSen  worden  sind.  Eine  Entecheidni^  darfiber, 
ob  den  HauptkrQmmnngen  die  Eigenschaft  des  Maximums  oder  Mini- 
moms  wirklich  zukommt,  steht  noch  aus,  und  ferner  ist  auch  die 
Frage  unerledigt  geblieben,  ob  und  wie  man  den  Ausdruck  fOr  die 
ErQmmnng  eines  Normalschnitts  geometrisch  deuten  kann.  Eine  solche 
Deutung  mufi  darauf  ausgehen,  das  DifTerentialTerhaltnis  X  durch  einen 
Parameter  von  größerer  Anschaulichkeit  zu  ersetzen.  Es  liegt  nahe, 
wie  beim  Meusnierschen  Satze,  also  wie  in  der  Theorie  der  schiefen 
Schnitte,  einen  Winkel  einzuführen,  und  zwar  den  des  betrachteten 
Normalschnitts  mit  einem  der  beiden  Hauptschnitte,  um  sich  von 
der  Form  der  dabei  entstehenden  Relationen  eine  Vorstellung  zu  bilden, 
kann  man  folgende  spezielle  Methode  anwenden. 

Man  wähle  den  betrachteten  Flächenpunkt  zum  Anfangspunkt 
der  Koordinaten  und  lasse  die  Tangentialebene  mit  der  (j:y)-Ebene, 
also  die  Normale  mit  der  i!- Achse  zusammenfallen.     Dann  ist 

x  =  0,      yO,      g^O 
und  nach  S.  52  (16) 

(1)  p-0,     3  =  0. 

Die  Bestimmung^leichung  für  die  Haupttangenten  (§  25  (8))  wird 

Setzt  man  noch 

(3)  3  -  0, 

so  wird  die  eine  ihrer  Wurzeln  Null,  die  andere  unendlichgroß,  d.  h. 
die  beiden  Haupttangenten  fallen  mit  der  x-  und  y- Achse  des  Koor- 
dinatensystems zusammen.  Denn  X,  und  X,  sind  die  trigonometrischen 
Tangenten  der  Winkel,  die,  wie  man  es  ausdrücken  kann,  die  beiden 
Haaptebenen  mit  der  (2jii)-Ebene  bilden,  und  speziell  die  Orthogonalität 
der  Hanptebenen  geht  aus  der  Gleichung 

X^Xj 1 

unmittelbar  wieder  herror. 

Führt  man  p  =  0,  q  =  0,  s='0  in  §  25 (10)  ein,  so  erhält  man 
n^  —  e(r  +  i)n  +  rt  =■  0, 
{n-sr){n-st)-0. 
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Es  sei 

(4)  «-  +  1, 

sodaß  die  FMchfinnormale  und  die  ir-Achse  anch  der  positiren  Rich- 
tung nach  QbereiDatimmen.  Außerdem  sei  die  Bezeichnung  so  ge- 
wählt, daß 

(5)  "!  =  »■;     n»  —  ^ 
wird.    Die  Formel 

C61  «_        _    *_    -  rdx'  +  jgdxds  +  tdy' 

~V'p'  +  ä*"+TCI+J'')<**'  +  »P«<*^'iy  +  a+a')dj(' 

geht  {&r  die  Annahmen  (1,  3,  4)  in 

rdx'  +  ttiy' 

Üher,  und  wenn  noch 

(')  äI-'8« 

gesetzt  und  fttr  r  und  t  nach  (5)  ihre  geometrischen  Ausdrücke  ein- 
gefdhrt  werden,  in 

n,  -|-«.tg'u' 

Diese  Gleichung,  d.  h. 

(8)  M  =-  M,  cos*  ?(■  +  »^  sin*  (f 


enthält  den  Eulerschen  Satz  der  Theorie  der  Normalschnitte.  £r 
liefert  die  Krümmung  eines  beliebigen  solchen  Schnittes  dargestellt 
durch  die  beiden  Hauptkrümmungen  und  den  Winkel,  den  seine 
Ebene  mit  der  za  »  —  n^  gehörigen  Hauptebeue  bildet. 

Es  sei  ausdracklich  hervorgehoben,  daß  w  für  diese  Untersuchung 
eine  speziellere  Bedeutung  hat  als  im  §  11. 

§27. 
Folgerangen  ana  dem  Bulersohen  Satze.     Wendetangenten. 

Die  Gleichung,  deren  Inhalt  eben  als  der  Satz  von  Euler  be- 
zeichnet worden  ist,  beantwortet  die  im  vorigen  Paragraphen  auf- 
geworfenen Fragen.  Erstens  gibt  sie  einen  einfachen  geometrischen 
Ausdruck  fQr  n,  und  zweitens  liefert  sie,  in  der  Form 

(1)  H  =  «,  -f-  {«i  —  Hj)  cos*  K 

i:q,t7edHvG00t^lc 
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geBchrieben,  einen  größten  und  einen  kleinsten  Wert  von  n.  Nimmt 
man  nämlich,  immer  anter  ÄasscUuB  der  Kreiepnnkte, 

1,2)  "■  >  ", 

an,   so   Bieht   man,    daß   zu   cos'  w  =  \    ein   Maximoiu    der   Normal- 

krilmmimg,  und  zwar  n^,  zu  cos  w  —  0  ein  Minimum,  »j,  gehört. 

Aber  der  Eulerache  Satz  gibt  zu  einer  großen  Anzahl  weiterer 
Folgerungen  VeranlaBsung.  Es  sei  n  die  Krümmung  eines  zweiten 
Nonnalschnitt«,  der  den  Winkel  w'  mit  der  ersten  Hanptebene  bildet, 
für  den  also 

(3)  »'  —  «(  GOB*  tc'  +  «I  sin'  w' 

ist.     Sind  die  beiden  Schnitte  auf  einander  senkrecht,  so  hat  man 

cos'  tv'  =  Bin'  w,     sin'  w'  =  cos*  w, 
also 

(4)  n  +  k'  "  tii  +  tij  ; 

die  Summe  der  KrOmmnngen  zweier  orthogonalen  Normalschnitte  ist 
konstant  und  gleich  der  Summe  der  Hauptkriimmungen. 

Derselbe  Satz  gilt  für  zwei  Normalschnitte,  die  die  Winkel  w 
und  -  -  —  w  mit  einem  Hanptschnitt  bilden.  Aus  beiden  Sätzen  zu- 
sammen oder  ebensü  einfach  auf  direktem  Wege  findet  man,  daß 
zwei  Normalschnitte  gleiche  Krümmung  haben,  wenn  sie  gegen  einen 
Hanptschnitt  gleich  geneigt  sind. 

Von  Sätzen  dieser  Art  kann  eine  ganze  Anzahl  sofort  hin- 
geschrieben werden,  wenn  man  das  Eulersche  Theorem  in  Beziehung 
zu  der  Theorie  der  Kegelschnitte  setzt,  eine  Beziehung,  deren  innerer 
Grund  sich  im  §  33  (S.  107)  herausstellen  wird.  Zunächst  seien  ^j 
und  Qf  von  demselben  Vorzeichen.  Es  genügt,  die  Diskussion  unter 
der  Voraussetzung 

p,  >  0,  Q,>0 

anzustellen.     Dann  ist  nach  der  Gleichung 

(6)  L^2°t-L+«^1^ 

aach  if  eine  positive  Größe.  Es  sei  nun  wieder  der  betrachtete 
Flächenpunkt  Anfangspunkt  eines  KoordinatensystemB  in  der  Tangen- 
tialebene, dessen  Achsen  mit  den  Haupttaugenten  zusammenfallen. 
Auf  dieses  System  sei  die  Ellipse 
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bezogen.    Geht  man  zu  Polarkoordinaten  mit  dem  Radiusrektor  r  and 
dem  Richtongs Winkel  v>  über,  so  erhält  man 

eine  Gleichnng,  die  auch  aus  (5)  durch  die  Annahme 


entsteht.  Dies  gibt  folgenden  Ausspruch  des  Eulerscben  Satzes: 
Eonstroiert  man,  unter  der  Voraussetzung,  daS  die  HauptkrOmmungs- 
radien  posttir  sind,  in  der  Tangentialebene  eine  Ellipse,  filr  welche 
die  Haaptacbsen  mit  den  Hanpttangenteu,  die  Quadrate  der  Längen  der 
Halbachsen  mit  den  HauptkrQmmnngsradien  Übereinstimmen,  so  ist 
der  ErammungsradiuB  ii^end  eines  NormalschnittAS  gleich  dem  Quadrate 
desjenigen  Halbmessers  der  Ellipse,  der  in  die  Tangente  des  Normal- 
achnitts  fallt. 

Zweitens  seien  ^^  und  (>,  von  verschiedenem  Zeichen, 

Ci>0,         p, ej'<0. 

p  nimmt  positive  und  negative  Werte  an.  Im  ersten  Falle  ist  dum 
Q  gleich  dem  Quadrat  eines,  entsprechend  wie  vorher  z'i  definieren- 
den Halbmessers  der  Hyperbel 


Im  zweiten  Fall  wird  die  Bestimmung  des  absoluten  Betrages  von  ? 
in  derselben  Art  mittels  der  konjugierten  Hyperbel 

geleistet. 

Den  gemeinsamen  Asymptoten  beider  Hyperbeln  entsprechen  die 
durch 

(6)  tg„_±]/-]! 

gekennzeichneten  Richtungen.  Für  jede  von  ihnen  ist  die  Krlmmung 
des  zugehörigen  NormalBohnitts  gleich  Null;  und  da  ein  Punkt  einer 
ebenen  Kurve,  in  welchem  dies  eintritt,  im  allgemeinea  ein  Wende- 
punkt ist,  so  werden  die  beiden  Tangenten  als  Wendetangenten 
bezeichnet.  Der  allgemeine  Ausdruck  von  »  lehrt,  daß  sie  der  Gleichung 

(7)  L  +  2MI  +  NX*  -  0 
genügen. 
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Der  Bnlersolie  Sats  für  die  I.  FUohendantellnng. 

Der  im  §  26  gefühlte  Beweis  des  Enleracheu  Satzes  ist  zwar 
Bebr  einfach,  und  die  besonderen  ÄnnahmeB,  durch  die  diese  Einfach- 
heit herbeigefahrt  wird,  sind  aach  sonst  von  Nntzen,  solange  es  sich 
nur  um  die  Betrachtung  einer  Fläche  in  der  unmittelbaren  Umgebung 
eines  bestimmten  Punktes  handelt.  Aber  für  weite^ehende  allgemeine 
Untersuchungen  sind  sie  nicht  brauchbar,  und  es  ist  deshalb  wünschens- 
wert, schon  für  die  Herstellung  einer  Relation  zwischen  n,  n^,  n^ 
und  tc  ßiu  Verfahren  zu  haben,  bei  dem  man  auf  das  Büdungsgesetz 
der  allgemeinen  Formeln  nicht  zu  verzichten  braucht. 

Ein  solches  Verfahren  ist  übrigens  leicht  angebbar.  Setzt  man 
in  der  Formel  S.  35  (13) 

so  erhält  man 

^S«'  =  s  +  F(l  +  X,)  +  GH; 

oder,  da  wegen  der  Orthogonalität  der  Hauptebenen 

E  +  F{li  +  A,)  +  Gl^i^  -  0, 
also 

E+F{lL  +  i.)  +  Gii,  ='iF+  Ol,)  (l  -  i,) 
ist, 

.  Tß  —  K) 

In  diese  Gleichung  kann  man  mittels  §  34(12)  (S.  76)  n,  und  n^  statt 
i,  und  i,  einführen,  und  hat  dann  A  aus  ihr  und  der  Formel  für  « 
(§24(1),  S.7&)  zu  eliminieren.  Diese  Rechnung  bietet  keinerlei  Schwierig- 
keiten, wird  aber  in  der  Durchführang  umständlich;  und  wenn  man 
sie  durch  symmetrische  Behandlung  von  n,  und  n^  fibersichtlicher 
machen  will,  so  muß  man  den  Eulerschen  Satz  als  schon  bekannt 
voraussetzen. 

Eine  andere  Methode,  die  in  Rede  stehende  Relation  herzuleiten, 
beruht  auf  der  einfachen  Bemerkung,  da&  die  Größe,  die  gleich  Knll 
gesetzt  nach  §  24(15)  (9.  77)  die  HauptkrQmmongen  liefert,  die  Deter- 
minante der  quadratischen  Differentialform 

(En-L)du'  +  2{Fn  -M)dudv  +  (Gn  -  N) dv*  =  An  -  B 

ist.  Da  nun  eine  binäre  quadratische  Form  von  verschwindender 
Determinante    als    Quadrat    einer   linearen   Form    dai^estellt   werden 
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bann,  so  müssen  An,  —  B  and  An,  —  B  als  Quadrate  linearer  Diffe- 
rentialformen  erscheinen.  Umgekehrt  werden  A  nnd  B  algebraische 
Summen  solcher  Quadrate,  eodaß  man  setzen  darf: 


Bei  dieser  Schreibweise  kommt  zum  Ausdruck,  daß  A,  als  deäuite 
Form,  der  Summe  (nieltt  Differenz)  der  Quadrate  zweier  reellen  linearen 
Formen  gleich  wird.  Die  Größen  ^^  und  ^|  auch  in  der  ersten 
Gleichung  noch  mit  Faktoren  zu  versehen,  würde  zwecklos  sein,  weil 
die  Quadratwurzeln  aus  diesen  Faktoren  in  die  Eoei^zienten  der 
linearen  Formen  ^(,  ^  aufgenommen  werden  könnten.  So,  wie  die 
Gleichungen  aufgeschrieben  sind,  enthalten  sie  hei  gegebenen  Eoefd- 
zienton  von  A  und  B  die  Aufgabe,  sechs  Größen,  nämlich  v,,  r,  und 
die  Werte  von  p,,,  .  .  p,,  in 

aus  ebensorielen  Bedingungen  au  berechnen,  die  ans  der  Vergleichung 
der  Koeffizienten  von  du\  dudv  uod  dv*  anf  den  linken  und  rechten 
Seiten  hervorgehen. 

In  Fo^e  des  Ansatzes  für  A  und  B  lassen  sich,  wie  unmittelbar 
ersichtlich,  Avj—  B  und  B  —  Av,  als  Quadrate  von  yv,  —  v^  ^j  und 
V^i  ~  "i  ^1  darstellen.  Vj  und  Vj  müssen  also  Wurzeln  der  Gleichung 
sein,  die  durch  Nullsetzung  der  Determinante 

Ev-L,     Fv-M\ 

Fv-M,    Gv-N  ! 
entsteht.     Und  da- sich  diese  Gleichung  von  §  24  (15)  nur  durch  die 
Bezeichnung    der    Unbekannten    unterscheidet,    so    sind    v^,   v,    mit 
»,,  n,  identisch. 

Die  beiden  Gleichungen  fQr  A  undB  nehmen  hiemach  die  Form  an: 

*  =  *!+*! 

Aus  ihnen  folgt 

Für  ¥.  -  0  wirf  »  -  »1,  für  $,  -  0    »  -  »,.    Die  durok 

p,i  +  p„l  —  0     und     Pu  +  Jiisi-O 
bestimmten  Werte  von  l  müssen  also  mit  ^  und  .t,  übereinstimmen. 
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Was  nun  die  Orößea  pn  angabt,  bo  gelten  für  sie  in  Folge 
TOD  (3)  die  Bedingungen 

Pi,  +  P'i  =  ^ 
(4)  .  PiiPii+PnPu-^ 

Pf»  +  Pt>~^> 

f*iPu  +  "tPi,  =  ^ 

(Ö)  «iPllJ'li  +  »iPilPK=^ 

tiPh+^sPh  =  ^- 
Das  erste  dieser  Systeme  kann  maa  dazu  benotzen,  auch  die  bilineare 
Form,  die  den  Zähler  von  coew  bildet  {S.  33(8)),  durch  die  in  (2) 
aullteteaden  linearen  Formen  darzustellen.     Setzt  man  tüimlich 

.„wird  p.,U+p„i.-%, 

(7)  £ii»«ii  +  F{<luev  +  dvlu)  +  Odväv  -  $,$,  +  ^J.^!,, 
also  femer 

(8)  cos  ,c---.__?'A+^. *_._-... 

Den  Bpeziellen,  im  §  26  definierten  Wert  von  w  erhält  man  fllr 
«ßj  =-  0.  Schreibt  man  dann  für  $,  und  Ißj  wieder  ^i  und  %,  um 
einen  beliebigen  Normalschnitt,  wie  in  den  rorbergehenden  Para- 
graphen, durch  j     (nicht  ^"j  zu  kennzeichnen,  so  erhält  man 

*.' 
*?  +  *.'  ■ 

Die  Zusammenstellung  dieser  Ausdrücke  mit  (3)  liefert  unmittelbar 
die  Eulersche  Formel 

«  =■  «j  cos'  wj  +  »j  ain^  w 
wieder.     Der  Euierache   Satz   steht   hiemach  im   engsten   Zusammen- 
hange mit   der  simnltanes  Transformation  der   beiden   Grondformeik 
A  und  B  der  Flächentheorie  in  algebraische  Summen  von  Quadraten 
linearer  Differentialformen. 


HauptkrOmmimgen  und  Hanpttangenten  für  die 
H.  FiaohendarateUung. 
Zur  Bestimmung  der  Haupttangenten  und  der  Hauptkrammtmgen 
einer  Fläche,  die  durch  die  Gleichung 
(II)  F(x,y,,)-0 


(9) 

co.'»- 

und  demnach 

(10) 

sin"«  _ 
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gegeben   ist,   gehen    wir   aaf   den   zuerst    gefundenen   Ansdnick    der 
NoTTDalkrammang  (§  18  (1)) 

zurück,  in  welchem  Ober  die  Art  der  Fläcbendarstdllung   noch  nicht 
TerfQgt  war. 

Unter  der  jetzigen  Annahme  gelten  fQr  die  RicbtungakoBinos  der 
Normale  nach  §  15(12,  15)  (3.  50,51)  die  Formeln 


(2) 

dF 
TT' 

Wo'ea  zweckmäßig 

erBChemt,  Bollen  statt 

',       n,       ' 

»1,      »1,     «. 

gebraucht 

werden. 

Setzt 

man  dann 

(8) 

>lBO 

8F 

Sx  ' 

W 

3J-       j,            Sf       r. 

(4) 

Bo  wird 

(6) 

""TT      Xix} 

Die  Snmmationen  erstrecken  Bicb  hier  immer  auf  die  Werte  1,  3,  3. 
Nun  genügen  die  Differentiale  dx^,  dx,,  äx^  der  Bedingung 

(6)  2F,dx,-f!, 
aus  der  weiter 

(7)  2F,dfx,^'XdF,dx,-li 

herrorgeht.    Für  die  zweiten    partiellen  Ableitungen    der  Funktion 
Fix,  y,  B)  oder  Fix^,  x^,  x,)  sollen  die  abkürzenden  Bezeichnungen 


(8) 

^^  =  ^. 

l'F        p 

gelten. 

Dann  ist 

<'F.=;^^^dx,-;^F„dx„ 

D.qil.zMByG001^IC 


Die  Sormollaümmimg  fQr  die  n.  Flächendaratellung.  91 

tmd  nacli  (7) 

Der  Ausdruck  der  NormalkrammuDg  wird 

(9)  „__j;^. ■..'_____. 

Er  hätte  aus  der  Theorie  der  NormalscliDitte  (§  19 — 22}  entnommea 
werden  kdnnen.  Fflr  die  in  ihm  auftretendea  ßichtungskoBinus  der 
Tangente 

dx,  da:,  dl, 

Y^tlx'i '       ysdxj '       yzäx} 

mögen  die  Zeichen  a,  b,  c  beibehalten  werden,  weil  die  Tangential- 
normale  in  dieser  Untersuchung  nicht  Torkommt  (vgl  S.  Ö4).  Es 
ist  dann 

(10)  n ^iF,,a'  +  F„b'  +  F„c'+2F„bc  +  2F^,ca  +  2F,,ab), 

ä.  h.  K  erscheint  als  eine  teroäre  quadratische  Form.  Ihre  Argumente 
a,  b,  c  können  nur  von  einem  Parameter  abhängen,  und  in  der  Tat 
erfüllen  sie  als  Richtungskosinus  die  Identität 

(11)  a»+6»+c»-l-0, 

und  speziell  fOr  eine  Fläohentangente  die  Bedingung  (6),  d.  h. 

(12)  Fia  +  F,b  +  F^c  =  0. 

Dm  non  die  extremen  Werte  der  Normalkrümmnt^  oder,  was 
anf  dasselbe  hinauskommt,  der  Größe  —nWzn  Sachen,  bat  man  das 
aus  der  Theorie  der  relativen  Maxima  und  Minima  bekannte  Verfahren 
anzuwenden.  Man  multipliziere  die  linken  Seiten  der  Bedingungs- 
gleichungen (11)  und  (12)  mit  vorlänög  unbestimmten  Größen  — (i 
und  —2v  und  füge  die  Produkte  zu  —  mTT  hinzu.  Alsdann  gehe 
man  auf  das  absolute  Maximum  und  Minimum  der  Größe 

~nW-fi{a'  +  b*+c'~l)--  2v{Fja  +  F,&  +  F,c) 
aus,  indem  man  ihre  partiellen  Ableitungen  nach  a,  b,  e  einzeln  gleich 
Knll  setzi     Dies  liefert 

(^n  -  h)  ö  +  F^,b  +  Ft,c  -  vF,  =  0 

(13)  F^^a  +  {F„-ii)b  +  F„c~vF,  =  0 
F,^a-i-F„b  +  {F„~p.)c-vF,^0. 

Die  Gleichungen  (11,  12,  13)  enthalten  fünf  Bestimmungen  fOr 
ebensoviel«  unbekannte  Größen,  nämlich  a,  b,  c,  ii  und  v.  Ton  diesen 
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sind  y,  and  v  nur  hilfsweise  eingeführt  worden;  dagegen  kommt  es 
auf  die  Werte  von  a,  b,  e  wesentlich  an,  denn  diese  müssen,  in  (10) 
eingesetzt,  die  gesuchten  ausgezeichneten  Werte  von  n  geben. 

Eliminiert  man  non  v,  indem  man,  zum  Zweck  der  Benutzung 
von  (13),  die  drei  Gleichungen  (13)  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c 
multipliziert  und  addiert,  so  erhält  lava 

-  nW-n  (o*+  6*+  c»)  =  0, 
also  weiter  bei  Hinzuziehung  von  (11): 
(14)  ft  =  -»>r. 

Das  heifit:  Wenn  die  Hilfsgröße  (i  aus  dem  vorliegenden  Gleichung»' 
System  mit  bestimmt  wäre,  so  wQrde  es  der  Berechnung  von  tt  in 
der  oben  angedeuteten  Weise  nicht  mehr  bedürfen. 

Es  ist  aber  leicht,  eine  Gleichung  ßir  (t  allein  herzustellen.  Das 
System  (13,  12)  kann  als  linear  und  homogen  in  o,  b,  c  nnd  n  be- 
trachtet werden.  Da  nun  diese  Größen  wegen  der  Relation  (11)  nicht 
gleichzeitig  Kuli  sein  können,  so  muß  die  Determinante  des  Systems 
verschwinden,  also 

f,,-!',     i\„       y,„     -f.  I 

F„,            -F.,,  y„-c,  F, 

'        F„             Fl,  F„  0 

sein.  EQr  fi  sein  Wert  aus  (14)  eingesetzt  und  die  partiellen  Ab- 
leitungen ausgeschrieben: 


(Ib) 


(16) 


ü^         ?'^  +  „ir         "'"  ^?l 

cxSy'  dy*  '  dydt'  3y   | 


'  dF  dF  SF  „ 

i         8»  '  et'  d'  • 

Dies  ist  für  die  Flädiendarstellnng  (11)  die  quadratische  Gleichung 
der  Hanptkrümmungen.  Aus  ihr  ergibt  sieh  im  besonderen  für  da« 
Produlit  »f  »j  der  übersichtliche  Ausdrucli 

i  F„    I\,    F„    F,  I 

(17)  K-         -~'         -     ■''"    ^"    ^^    ^•'■ 

^     >  -^       (Fl  +  Fl  +  FD-     j,.       p       _f.       p    I 


F,     F,     F,      0   ' 

ligitiodhiGoOl^lc 


Die  Haapttftngenten  ffli  die  IL  Flächen daratelluDg.  9'i 

Nach  Bestimmung  toq  ft  lassen  sich  die  Richtungskosinus  a,  h,  c 
ihren  VerhältaiBsen  nach  aus  dem  homogenen  System  in  bekannter 
Weise  darstellen  und  dann  mittels  der  Gleichung  (11)  bis  auf  ein 
Vorzeichen  vollständig  berechnen.  Zu  jeder  der  beiden  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  (15)  gehört  dabei  ein  System  von  Kosinus; 
jeder  Hauptkrümmung  wird  also,  wie  es  sein  mufi,  eine  Haupttangente 
eindeutig  zugeordnet. 

Kommt  es  hierauf  nicht  an,  sondern  soll  nur  die  quadratische 
Gleichung  der  Haupttangenten,  die  wir  fQr  die  Flächendarstellungen 
(I)  und  (III)  bereits  kennen,  auch  far  die  Darstellung  (II)  gebildet 
werden,  so  ist  aus  dem  Gleichungssystem  (13)  außer  v  auch  (t  zu 
eliminieren.     Dann  ergibt  sich 

\F„a  +  F^b  +  F„e,    a, 
(18)  .F,^a  +  F„h  +  F„c,    b, 

F„a  +  F„b  +  F„e,     e, 
oder  nach  MnltipUkation  mit  ds* 

dx'  '   SxSy    ^       8x9»      ' 

Z'F 

V 


(19)  f^dx+^'-^-dy+ftdi,     d„,      "'-0. 


-dx-\ 


F, 

F, 

-0 

F, 

dx, 

dx 

dt, 

dF 

dt, 

zr 

—  ""fir," 

Bei  dieser  Schreibweise  kommt  die  Relation  (11)  nicht  mehr  in  Be- 
tracht. Die  Differentiale  sind  nnr  der  Bedingung  (6)  unterworfen, 
aus  der  man,  freilich  unter  Verzicht  auf  die  Symmetrie,  eines  der 
beiden  Differentialverhältnisse  entnehmen  könnte,  um  eine  quadratische 
Gleichung  für  das  andere  zu  erhalten.  Ist  dieses  etwa  -^ ,  so  geht 
die  Gleichung,  wenn  man  F{x,  y,e)  —  e  —  z  {x,  y)  annimmt,  in 
§  25  (8)  (S.  80)  aber. 

Schreibt  man  (19)  in  der  Form 


dF^, 

dx. 

F, 

(20) 

dF„ 

d'J, 

F,    -0 

dF,, 

dl. 

F, 

oder  kürzer 

[dF,, 

dx, 

-f.l  -  0, 

nnd  ftihrt  statt  der  ersten  partiellen  Ableitangen  von  F  die  Ricbtnngs- 
kosinns  der  Normale  mittels  der  Gleichungen  (2) 

f  1  -  WX,        Fi  =  WY,        F^  =  WZ 
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wieder  ein,  bo  kommt 

[WdX+XdW,    dx,     WX]-0 
und  nach  einigen  unmittelbar  ersicbüiclien  Umformungen 

j  dx       dy       de   \ 

(21)  ■■    X        ¥        Z    1-0. 

I  dX      dY      dZ  I 

Diese  Form  der  Bestimmungegleiehnng  der  Haupttangenten  Iiat  mit 
der  speziellen  Darstellung  der  Fläche  nichts  zu  tun.  Man  mnfi  also 
ans  ihr  z.  B.  die  Gleichung  §  24  (5)  (S.  76)  wieder  herleiten  können. 

§  30. 

Tnuformtmg  der  TOThergehenden   Oleiobnngen   duzoh  EinfUhrang 

der  Biobtungekosintu  der  Nonnale. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführte  Untersuchung  hatte 
den  Zweck,  die  beiden  quadratischen  Gleichungen,  von  denen  die 
EauptkrOmmungen  und  die  Haupttangenten  abhängen,  so  darzustellen, 
daß  ihre  Eoefitzienten  unmittelbar  aus  der  linken  Seite  der  Flächen- 
gleichong  (II)  gebildet  werden  können.  Äufierdem  ist  das  Auftreten 
von  Quotienten  möglichst  vermieden  worden.  Legt  man  speziell  auf 
diesen  Umstand  kein  Gewicht,  so  wird  man  grundsätzlich,  statt  mit 
den  Ableitungen  ,  -  ,  „  ,  .  ,  mit  den  Größen  X,  Y,  Z  operieren, 
schon  ihrer  anschaulichen  Bedeutung  w^en.  Es  versteht  sich  von 
selbst,  daß  jene  Größen  nicht  in  jeder  beliebigen  Rechnung  durch 
diese  vertreten  werden  können,  weil  X,  Y,  Z  nur  von  den  Verhält- 
nissen F^ :  F^ :  F,  abhängen;  aber  in  dem  Ausdruck  der  Normal- 
krflmmung,  der  hier  überall  die  Grundlage  der  Untersuchui^  bildet, 
kommen  eben  die  ersten  Ableitungen  bloß  in  den  Verbindungen 
X,   Y,  Z  vor. 

In  allen  auf  die  FlachendarsteUung  (II)  bezüglichen  Formeln 
sollen,  wie  bisher,  unter  dea  partiellen  Ableitungen  solche  im  eigent- 
lichen Sinne  verstanden  sein,  bei  deren  Bildung  also  x,  y,  e  als  von- 
einander unabhängig  angesehen  werden.  Die  Größen  X,  Y,  Z  gelten 
als  definiert  dvirch  die  Gleichungen  §  29  (2). 

Als  Anegangsformel  werde  jetzt 

"  ^  ~~dx''+dy'  +  di' 

(S.  74  (2')  angenommen.     Setzt  man  darin 
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und  fahrt  wieder  die  EoBinas  a,  b,  c  ein,  so  erlüllt  man 

dx       ^  dy      ^  dt      ^ 

Ut  +  3V )  *"  +  b:^  +  "s^^ ) '"  +  (ay  +  ä-^ )  ''*■ 

Die  Funktion  von  a,  h,  c  ist  unter  den  Bedingungen 

(2)  «i+6»+c«-l-0 

(3)  Xa  +  rfc  +  2c  -  0 

(§  29  (11,  12))  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen;  d.  b.  es 
Bind  die  partiellen  Ableitungen  too 

-»-/(a»+fc»+c»-  l)-2v'(Xa+  Yb  +  Zc) 

nach  a,  b,  c  zum  Verschwinden  zu  bringen. 

(ll+lf)»+(lf+")»  +  ^(Tf-''')«-2''-^-°- 

Die  Multiplikation  mit  a,  b,  c  und  Addition  liefert 
(6)  /--» 

and  demnacli  die  Elimination  von  a,  b,  c  und  v'  ans  (4)  und  (3): 
9  (■'■=' j-.'l  8X  ,    äl'         »X       80       y 

^lw  +  ")'      ay  +  a«'      av+a«'    ^ 

ai;      8X     ,liY  .^         »Y      »z      y 
(6)  a«  "•"  ay'        \dy^     )'         82  "^8y'  _  0. 

8Z       ax  iZ       cY      „/2Z    ,A        y  ' 

X,  r,  z,        ü  \ 

Die  Determinante  auf  der  linken  Seite  ist  von  der  in  der  entsprechen- 
deu  Gleichnng  §  39(16)  dadurch  unterschieden,  daß  bestimmte  Ele- 
mente, die  dort  eingliedrig  sind,  hier  als  Binome  erecheiuen.  Dies 
rQhrt  daher,  daß  in  der  Formel  §  29  (9)  die  Relationen 

Fu-Fn  (i,*-l,2,3l  i^i) 
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benutzt  sind,  d^egen  nicht  in  dem  Ausdruck  (1)  von  n,  der  jetzt 
den  Anfangspunkt  bildet  Wendet  miui  sie  auch  hier  an,  so  kann 
man  in  jedem  der  drei  Binome,  die  in  (1)  als  KoeiMzienten  von  bc,  ca 
und  ab  anftreten,  die  beiden  Bestandteile  in  einfache  Beziehungen  zu 
einander  bringen.     Es  werde  zur  Abkürzung 

1    3W_  1   bW  1   dW 

W'dx    """i'      W  dy    ""'ä"     M^  Bz    '^"8 

gesetzt,  so  ändet  sich 

(7)  ^-^^^u;X-w,Z 


h 


:-w,Y-u',X. 


Diese  Relationen  mögen  dazu  benutzt  werden,  aus  der  ersten  Zeile 
der  Determinante  die  Ableitungen  von  Y  und  Z  zu  entfernen  und 
die  beiden  folgenden  Zeilen  entsprechend  umzuformen.  Die  Glei- 
chung (6)  heißt  dann: 


V-  +  »,    2''/^-w.Y  +  w,X,     2.^^-w.Z  +  w.X,X 

'^-^w.X+w,Y,     2(~  +  n),    2l^-w,Z+iv,Y,    Y 
,x         '  \dy         r        cz  »  '     ' 

%^xv,X^w,Z,     2^-w,Y+tv,Z,    2(|f  +  «),    Z 

X,  Y,  Z,  0     : 

Wird  nun  weiter  die  letzte  Zeile  der  Determinante,  nach  Multipli- 
kation mit  w, ,  iCj  und  w,  der  Reibe  nach,  zur  ersten,  zweiten  und 
dritten  Zeile  addiert,  hierauf  dieselbe  Operation,  nur  iür  —  w^,  —  tc^, 
—  tf,  als  Multiplikatoren,  mit  den  Spalten  angestellt,  so  ergibt  sieb 

d^'  cy'  \de     '      /' 

'      -X,  '^,  z,  0 

Endlich  kann  man  die  Determinante  auf  den  dritten  Grad  bringen, 
indem  man,  nach  Hinzufflgnng  des  Faktors  —  2n  in  der  vierten  Zeile, 
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die  mit  X,  Y  und  Z  multiplizierte  erste,  zweite  und  dritte  Zeile  zu 
der  Tieften  addiert  und  die  aus  der  Identität 


folgenden  Relationen 
(8)  £X 


dX 


0,    £X^-0,    LX 

dy         ' 


benatzt.     Dann  werden  nämlicli  die  drei  ersten  Elemente  der  vierten 
Zeile   gleich   Null,    daa    letzte    gleicK   Eins,   und   die   umgewandelte 
Gleicbmig  lautet  nach  W^lassung  des  Faktors  2': 
BX  ^  _      


(9) 


r  +  n, 


r  +  «. 


=  0. 


dZ 


dz 


+  «  I 


Sie  hat,  nach  Potenzen 


dy' 
on  n  geordnet,  die  Form 


scheint  also,  wenn  man  sie  ohne  Racksicht  auf  ihre  Entstehung  be- 
trachtel^  in  n  Tom  dritten  Grade  zu  sein.     Aber  die  Größe 


ar   dY   d_Y\ 

dx      dy       de  ! 
dZ      dZ      Z7.  I 

dy     3«  i 

ist   in   Folge   cler   in  X,   Y,  Z  homogenen   linearen   Gleichungen   (8) 
gleich  Null,  sodaß  sich  die  Gleichung  auf 

»*+-An  +  -B  =  0 
reduziert     Entnimmt  man  nun  A  und  B  au3  der  Determinante,   so 
tindet  man  fQr  die  Summe  der  HauptkrQmmangen  die  elegante  Formel 

(10)  ir--(|fH 

und  fQr  das  Produkt: 


(11) 


\dy   Sa        dt  'dy) 


inex_ 

~\dt   ix 


LnoblBnah,  DIIIenDUalg» 
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§  31. 
Umdrehtuigiflaohen. 

Unter  dea  Flächen,  die  durch  epezielle  geometrische  Eigenschaften 
definiert  werden,  sind  die  Umdrehnngaflächen  (Rotation eSächen) 
besonders  wichtig.  Eine  Umdrehungsfläche  entsteht  durch  ver- 
schiebimgslose  Drehung  einer  ebenen  Kurve  um  eine  feste,  in  ihrer 
Ebene  gelegene  Gerade,  die  Achse  der  Flache.  Jeder  Funkt  der 
Kurve  beschreibt  dabei  einen  Kreis,  welcher  Parallelkreis  genannt 
wird;  die  erzeugende  Kurve  selbst  wird  als  Meridian  der  Umdrebungs- 
fläche  bezeicbnet. 

Behufs  einer  einfachen  analytischen  Darstellung  einer  solchen 
Fläche  nehme  man  die  Achse  als  ^-Acbse,  die  Ebene,  in  der  die 
Meridiankurve  ursprünglich  gelegen  ist,  als  {xg)-Ebene  des  rechtwink- 
ligen kartesischen  Koordinatensystems  an.    Die  Gleidinng  der  Kurve  sei 

(1)  ,-flx). 

Irgend  eine  durch  die  Achse  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche  in 
einer  zu  dieser  Kurve  kongruenten;  nimmt  man  demnach  in  der 
Schnittebene  ein  Koordinatensystem  (u,  ^)  an,  das  denselben  Anfange- 
punkt hat  wie  das  System  (x's),  so  muß 

',-M 

die  Gleichung  der  Schnittlinie  sein.  Nun  bat  man,  bei  der  Bedeutung 
von  u  als  Radiusvektor  in  der  {xy)-Ebene, 

(2)  «'-^'^y' 

fOr  alle  Funkte  einer  beliebigen  Meridiankurve;  demnach  ist 

(3)  ,-f{y^+f) 

die  Gleichung  der  Umdrehnngsfiäche. 

Um  die  Theorie  der  Hauptkrßmmungen  auf  diese  Flächen  an- 
zuwenden, wird  man  sich  der  Fonneln  des  §  25  bedienen,  weil  die 
darstellende  Gleichung  (3)  nach  z  aufgelöst  erscheint.  Für  Vä:*-|- j' 
BoU  zur  Abkürzung  das  Zeichen  u  beibehalten  werden.  Dann  gelten 
fQr  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  e  nach  x  und  y 
die  Formeln  _ 

p-r(»)f 

5-r(«)* 
-•  -    /■■(»)  l',  +  rw  f-! 
» — rWJ+rwf 
'-■  f(«)'^!+r(»)|i- 
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Diese  Ausdrucke  kSnnen  ßlr  die  vorliegende  Untersuchung  noch  - 
TereiD&cht  werden.  Da  nämlich  die  Umdrehungsfläche  in  allen 
Punkten  eines  Parallelkreises  dieEelfae  Gestalt  hat,  so  braucht  sie  nur 
iiir  einen  der  beiden  Punkte  betrachtet  zu  werden,  in  denen  der 
Parallelkreis  vom  Radius  u  die  (ä:e)-£bene  schneidet.  Nimmt  man 
den  Punkt,  für  welchen  a:  >  0  ist,  so  wird 

also 


■rw,  3-0,  ---rw, 


-0,     (_'- 


fW 


Fülirt  maa  diese  Werte  in  §  35  (10)  ein,  nachdem  man  darin  »  = 
gesetzt  hat,  so  folgt 

£i-'|:  w  (,.  _ .  yn  r&r  (r  w  +  (i + rw)  ''f)  c 
+  (i+rw')'-o 


oder 


<■'- 


la  +  r  w")'  j 
1.    f'w     ^ 


/■•« 


i).^'% 


.  0. 


Die  Wnraeln  dieser  Gleichung  sind 


■  l  +  f'Wt 


(6)  p,_,=-.y,^^-:..^,     p,. 

Der  erste  Ausdruck  stimmt,  abgesehen  vom  Yorzeichen,  mit  dem 
Krümmungahalhmesser  der  Meridiankurve  (iberein;  von  dem  zweiten 
ist  leicht  zu  zeigen,  daß  er,  ebenfalls  dem  absoluten  Betrage  nach 
genommen,  das  Stück  der  Normale  darstellt,  das  sich  von  dem  be- 
trachteten Punkte  bis  zur  Achse  erstreckt.  In  der  Figur  hat  man 
nämlich 

AN' -  AB*  +  BN' 

-  x'+3^  ctg»  V- 

=-X^  {1  +  ctg»  (je  —  y)). 


tmd  da 

tgy. 

-rw 

AS'-' 

(i+rw) 

Nach  dem  Zeichen 

von 

richtet  es  sieb,  ob  die  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte,  also  das 
Krümmnngszenbiim  M  des   Meridians    und   der   Schnittpunkt  N  der 


,Göot^lc 
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Normale  mit  der  Achse,  durch  die  F^he  von  einoDder  getrennt  sind 
oder  nicht.  Die  Bedeutung  dieses  Vorzeichens  für  die  Gestalt  der 
Meridiankarre  tritt  am  anschaulichsten  hervor,  wenn  längs  der  Eorre 
nicht  s  als  Funktion  von  x,  sondern  umgekehrt  x  als  Funktion  von  x 
betrachtet  wird, 

Zur  Transformation  der  Resultate  kann  man  sich  der  Formeln  aus 
der  Theorie  der  invereen  Funktionen 

m-i^y     n')  —  'y^ 

bedieneo;  sie  liefern  im  besonderen 

Hiemach  ist  ri  —  s*  positiv,  wenn  g{z)  und  g"(ji)  ungleiche  Vor- 
zeichen hahen,  negativ  im  entgegengesetzten  Falle.  D.  h.  die  Haupt- 
krümmungsmittelpunkte liegen  auf  derselben  oder  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Fläche,  je  nachdem  die  Meridiankurve  der  Achse 
die  konkave  oder  die  konvexe  Seite  zukehrt. 

Unter  den  Flächen,  für  welche  die  zweite  Annahme  gilt,  ist  die- 
jenige bemerkenswert,  bei  der  M  und  N  gleichen  Abstand  vom  Flächen- 
punkte Ä  haben,  für  die  also  die  Bedingung 
Pi  +  e»  ■=  0 

gilt.  Die  «-Koordinate  dieser  F^he  muß  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

(6)  (H-«')r-2M.  +  (H-j,')l-0 

genügen,  die  aber,  weil  es  nur  auf  den  Meridian  ankommt,  durch  die 
gewdhnliche  Differentialgleichung 

vertreten  werden  kann.     Setzt  man,  da  f(x)  nicht   explizite  auftritt, 


rw=-n 

so  hat  man  «■'  aus 

-£  +  "■(1  + 
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zu  beetimmeu.     Die  Integration  liefert 

, adx__ 

Y^—  a*  +  X  ^  ae    » 
fOr  a  und  «^  als  willkürliche  Konstanten.    Bildet  man  a 
Gleichnng 

und  eliminiert  die  Wurzelgröße,  so  erhält  man 


*-|(«    '     +e    '  <•    ). 


Dft8  ist  die  Gleichung  einer  Kettenlioie.  Die  hier  betrachtete  Um- 
drehnngsSäche,  deren  Ueridian  die  Eettenliuie  ist,  wird  als  Katenoid 
bezeichnet. 

Da  fSr  die  ümdrehnngsfläche  eine  Yersohiebung  des  Koordinaten- 
anfangspunktfls  längs  der  e-Achse  ohne  Bedeutung  ist^  so  darf 

».-0 
gesetzt,  also  die  Grlei^^ung  der  Ketteulinie  in  der  Form 

(7)  i_|(."+«-«) 
oder 

(8)  X  =-  a  cosh  — 
ai^enommen  werden. 

Solleu  die  Koordinaten  der  Umdiehungeääche  durch  zwei  imab- 
hängige  Variable  dargestellt  werden,  so  kann  man 

X  •=  u  cos  V 
(W)  „-».in» 

setzen,  was  der  Einführung  Ton  Polarkoordinaten  in  der  (2;y)-Ebene 
entspricht.  Die  Linien  ti  —  const.  sind  die  Meridiane,  u  =•  const.  die 
Parallelkreise  der  Fläche.     Für  das  Linienelement  ergibt  sich  aus 

dx  —  coBvdtt  —  asmvdv 

dy  =  sin  vdit  +  u  coe  vdv 

•dB—f{u)du 
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die  Gleichong 

(11)  ds»-  (1  +  n«)')dw*+  «'(i"'- 

Die  Fandamentalgröfien  erster  Ordnung  haben  hiernach  die  Werte 

(12)  E=H-f(w)»,        ^"=0,        G  =  ti*. 

Xach  §  10  ist  F  =  0  das  Kennzeichen  dafür,  daß  die  Meridiane  and 
die  Farallelkreise  sieb  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Die  Ausdrücke  (12)  können  in  bestimmter  Hinsicht  noch  ver- 
einfacht werden.    Es  werde  eine  neue  Variable  u'  durch  die  äleichung 

yi'+Y'Ju)^  du  =  du 
oder 

(13)  jVi+rw'-f.-»' 

definiert,  d.  h.  es  sei  u'  die  Bogeo^ge  des  Meridians,  gerechnet  von 
dem  zu  u  =  Wq  gehörenden  Punkte  aus.  Die  Funktion  f  sei  so  be- 
schaffen, daß  sich  auch  umgekehrt  für  einen  gewissen  Bereich  von  u 
die  6röBe  u  als  eindeut^  Funktion  von  u, 

u  -  ♦(«•). 
herausstellt.      Zu   einem   konstanten    Werte   von   k   gehört   hiernach 
wieder  ein  konstanter  Wert  von  w',  und  umgekehrt;  d.  h.  die  Qleicbung 
u'  =  const.  stellt  ebenfalls  die  Schar  der  Parallelkreiae  dar.     Schreibt 
man  schließlich  ftlr  u    wieder  u,  so  geht  (11)  über  in 

(14)  ds^-du'+rl>(iiydr*, 
was  ßlr  die  Fundamentalgrößen  die  Formeln 

(15)  -£=1,        ^"=0,        G  =  ^(«)» 

liefert.  Man  kann  also  dadurch,  daß  man  die  FaraUelkreise  und  die 
Meridiane  einer  Umdrehungefläcbe  als  Koordinatenlinien  annimmt  und 
den  Parameter  der  Parallelkreise  passend  wählt,  bewirken,  daß  eine 
der  Fundamentalgrößen  eine  Funktion  dieses  Parameters  allein  wird, 
während  die  beiden  anderen  konstante  Werte  haben. 

Die  zweite  Fundamentalgröße  ist,  wie  es  wegen  der  geometrischen 
Bedeutung  der  Koordinatenlinien  der  Fall  sein  muß,  nach  der  Trans- 
formation gleich  N'ull  geblieben. 

Eine  Vereinfachung  der  Formel  (11)  läßt  sieb  noch  auf  andere 
Weise  erzielen.     Setzt  man 
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neue  Yeräaderliolie  u,   durch  dis  DiSerentialgleichung 


nimmt,  den  eben  gemacKten  Voraussetzungen  entsprechend, 

an  und  schreibt  endlich  auch  für  u,  wieder  u,  so  ergibt  sich 

(16)  ds'  =  V,  C»)*  iäu*  +  dv*) . 

Hier  sind  die  erste  nnd  dritte  Fundamentalgröße  gleich  einer  and 
derselben  Funktion  ron  w  allein,  und  die  zweite  ist  wieder  gleich 
Null,  weil  auch  die  zweite  Transformation  das  Koordinatennetz  als 
solches  nicht  geändert  hat. 

Um  nun  beispielsweise  das  Linienelement  des  Eatenoids  zn  be- 
rechnen und  dafKr  die  eben  angedeuteten  Transformationen  durchzu- 
fahren, braucht  man  nicht  bis  zu  der  aus  (7)  folgenden  B^timmung 
für  ^(«) 

f  V"    "    +«       a  j_„ 

aufzusteigen,  sondern  kann,  da  nur  die  erete  Ableitung  ron  /'(«)  ge- 
braucht wird,  bei 

dz  =  ,-  ^^ 

stehen  bleiben.     Dann  folgt 

(17)  ds»  -  ^-^- j  dM*  +  u'dv*. 

Wird  die  BogenUinge  u'  der  Eettenlinie  vom  Scheitelpunkte  (a,  0) 
aus  gerechnet,  so  ist  die  Differentialgleichung 

--  "  **  ^-  =  du 

unter  der  Nebenhedingung 

u-a,     m'-O 
zu  integrieren,  was 

«'_]/((>_  a' 

u"  _  «'"  -1-  o» 

(18)  da»  -  du*  +  (m'»  +  a*)dv* 
liefert 

Setzt  man  andererseits 
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tmd  ^t  auch  ßlr  u^  den  Wart  Kall  zu  u  —  a  gehören,  so  erhält  man 

«  —  -|-  (c"i  4-  e- "')  —  a  coabwi 
(19)  ils*  -  a*(ios\l'u^(du^'  +  dp*). 

§  32. 
Solmitt  einer  FUche  mit  Ihrer  Tangentialebene. 

Von  der  Gestalt  einer  F^he  in  der  Nähe  eines  gegebenen  Punktes 
kann  man  sich  nach  Dupin  dadurch  eine  anschauliche  Voretellung 
Terschaffen,  daß  man  die  Fläche  dorch  eine  der  Tangentialebene 
parallele  und  ihr  benachbarte  Ebene  schneidet.  Zaeret  aber  soll  filier 
den  Schnitt  der  F^he  mit  der  Tangentialebene  selbst  etwas  ausge- 
sagt werden.  Die  Frage  nach  einem  solchen  Schnitt  ist  deshalb  be- 
rechtigt, weil  die  Vorstellung,  die  man  aus  der  elementaren  Stereo- 
metrie von  der  Kagel  her  mitbringt,  die  BerQhrungsebene  habe  mit 
der  Fläche  einen  und  nur  einen  Punkt  gemein,  schon  fQr  andere 
Flächen  2.  Grades  versagt.  Bildet  man  z.  B.  für  das  hyperbolische 
Paraboloid 

(1)  2i-^-i"  (o>0,  J>0) 

die  Tangentialebene  in  einem  beliebigen  Punkte  A  ^  (xyz)  aus 

(2)  i->=i>(s-«)  +  9{9-y) 

(S.  46),  BO  erhält  man  wegen 


die  Gleichung 

(3) 

Mit  der  Flächengleichung  zusammengestellt  liefert  sie 


XI  _  y? . 


il-*)-'-?'-!'!' 


=  0, 


w'  ^iV""- 
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Die  Tangentialebene  schneidet  denmacli  die  FlSclie  in  zwei  geraden 
Linien,  die  bei  beliebiger  L^e  des  Punktes  A  immer  je  einer  festen 
Ebene   parallel  sind.     Es   sind   die  beiden   erzengenden  Geraden   des 
byperbolischen  P&raboloids. 
Es  sei  jetzt  allgemein 

h  -  <h  9) 
die  Fläcbengleichung,  die  demnacli  zusammen  mit  (2)  die  Schnittlinie 
der  F^che  und  der  Tai^entialebeue  des  Punktes  A  darstellt.    Nach 
der  TayloTschen  Formel  kann  man  setzen 

(5)  a  -  six,  y)  -!-i)(E  -x)  +  4(9  -  y) 

+  I (r(s  -  xy  +  2s(s  -  a:)(9  -  y)  +  /(9  -  y)»)  +  ■  ■  ■ , 

irobei  man  sieh  die  Entwickelung  irgendwo  abgebrochen  nnd  ein 
Restglied  hinzugefügt  zu  denken  hat.  Die  Untersuchung  wird  sehr 
rereinjacht,  wenn  man  das  Koordinatensystem  in  der  im  §  26  (S.  83)  be- 
schriebenen Weise  wählt,  also  namentlich  den  Pnnkt  A  als  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten,  die  Tangentialebene  (2)  als  (a;y)-Ebene  an- 
nimmt Die  Ii^lächengleichong  (5)  lautet  dann,  da  x,  y,  e,  p,  q  gleich 
Null  sind, 

(6)  |-i(rE'+2»M  +  »!')+--'  ■ 

Stellt  man  sie  mit  J  ^  0  zusammen,  so  kann  man  die  Gleichung  der 
Schnittkorve 

(7)  fih  9)  ^  Hrf+  2n?  +  i^')  + 0 

nach  der  Methode  behandeln,  die  aus  der  Theorie  der  ebenen,  auf 
ein  zweiachsiges  Koordinatensystem  bezogenen  Kurven  bekannt  ist. 
Es  wird 

^f(--y).rx  +  sy  +  --- 

und  da  diese  Ausdrücke  fQr  x  —  O,  y  —  0  verschwinden,  so  ist  der 
Berührungspunkt  der  Tangentialebene  ein  singulärer  Punkt  ihrer 
Schnittlinie  mit  der  Fläche.  Von  welcher  Art  die  Singularität  ist, 
muß  mit  Hilfe  der  höheren  Ableitungen  entschieden  werden,  richtet 
sich  also  im  allgemeinen  nach  den  Bedingungen 
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gehen  für  a;  =  0,  y  =  0  in  r,  s,  t  über.  Im  besonderen  kann  der 
Berührungspunkt  ein  isolierter  Punkt  der  Kurre  aein,  für  ^  >  0. 

§33. 
Der  DupioBohe  Eegelaolinitt. 
Das  eben  wieder  benutzte  spezielle  Sjetem  karteaiacher  Koordi- 
naten werde  nun  dadurch  noch  enger  begrenzt,  daß  man  die  beiden 
eraten  Acbseti  mit  den  Haupttangenten  zusammenfallen  läßt  nnd  die 
positive  Richtung  der  dritten  Achse  passend  wählt.  Nach  §  26  darf 
dann 

8-0 

gesetzt  werden.  In  der  obigen  Fläcbengleicbung  (6)  fällt  aus  den 
Gliedern  zweiter  Dimension  das  mit  ^q  weg,  und  die  Oleichong  selbst 
lautet,  wenn  jetzt  auch  die  Glieder  dritter  Dimension  angegeben  werden: 

(1)  i-i{",E'  +  »iV')  +  *('»E'+S«„i'5+8«„s«'+».,5')  +  ---  . 
Die  Koeffizienten 

*soi  "iii  'i»i  ^0» 

bedeuten  die  partiellen  Ableitungen 

Sx' '       dx'dj/'       dxdy"        dy'  ' 
und  zwar  hier  für  a;  —  y  —  0, 

Die  Fläcbe  soll  jetzt   durch   eine   der  Tangentialebene   parallele 
Ebene 

(2)  i-S 

geschnitten  werden,  deren  Abstand  |  t,  \  TOn  der  Tangentialebene 
nnendlichklein  ist.  Ersetzt  man  in  dem  Gleicbungspaar  (1,  2)  die 
erste  Gleichung  durch 

(3)  i(«,S'+»,9')  + t 

ond  betrachtet  nur  unendlichkleine  Werte  von  5  und  ^,  also  solche 
Punkte,   die  dem   gegebenen  unendlichnahe  li^en,   so  können  schon 
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die  Qlieder  dritter  Dimension  gegen  die  der  zweiten  Tern&chUasigt 
werden,  falle  keine  der  beiden  GröBen  «i  und  »,  gleicli  Null  ist.   Denn 

i£*{«ME  +  3^ii9)  ist  gegen  i«iS», 

unendlichklein.     Wird  nun  demgemäß  die  Gleichung  auf 
oder 

w  w +  -«;;-' 

abgekürzt,  so  stellt  diese,  immer  mit  (2)  zusammen,  einen  Kegel- 
schnitt dar,  dessen  Halbachaenquadrate  den  absoluten  Beträgen  von 
2^Qi  und  2gp,  gleich  sind.  Ist  er  gescbloesen,  so  begrenzt  er  einen 
anendlichkleinen  Flächeninhalt;  und  man  sf^  deshalb  allgemein,  eine 
der  Tangentialebene  parallele  und  unendlichnahe  Ebene  schneide  die 
Fläche  in  einem  nn endlichkleinen  Kegelschnitt.  £r  wird  als  der 
Dnpinsche  Kegelschnitt  (die  Indikatriz)  der  Fläche  für  den  ge- 
gebenen Punkt  bezeiehnet. 

In  diesem  Ergebnis  liegt  der  eigentliche  Grund  für  den  Zu- 
sammenhang der  Theorie  der  Xormalkrilmmung  mit  der  Kegelschnitt- 
lehre (vgl.  S.  85). 

Die  rersehiedenen  Formen,  die  der  Dnpinsche  Kegelschnitt  haben 
kann,  hängen  von  dem  Vorzeichen  des  Produktes  der  Hauptkrüm- 
mnngsradien  ab.  Ist  dieses  Produkt  positiv,  d,  h.  K>0,  haben  also 
Q^  nnd  g^  dasselbe  Vorzeichen  e,  so  daß 

ist,  für  p,'  und  p,  als  positive  Größen,  so  wird  für 

£-££'        a'>0) 
der  Kegelschnitt  eine  Ellipse 

für 

dagegen  imaginär,  der  Gleichung 

.   !■-   J.  -iL  _  _  1 

gBmäB.  Die  beiden  Annahmen  flbet  f  gehören  zu  Ebenen  auf  ent- 
gegengeaet^n  Seiten  der  Tangentialebene.    Man  hat  also  das  Beaultat, 
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rlaB  wenn  das  Produkt  der  HsuptkrUmmungen  in  dem  betrachtet«!! 
Punkte  positiv  ist,  die  Fläche  in  dessen  Nähe  ganz  auf  eioer  Seite 
der  Tangentialehene  liegt.  Ein  solcher  Punkt  wird  ala  elliptisch 
bezeichnet,  und  man  sagt,  daS  die  Fläche  in  ihm  konvex  ist  —  näm- 
lich gegen  die  Tangentialebene. 

Haben  zweitens  (i,  und  g^  verschiedene  Vorzeichen,  d.  h.  ist 
K<0,  so  daß  für  Pi-epi' 

?i  —  epi 
gesetzt  werden   maß,  so   heißt  die  zweite  Gleichung  des  Dupiusohen 
Kegelschnitts  unter  der  Annahme  £—  e^' 

nVi  ~  är'e;  ""  ^ 

and  für  g  =  —  eE' 

.  ^' "!' 1 

Beide  Kurven  sind  jetzt  reelL  In  die  Tangentialebene  selbst  verlegt 
würden  es  zwei  konjugierte  Hyperbeln  sein.  Ist  also  das  Produkt 
der  beiden  HauptkrfimmungeD  negativ,  so  li^t  die  Fläche  in  der 
Nähe  des  betrachteten  Punktes  auf  beiden  Seiten  der  Tangentialebene, 
oder  diese  Ebene  schneidet  die  Fläche.  Für  einen  solchen  Punkt 
heißt  die  F^he  konvex-konkav  (sattelförmig),  der  Punkt  selbst 
wird  als  ein  hyperbolischer  bezeichnet. 

Die  im  §  25  für  FUchen  zweiten  Grades  gefundenen  Resultate 
lassen  sich  hiemach  dahin  aussprechen,  daß  der  Dupinsche  Kegel- 
schnitt für  das  Ellipsotd,  das  zweiechalige  Hyperboloid  und  das  ellip- 
tische Paraboloid  allenthalben  eine  Ellipse,  fUr  das  einschalige  Hyper- 
boloid und  das  hyperbolische  Paraboloid  eine  Hyperbel  ist.  D.  h.  die 
drei  ersten  Flächen  sind  überall  konvex,  die  beiden  anderen  konvex- 
konkav.  Für  den  Kegel  aber  hören  die  obigen  Ergebnisse  der  Dupin- 
schen  Anschauungsweise  auf  zu  gelten,  weil  für  jeden  seiner  Punkte 
eine  der  beiden  Haupttrümmungen  gleich  Null  ist. 

Um  zu  imterauchen,  was  fUr  K  —  0  eintritt,  betrachten  wir  zu- 
nächst den  speziellen  K^el 
(ö)  E'-2(5-9.)}-0. 

Seine  Spitze  liegt  im  Punkte  (0,  i/f,,  0);  zu  seinen  Kanten  gehört  die 
^-Achse.     Die  Gleichui^  der  Tangentialebene  im  Punkte  {xt/s) 

geht  für  einen  von  der  Spitze  veischiedenen,  sonst  beliebigen  Punkt 
der  y-Achse,  z.  B.  auch  für  den  Koordinatenanfangspunkt,  in 

J-O 


D.qil.zMByG001^IC 


Gestalt  der  Fläche  füi  A~=  0.  109 

über.  Wie  vorlier  ist  nun  ans  der  FläcbengleichuDg  j  als  Funktion 
von  £  und  tf  darzustelleii,  die  Fonktion  fßr  unendlichkleine  Werte 
ihrer  Ai^umeiite  zu  entwickeln  and  l  =  t  binzuznnehmen.  Auf  diese 
Weise  ergibt  eich 

(7)  ä  = 


(8)  t 


2*0  2gS  2yS 

Da  rechts  die  Glieder  von  der  dritten  Dimension  an  gegen  das  Än- 
fangaglied  Teruachlässigt  werden  können,  so  darf  man  (8)  auf 

(9)  j'--2j.S 

abkürzen;  eine  Gleichung,  der  nur  dann  eine  geometrische  Bedeutung 
zakommt,  wenn  y,,  und  ^  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Der 
Kegel  Hegt  in  der  Nähe  des  Nullpunktes  auf  einer  Seite  der  Tan- 
gentialebene, und  der  Dapinsche  Kegelschnitt  zerfällt  in  zwei  parallele 
gerade  Linien. 

Allein  diese  Resultate  lassen  sich  nicht  allgemein  auf  Punkte 
einer  beliebigen  Fläche,  in  denen  eine  HauptkrQmmuDg  Null  ist, 
Qbertragen.     Es  sei  »,  =  <  =  0,  also  die  Flächengleichung  nach  (1): 

(10)  2j-rs"+K«„S'+ 3%E'»+3%E(' +  »„«■)  +  •■■  • 

Wie  för  K^O  können  die  beiden  Glieder  dritter  Dimension  -J^ifjoE' 
und  r,iS'9  gog^n  rj*  vernachlässigt  werden,  aber  nicht  mehr  die 
beiden  folgenden.  Nur  darf  das  vorletzte,  wenn  das  letzte  wirklich 
vorkommt,  also  eu^  nicht  gleichzeitig  mit  t  verschwindet,  weggelassen 
werden.  Denn  unterwirft  man  die  uneiidlichkleinen,  voneinander  vm- 
abhängigen  Größen  den  Bedingungen 

so  wird 

Ell-  sE'S'l's  E=l*i5'*l!'<J*.ä*.H:*, 
also   \  l^*  \   unendlichklein  gegen  S.     Wenn  demnach  zu  ^  —  0  keine 
weitereu  Bedingungen   hinzutreten,   so  kann  man  die  FUche   in  der 
Nähe  des  Nullpunktes  durch  die  spezielle  F^he  dritter  Ordnung 

ersetzen.  Die  parallel  der  Tangentialebene  in  unendlich  kleinem  Ab- 
stände geführten  ebenen  Schnitte 

m  '-' 

'■E'  +  i'..ll'-2S 
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sind  för  j  ^  0  reeU,  Will  man  einen  Flächenpnnkt,  för  d«n  K=0 
ist,  den  elüptisclieD  und  hyperboÜBchen  Funkten  entsprechend  als 
paraboliseh  bezeicluien,  ao  darf,  wie  wir  sehen,  der  Grund  für  diese 
Bezeichnung  nicht  etwa  darin  gesucht  werden,  daß  der  Dupinsche 
Kegelschnitt  eine  Parabel  wäre;'  die  Benennung  kann  aber  dadurch 
gerechtfertigt  werden,  daß  die  Tangentialebene  die  Fläche  im  all- 
gemeinen in  einer  Neilscben  Parabel 
(18)  rE'+i«..C-0 

schneidet.     Der  Berührungspunkt  ist  Rdckkehrpunkt  dieser  Kurve. 

Fflr  jr>  0  und  £  <  0  ist  noch  je  eine  besondere  Annahme  be- 
merkenswert.    Im  ersten  Fall  kann  fQr  spezielle  Punkte 

sein;  der  Dupinsche  Kegelschnitt  ist  dann  ein  Kreis 

£»+!)'=  2£'e;, 

wodurch  der  Name  Kreispuukt  für  einen  solchen  Flächenpunkt  er- 
klärt wird  (vgL  S.  78).    Für  .ff  <  0  kann 

9, e, 

Toransgesetzt,  also  angenommen  werden,  daß  für  besondere  Punkte 
dieHauptkrOmmungsmittelpunkte  in  gleichen  Abständen  TonderFIäeh^ 
aber  auf  entgegengesetzten  Seiten  liegen  (ygl.  B.  100).  Der  Dupinsche 
K^elschnitt  wird  eine  von  zwei  konjugierten  Hyperbeln,  die  für  die 
beiden  verschiedenen  Vorzeichen  von  g  in  der  Gleichung 

enthalten  sind. 

Die  Kreispunkt«  können  z.  B.  für  das  Ellipsoid  leicht  aus  den 
Gleichungen  §25(14)  in  Verbindung  mit  (15|  und  (16)  ermittelt 
werden.  Setzt  man  die  Kreisscbnitte  der  Fläche  als  bekannt  voraus, 
so  kann  man  die  Kreispunkte  immittelbar  als  Berührungspunkte  der 
Tangentialebenen  darstellen,  die  diesen  Schnitten  parallel  sind.  Ee  er- 
geben sich  vier  Punkte  in  der  Ebene  der  größten  und  kleinsten  Achse, 
deren  Koordinaten  den  Gleichungen 

genügen. 

§34. 
Konjugierte  Tangenten. 
Ist  der  Dupinsche  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,   so 
kann  man  nach  den  FUchentangenten  fragen,  die  konjugierten  Durch- 
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mesBern  der  Kurve  entsprechen.  Solche  Tangenten,  und  ebenso  die 
durch  sie  gebenden  Normalschuitte,  heißen  Belbet  einander  konju- 
giert. Eb  seien  w  nnd  «>'  die  durch  positive  Drehung  entstandenen, 
<  a  vorausgesetzten  Richtungswinkel  der  beiden  Durchmesser  gegen 
die  erste  Hauptachse.     Die  Bedingung  der  Konjugation  lautet 

oder,  in  den  HauptkrOmmnngen  statt  in  den  HauptkrUmmungsradieu 

geschrieben, 

(2)  «j  cos  «)  coB  !f '  +  ffisinwainw'—  0. 

Um  sie  unter  Voraussetzung  der  F lachend arstellung  (I)  in  eine  Belation 

zwischen  den  Bestimmungsgrößen  ^-  und  .  -    der   beiden   Tangenten 

umzusetzen,  kann  man  sich  der  Identität 

-        («,  cos*  w  +  Kj  sin*  w)  («,  cos*  tc'  +  n»  sin*  w',) 

—  (n^  cos  w  cos  w'  +  »j  sin  w  sin  w')*  =  n, «,  sin*  (w'  —  w) 

bedienen.  Die  aoalytischen  Ausdrücke  för  die  Faktoren  auf  der  rechteii 
tmd  im  ersten  Qliede  der  linken  Seite  sind  nämlich  nach  §  11  (9), 
§  24(18,  20)  und  §  26(8),  §  18  (5)  bekannt: 


dg*da' 
LN-  .«* 

.       ,           .  ,            ZdB'+SJtfdwdp  +  JVd*» 
tt,  cos'ip-l-  M,  sin'  to  — -T-i — —  , 

und  der  letzten  Formel  entsprechend  ist 

»,  cos"!*  +  M,  sin*  w  — ■--  -     ,  , -     ■ 

Die  Einführung  dieser  Werte  in  (3)  liefert 

(Ldw*  -f-  2Mdudf  +  Ndv*)  {LSv^  +  2MauSv  +  NSv^) 

(4)  -  {LN-M")  {dudv  -  dvdtt)*  - 

ds^Ss*  («1  cos  w  cos  M-''  +  Mj  sin  w  sin  it')*. 

Nach  der  Identität  §  U  (10)  (S.  34),  wenn  darin  E,  F,  G  durch 
L,  M,  N  ersetzt  werden,  ist  aber 
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{Ldu*  +  2Mdudv  +  Ndv^  (LSu'  +  2Mdudv  +  Ndv') 
<5)  -  (Ldudu  +  M{du6v  +  dvSu)  +  Ndvdvy  - 

iLN-M*)(dudv  -  dvduy. 
Hiernach  wird  die  GMeichung  (2)  gleichbedeutend  mit 

(6)  Ldudu  +  M{duSv  +  dvdu)  +  Nävöv  -  0. 

Auf  dieselbe  Bedingung  wird  miui  auch  durch  fönende  Aufgabe 
geführt,  die  auf  den  ersten  Anblich  mit  dem  Dupiuschen  Eegelschnitt 
gar  keinen  Zusammenhang  zu  haben  echeint:  Es  boU  die  Beziehung 
zwischen  zwei  Tangenten  ermittelt  werden,  von  denen  die  eine  als 
Verbindungslinie  zweier  unendlichnahen  Punkte  A  und  S,  die  andere 
als  Schnittlinie  der  beiden  Tangentialebenen  in  A  und  B  betrachtet 
wird.    Es  sei 

A  =  i'^yi),    B^{x  +  dx,  y  +  dy,  s  +  de). 
Die  Qleichnng  der  Tangentialebene  im  ersten  Punkte  ist 

(7)  (E_i)X  +  (,-,)r+(,-=)Z-0. 

Zur  Bestimmung  der  Schnittlinie  der  beiden  benachbarten  Ebenen 
hat  man  diese  Qleichang  mit  ihrem  Differential 

S{i  --x)dX-  EXdx  —  0, 
d.  h.  mit 

(8)  (e  -  x)dX  +  (9  -  y)dr+  (i-e)dZ=0 

znsamnienzustellen.  Da  beide  Gleichungen  dnrch  die  gleichzeitigen 
Annahmen 

befriedigt  werden,  ao  kann  man  iu  der  Tat  die  durch  sie  dargestellte 
Gerade  als  Tangente  der  F^che  im  Punkte  A  auffassen.  Denkt  man 
sie  sich  ebenso  wie  die  erste  als  Verbindungslinie  des  Punktes  A  mit 
einem  benachbarten 

C^(x  +  Sx,  y  +  dy,  3+öz), 
setzt  also  ihre  Gleichungen  in  der  Form 

t-x       Ij  — y       s-r 
3x    '^     6ij    '^    dl 

voraus,  so  erhält  man  aus  (8)  die  gesuchte  Beziehung 

(9)  dXdx  +  dY8y  +  dZÖz  =  0 
oder 

(10)  s  (II  du  +  If  di^  i^^l  du  +  l^;öv)  ~  0, 
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nach  den  zweiten  Ausdrücken  der  Fandameiitalgr5Ben  L,  M,  N 
(S.  75(4))  mit  (6)  Qbereinstimmend.  Die  durch  die  obige  geome- 
trische KoaBtruktion  verkaüpftdn  Tangenten  sind  also  konjagiert 

Fflr  u  —  X,  V  —  y,  also  für  die  Flächendarstellung  (III),  geht 
die  Gleichung  (6)  nach  S.  80(7)  in 

(11)  rdxdx  +  s{dxdy  +  dySx)  +  tdySy  —  0 

über. 

Werden  die  krummlinigen  Koordinaten  eö  angenommen,  daß  in 
jedem  Punkte  die  Tangenten  an  die  Linien  v  =■  const.,  u  =-  const.  ein- 
ander konjugiert  sind,  so  heifit  das,  jene  Gleichung  wird  durch 

dc  =  0,    3m  =  0 
erfüllt,  and  umgekehrt,     Es  ist  also 

die  notwendige  nud  hinreichende  Bedingung  fQr  diese  Annahme. 

Soll  eine  Flächentangente  sich  selbst  konjugiert  sein,  so  muß  in  (6) 


gesetzt  werden  d[lrfen.     Dies  gibt 

(12)  idw'  +  2Mdudv  +  Ndv*  -  0, 

d.  h.  bloß  die  Weodetangenten  (3.  86  (7))  genOgen  der  gestellten  Be- 
dingung. Sie  sind  nur  fQr  £"  <  0  reell  und  entsprechen  dann  den 
Asymptoten  der  Dupinschen  Hyperbel. 

Die  Dorchmesser  eines  Kegelschnitts,  die  gleichzeitig  konjugiert 
und  aufeinander  senkrecht  sind,  fallen  mit  den  Hauptachsen  zn- 
sammen.  Und  da  den  Hauptachsen  die  Haupttaugentou  der  Fläche 
entsprechen,  so  muß  deren  Beatimmungsgleichung  sich  aus  den  beiden 
Bedingungen  der  Orthogonalität  und  der  Konjugation  herleiten  lassen. 
Es  sei,  mit  unbestimmten  Koeffizienten  angesetzt, 

liidu'+  2lj^dudv  +lt,dv^-~  0 
diese  Gleichung.     Die  erste,  aus 

EduSu  -i-  F{duSv  +  dvSu)  +  Gdvdv  —  0 
gefolgerte  Bedingung  war  (S.  46  (35)) 

Gln-'ZFl.t+Eln-O. 
Als  zweite  folgt  in  gleicher  Weise  aus  (6) 

(13)  Nlii~2Ml^,^Ll„-'0. 

Znoblanoh,  DlflanatUlgeomatrlg.  S 
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Die  Elimination  der  VerliäitniaBe  l^ 'ln'.ln  liefert  nun 

IE  F         G     I 

(14)  j    i  M         N    :~^0, 

I    dv*    -duäv    du*  I 

identisch  mit  S.  76  (5). 

Es  sei  endlich  noch  ein  Satz  erwähnt,  der  sich  denen  des  §  27 
an  die  Seite  stellen  iäßt:  Die  Summe  der  KrQnunangshalbmesBer 
zweier  konjugierten  Noruialsßhnitte  ist  konstant  und  gleich  der  Summe 
der  Hauptkrtlmmungsradien.  Vermöge  der  in  den  Par^raphen  27 
und  33  entwickelten  Anschauungsweise  erscheint  er  als  unmittelbare 
Folge  eines  bekannten  Satzes  der  Kegelechnittlehre.  Durch  direkte 
Ausrechnung  findet  man  mittels  (1) 


r  to  +  n.  Bin'  tc  —  -—■■'■■' 


B  +  w,  gjn*  w) 


+  p,  cos'  I 


9  = 
und  da  nach  dem  Eulerschen  Satze 

(15)  Q ^T-A^i =— 

ist,  so  folgt  in  der  Tat 

(16)  p-i.p'=p,+  pj. 

§  35. 
Daa  Ganfiflolie  Exümmiuigamafl. 
In  unseren  bisherigen  Untersuchungen  Qber  zweidimensionale 
Mannigfaltigkeiten  ist  fast  anaschließlich  Yon  Linien  auf  den  Flächen 
die  Rede  gewesen.  Die  Annahme,  daß  eine  Kurve  einer  bestimmten 
Fläche  angehört,  hat  die  Einführung  mehrerer  Größen  veranlaßt,  die 
in  der  allgemeinen  Theorie  der  Kaumkurven  nicht  vorkommen,  und 
von  diesen  Größen  ist  eine,  die  Normalkrfimmung,  eingehend  diskutiert 
worden.  Eine  planmäßige  Erweiterung  der  Vorstellungen,  mit  denen 
man  in  der  Kurrentheorie  operiert,  muß  jedoch  darauf  ansgehen,  die 
Theorie  der  Krümmung  der  Flachen,  wenigstens  bei  der  Festlegung 
der  Grundbegriffe,  von  den  Ergebnissen  der  Kurventheorie  unabhängig 
zu  machen.  Gauß  hat  diesen  Schritt  getan  und  ist  dadurch  auf  einen 
der  wichtigsten  Begriffe  der  Differentialgeometrie  überhaupt,  das 
KrUmmungsmaß,  geführt  worden.  Nun  würde  es  beim  Fortschreiten 
auf  dem  im  §  18  eingeschlagenen  Wege  allerdings  erforderlich  sein. 
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der  Diekussion  der  Normslkrammung  dia  der  TaDgentialkrüiiimiiiig 
nad  der  geodätischen  Windung  einer  Flächenknrre  folgen  zu  lassen. 
Die  Erklärung  des  ErümmungsmaBes  an  dieser  Stelle  rechtfertigt 
sieb  jedoch  dadurch,  daß  die  Gaaßsche  Betrachtm^eweise,  ebenso  wie 
die  Dnpinacbe,  auf  die  Theorie  der  Nonnalkrflnimung  zurückfährt. 

Schon  bei  der  Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Theorie 
der  ebenen  Kurrea  wird  die  KrOmmung  auf  den  Kontingenzwinkel 
gegründet,  den  Winkel  zweier  benachbarten  Tangenten  d^r 
krummen  Linie  (vgl  S.  11).  Eine  unmittelbare  Verall- 
gemeinerung dieses  Begrifia  auf  zweifache  Mannigfaltig- 
keiten verbietet  sich  von  selbst,  weil  rou  jedem  Flächen- 
punkte nnendlichriele  Tangenten  der  Fläche  ausgehen. 
Allein  man  kann  den  Kontingenzwinkel  durch  den  Winkel 
benachbarter  Normalen  der  Kurve  ersetzen.  Genauer: 
Nachdem  fQr  die  Normale  eine  positive  Richtung  fest- 
gelegt ist,  zieht  man  durch  den  Anfangspunkt  der  Koordi- 
naten, betrachtet  als  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  Radius 
Eins,  Radien  parallel  den  positiven  Normalen  in  den  Punkten 
zwischen  A  and  B  tmd  bildet  dadurch  den  Bogen  AB  auf  ^^'  "' 
die  Peripherie  des  Kreises  mittels  eines  Kreisbogens  AB  ab.  Liegen 
A  und  B,  A  und  B  einander  unendlichnahe,  so  ist  der  Bogen  AB 
das  Maß  des  Kontingenzwinkels  (Fig.  11  und  12). 

Diese  Konstruktion  läßt  sich  ohne  weiteres  auf  krumme  Flächen 
übertragen.  Durch  den  Koordinatenan&ngspuukt,  als  Mittelpunkt  einer 
Kugel  vom  Radius  Eins,  mögen  Strahlen  parallel  zu  den  positiven 
Normalen  aller  Punkte  eines  gegebenen  Flächenstückes  gezogen  werden. 
Jedem  dieser  Punkte  entspricht  dann  auf  der  Kugeloberfläche  der 
Endpunkt  eines  bestimmten  Halbmessers,  und  bei  passender  Begrenzung 
des  FUchenstückes,  die  wir  voraussetzen  wollen,  gehören  zu  verschie- 
denen Punkten  der  ersten  auch  getrennte  Punkte  der  zweiten  Fläche. 
Man  sagt,  daß  die  gegebene  Fläche  durch  parallele  Normalen  auf  die 
Einbeitskugel  abgebildet  werde,  und  nennt  das  PlächenstÜck  anf  der 
Kugel,  das  die  Gesamtheit  aller  Bildpnnkte  enthält,  das  sphärische 
Bild  des  Stückes  auf  der  Ansgangsfläche. 

Ist  nun  das  abgebildete  Flächenstfick  ein  unendlichkleines  Drei- 
eck ABC,  so  kann  der  Inhalt  dS  des  Bitddreiecke  ABT  auf  der 
Einbeitskugel  als  die  Größe  betrachtet  werden,  die  dem  Kontingenz- 
winkel dm  in  der  Theorie  der  ein&ichen  Mannigfaltigkeiten  entspricht, 
imd  der  Quotient  aus  dH  und  dem  Lihalt  dS  des  Dreiecks  ABC  als 
Verallgemeinerong  der  Kriimmong  -.-  ■    Doch  soll,  im  Gegensatz  zum 
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Kontdngeiizwmkel,  dH  mit  einem  Vorzeichen  behaftet  in  die  Theorie 
der  Krümmung  eingefOhrt  werden.  Ton  den  Punkten  B  und  G  kann 
man  mit  ut>hegrenzter  Genauigkeit  annehmen,  daß  sie  in  der  Tangential- 
ebene des  Punktee  A  liegen.  Ebenso  liegen  B  und  f  in  der  Ebene, 
die  die  Einheitskugel  im  Punkte  A  berührt  Vertiiöge  der  Abbildung 
durch  parallele  Normalen  sind  dieBe  Ebenen  einander  parallel.  Be- 
trachtet man  sie  von  derselben,  etwa  der  poeitiveD  Seite  her,  so  kann 
die  durch  die  Punktfolge  A,  B,  T  bestimmte  Drehung  der  durch  Ä,  S,G 
definierten  gleich-  oder  entgegenlaufend  sein.  Das  Krümmungs- 
maS  h  der  Fläche  im  Punkte  A  soll  nun  durch  die  Gleichung 

erklärt  sein,  wo  e  im  ersten  Falle  gleich  -f-  1,  im  zireiten  gleich  —  1  ist. 
Um   den  Quotienten  zu  berechnen,  führen  wir  die  Projektionen 
von  dS  und  d2  auf  eine  und  dieselbe  Ebene,  etwa  die  (xy)-Ebene 
ein;  sie  seien  dF  und  d0.     Man  hat 
(2)  dF^±ZdS,    rf*-±Zd2;, 

wo  das  Vorzeichen,  in  beiden  Formeln  übereinstimmend,  so  zu  wählen 
ist,  daß  die  rechten  Seiten  positiv  werden.     Ist  nun 

A  ^  (xyg),    B^{x  +  dx,  y  +  dy,  e  +  dz), 
C  =  (x  +  dx,y  +  dy,z  +  Se) 
und  enteprechend 

As(XrZ),    B^(X  +  dX,  Y+dY,  Z+dZ) 
V^{X  +  dX,  Y+6Y,  2  +  SZ), 
so  gelten  für  die  Projektionen  dieser  Punkte  in  der  (xy)-Eheiie  die 
Bestimmungen 

A^  s  (xy),       B„s(x  +  dx,  y  +  dy),        Co  =  (a:  +  dx,  y  +  dy), 
Aa  =  (Xr),    Bo  =  (X  +  dX,  Y+dY),  r^^^iX  +  dX,  Y+dY), 
und  es  ist  femer 

(8) 

di>-';{dxsr-dräX). 

Unter  Benntzung  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhält  man  aus  (1): 

£o  hat  den  Wert  +  1  oder  —  1,  je  nachdem  der  Umlaufssinn  des 
Dreiecks   A^BgC^    mit    dem    durch    die   Drehung    der   ;r- Achse   aar 


e'<,{dXSY—dYdX) 
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y-Achse  bestmunten  identiscli  ist  oder  niclit,  nod  Cg'  hat  fOr  das  Drei- 
eck Ag  B^  r,  dieselbe  Bedeottmg.  Nun  befinden  sieli  A^  B^  G^  und  ' 
AoBofg  in  ähnlicher  Lage,  d.h.  es  ist  e^'—  Cg,  wenn  ABC  nnd  AßT 
ähnlich  gel^^n  sind.  Dann  sollte  c  —  -|- 1  sein,  und  die  Gleichung  (4) 
liefert 
..,  ,     dxdY--  dYax 

W  .  "'"dxiy  —  dydx  ' 

Ist   der   Umlanfssinn    des  Dreiecks   ABT   dem    von  ABC  entgegen- 
gesetzt, so  sind  anch  die  Projektionen  nicht  in  ähnlicher  L^,   und 


da  dann  c  =>  —  1  sein  sollte,  eo  bleibt  die 
Sie  mufi  noch  von  den  Differentialen  befreit 


es  wird  Sq'  — 
Formel  (5)  beeteben, 
werden. 

Da  X  und  y  vor  der  ^^-Koordinate  bevorzugt  worden  sind,  so  ist 
es  zweckmäßig,  sie  als  Parameter  der  Flächradarstellnng  anzunehmen,  also 


dX3T- 

-  drsx- 

8^ '''  +  57'''''      '8« ''^+8],*'' 

8X     SZ 

~\dr   sr  ; 
'ix    W' 

dx  dy 
Sx  Sy 

-(Sl^f£)(^«'»-^^*^) 

nnd  demnach 
(6) 

t 

IX  dr 

"  8«  8y 

XdY 
,1^ 

ZU  setzen.  Die  partiellen  Ableitungen  der  Richtungskosinus  der  Nor- 
male kommen  nur  paarweise  miteinander  multipliziert  vor,  und  mau 
darf  daher  das  in  den  Formeln  S.  52(16)  noch  enthaltene  Yorzeiehen 
hier  weglassen,  d.  h.  von 


suageheu.     Dann  erliält  man 

8X  _  fa.-q  +  g-lr 


Vr'+a'  +  i 


.  fti-tf  +  t*)» 
(p'  +  s'  +  i)* 


(8) 
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folgt.    Nach  S.  80(13)  ist  dies  mit 

(9)  ft  —  Ä"  =  «,  % 

gleichbedeutend;    das   Ssußsche  Krümmungsmaß    einer   Fläche 

ist  dem  Produkt  der  beiden  Hauptkrtlmmungen  gleich. 

Nachdem  dies  einmal  bewiesen  ist,  läßt  sich  der  Ausdruck  des 
KrümmungsmaBes  auch  ^r  die  beiden  anderen  FUchendarsteUuDgen 
sofort  angeben,  und  es  ist  namentlich  für  die  erste,  nach  S.  77(20), 

Im  Folgenden  soll  noD  überall  K  als  Zeichen  fttr  das  Erümmungs- 
moB  benutzt  werden,  schon  um  eine  Verwechselung  mit  der  kurven- 
theoretischen Größe  k,  die  bei  der  Betrachtung  einer  Flächenkurre 
gleichzeitig  mit  dem  Krümmungsmaß  auflisten  kann,  zu  vermeiden. 


Aosdruok  des  ErtLnunungamaSea 
durch  die  FondamentolgTößen  erster  Ordnung. 
Die  in  der  Formel 
(!-'  ■«-  -  EG-  F' 

vorkommenden  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  stud,  von  dem 
gemeinsamen  Faktor  y  abgesehen,  im  §  18  (S.  63)  als  Determinanten 
dai^eetellt  worden.  Man  kann  also  auf  die  beiden  Bestandteile  von 
LN  —  M*  den  Multiplikationssatz  der  Determinantentheorie  anwenden. 
Es  werde  nach  Gauß  gesetzt: 


dx  d'x         dy_  d'y 

du  du 


4-    ^JL  "  ?.    J. 


*?t 


w  dvdudv'^ dv  du'cv^ cvdudv 
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und  außerdem  vorübergehead,  nur  fQr  diese  Rechunng, 


Dann  wird 


-ß- 


dx      gy      3g 

I   3t.      Ji      9e 


ay      3/ 

»l>         SU 


r'jip  =  i  ts 


8'.   1' 

au  80 


8» 


-Im'    E    J?   . 
11'    F    G 

Die  sechs  Grdßen  m, . .  .  n"  können  durch  die  sechs  ersten  partiellen 
Ableitungen  der  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  £,  T,  Cr  dargestellt 
iFerden,  deren  Ausdrucke  (S,  28)  bereits  eben  bei  der  Multiplikation 
der  Determinanten  wieder  benutzt  worden  sind    Es  ergibt  sich 


1  dB 


Co) 


Sa 


l_dG 
■  ä  8» 


Für  die  Kontrolle  von  Bechnungen,  in  denen  diese  Größen  TOrkommen, 
ist  es  nützlich  zu  bemerken,  daß  durch  Vertanschnng  von  u  und  v 


und 

ineinander  übergehen. 
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Bei  der  ElntwickeliiBg  der  gefimdenen  Determmanten,  etwa  nach 
der  ersten  Zeile,  werden  nun  in  T^{LN^  M*)  alle  Glieder  bis  auf  eines, 
nämlicli  (tt  —  ß)(EG  —  F'),  nur  Ton  E,  F,  G  und  den  Differential- 
quotienteu  dieser  Grö&en  abliängig.  Aber  ancb  a  —  ß  bann  noch 
durch  die  Ableitungen  der  FondamentalgrößeD  erster  Ordnung  aus- 
gedrückt werden.  Differentiiert  man  nämlich  die  erste  Gleichung  (3) 
nach  V,  die  zweite  nach  u,  dann  die  zweite  Gleichung  (2)  nach  v,  die 
dritte  nach  u,  so  folgt 

f^'^^dv'dxi'di       du 

,    '^dx    S'x         am" 
aln 


Benutzt  man  noch  die  Werte  (5),  bo  ergibt  sich  aus  beiden  Formeln 

fibereinstimmend 

,„,  „       ä'F        1  c'E        1  c'G 

(6)  „_^  =  .^.^^__^^,  __.^^,. 

Die  ToUgtändige  Ausrechnung  der  Determinanten  und  die  Einführung 
des  Ausdruckea  von  LN  —  M'  in  (1)  liefert; 

.  „ra-EäG     dEca  ,  ,»Far     ^ei-ie     ^cFcbi 


SEdG       ^dFcE  ,    /SB\*-I 


+2(£G-F.)(2/:f„-?;^-»;,f.)]. 

Diese  Gleichung  enthält  den  GauBschen  Satz,  daß  das  Krilmmungs- 
maß  allein  durch  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  und  ihre 
ersten  tmd  zweiten  Ableitungen  dargestellt  werden  kann,  und  zwar 
kommen  die  Ableitungen  erster  Ordnung  sämtlich,  von  denen  der 
zweiten  Ordnung  aber  nur  drei,  und  auch  diese  nur  in  einer  be- 
stimmten linearen  Verbindung  vor. 
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§  37. 
Bi^nng  einer  Fläohe,     Bedeutung  des  Oftadsolieii  Sataes. 

Der  GauBsche  Satz  ist  der  Ausgangepunkt  einer  ausgedehnten 
Klasse  wichtiger  flScbentheoretisclier  Untersuchungen  geworden,  denen 
die  Torstellnng  der  Yerbiegbarkeit  einer  Fläche  zugrunde  liegt. 

Neben  der  gegebenen  Fläche  werde  eine  zweite  betrachtet,  deren 
kartesische  Koordinaten  Xi,^],;!!  Funktionen  derselben  Variablen  u,v 
sind  wie  x,  y,  t,  die  also  durch  Gleichungen  der  Form 

(1)  y.-y.  («,''•) 

dai^eetellt  wird.  Die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  dieser  Flädie 
mögen  jS,,  F^,  G,,  das  Linienelement  ds^  heißen,  so  daß 

(2)  dsi*  =  £,dw»  +  2F^dudv  +  G^dv* 

ist.     Vermöge  der  Gleichungen   (1),  mit  denen  Tür  die  erste  Fläche 

X  =  x{u,  v),  . . . 

zusammen  gestellt,  werden  die  beiden  Flächen  in  bestimmter  Weise 
aufeinander  abgebildet;  es  entsprechen  sich  nämlich  auf  ihnen  die 
Punkte,  die  zu  demselben  Wertepaar  (u,v)  gehören.  Angenommen 
nun,  die  Funktionen  x^,  y,,  g,  seien  so  beschaffen,  daß  fflr  alle  Werte- 
paare eines  bestimmten  Bereiches 

(3)  E^  =E,    j;  =  F,     G,  -  G, 
also  auch 

(4)  ds,  -  ds 

ist;  dann  müssen  die  Bogenlängen  irgend  zweier  entsprechenden  Kurven, 
i^mhch  solcher,  die  auf  beiden  Flächen  durch  dieselbe  funktionale 
Beziehung  zwischen  u  und  v  definiert  werden,  zwischen  entsprechenden 
Endpunkten  einander  gleich  sein.  Das  eine  Flächenstiick  läßt  sich 
dann  auf  das  andere  ohne  Dehnung  oder  Zusammenziehung  auflegen, 
und  man  s^t,  die  beiden  Flächen  seien  aufeinander  abwickelbar.  Die 
hierfBr  hinreichenden  Bedingungen  (3)  sind  auch  notwendig.  Denn 
sollen  zwei  beliebige  entsprechende  Bogen  gleiche  Länge  haben,  so 
maß  dSf^  ~  ds  sein,  z.  B.  ftir  die  Koordinatenlinien  v  =  const.,  u  —  const. 
einzeln,  aber  nicht  nur  FQr  diese.  Daraus  folgen  die  Gleichungen  (3) 
wieder. 
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Hiernach  ergibt  sich  als  geometrischer  Inhalt  des  Gaußecben 
Satzea:  Sind  zwei  Flächen  aufeinander  abwickelbar,  so  haben  ihre 
Erümmungsmaße  in   entsprechenden  Punkten  denselben  Wert,  oder: 

Bei  der  Biegung  einer  Fläche  bleibt  das  KrOmmungs- 
maß  in  jedem  einzelnen  Punkte  nngeändert. 

Ale  Beispiel  für  zwei  aufeinander  abwickelbare  Flächen  kSnnen 
die  Schrauben^che  und  das  Eatenoid  dienen.  Ein  StDck  der  Schrauben- 
fläche, das  sich  unendlich  oft  wiederholt,  wurde  durch  die  Gleichung 

^  =  &  arc  tg 

(S.  23)  bestimmt,  die  fllr  die  vorliegende  Untersuchung  durch 

a;  —  u  cos  » 

(5)  y  =  «  sin  f 
X  =  bv 

vertreten  werden  möge.  Die  Linien  r  =  const.  sind  gerade,  die  Karren 
u  —  const.,  als  Schnitte  der  Schraubenfläche  mit  den  Ereiszylindem 
«*+»/*"■"*,  gewöhnliche  Schraubenlinien.    Aus  (5)  folgt 

(6)  ds*=dit*-\-(u*+b')dv*. 
FOr  das  Katenoid  kann  nach  S.  103  (18) 

(7)  dsf  —  du'  +  («» +  a')  dv* 

gesetzt  werden.  Hierbei  sind  die  Koordinatenlinien  der  ersten  Schar 
Eettenlinien,  die  der  zweiten  Schar  Kreise,  nämlich  die  Parallelkreise 
der  UmdrehungsSäche,  und  nach  der  im  §  31  au^efOhrten  Parameter- 
änderung ist  in  den  hier  benutzten  Zeichen 

X,  =  ]/u*  +  n'  cos  ti 

(6)  y^  —  ]/«'  -I-  o*  sin  v 

acosh  '  —yu*+  a' 

die  analytische  Darstellung  des  Katenoids.  Setzt  man  nun  die  beiden 
Konstanten  a  und  b  einander  gleich,  so  erhält  man  aus  (6,7) 

(9)  E-Ei=l,        F^F^^O,        G_G,-w»+o'. 

Die  beiden  Flächen  werden  aufeinander  abwickelbar,  und  es  gehen 
bei  der  Biegung  die  Geraden  der  Schraubenfläcbe  in  die  Meridiane 
des  Katenoids,  die  Schraubenlinien  in  die  Parallelkreise  über.  . 
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§38. 
Die  beiden  Gmndanf^ben  der  Biesungatheorie. 
An  den  Begriff  der  Abwickelbarkeit  einer  Fläche  auf  eine  andere 
lassen  sich  zwei  Gmndsufgabea  nnmittelbar  anschlieSsD.  Erstens: 
Alle  FUchen  zu  finden,  die  aus  einer  bestimmten  durch  Biegung  her- 
vorgehen können.  Oder  besser,  weil  die  Kenntnis  einer  speziellen 
Fläche,  für  welche  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  gegebene 
Werte  haben,  wenigstens  fDr  die  Fassung  des  Problems  ohne  Be- 
deutung ist:  Alle  Flächen  von  gegebenem  Linienelement  zu  ermitteln. 
Die  analytische  Formulierung  der  Aufgabe  ist  einfach.  Man  hat  in 
den  Gleichungen 

ß:-)'  +  (lf)' +  (!:)'=«- 

in  denen  bis  jetzt  x,  y,  t  als  gegeben,  die  rechten  Seiten  als  Rech- 
nungsresnltate  betrachtet  worden  sind,  E,  F,  G  als  gegeben,  z,  y,  e 
als  gesucht  anzusehen.  Es  handelt  sich  dann  darum,  x,  y,  e  auf  die 
allgemeinste  Weise  so  zu  bestimmen,  daß  die  drei  simultanen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  (1) 
befriedigt  werden. 

Xicht  ganz  so  einfach  ist  die  analytische  Kennzeichnung  der 
zweiten  Aufgabe:  Zu  entscheiden,  ob  zwei  Flächen,  die  in  der  Dar^ 
Stellung  (I)  gegeben  sind,  aufeinander  abwickelbar  sind  oder  nicht 
Deim  man  muß  annehmen,  daß  die  beiden  Systeme  kartesiecher  Koor- 
dinaten durch  vereohiedene  Paare  von  Parametern,  a,v  för  die  eine, 
u',  c'  fQr  die  andere  Fläche  dargestellt  sind, 

x~x{u,v),        y^y{u,v),        z=z{u,v-) 

Alles,  was  man  von  rornhereia  weiß,  ist,  daß  zwei  eindeutige  und 
eindeutig-umkehrbare  Beziehungen 

(2)  «'-"■(»."),         «■-"■(«,•) 

zwischen  den  Parameteru  bestehen  müssen,  damit  die  beiden  Flächen 
überhaupt  aufeinander  abgebildet  seien.  Lassen  sich  nun  diese  Be- 
ziehungen so  w^Ien,  daß  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnui^ 
z.  B.  der   ersten  Fläche   filr   die  Parameter  m',  v    denen  der  zweiten 
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Fläche  ftlr  dieselben  Patometer  entsprechend  gleich  sind,  so  sind  die 
beiden  Fachen  aufeinander  abwickelbar. 

Im  §  12  ist  die  Transformation  der  Fundamentalgrößen  fQr  irgend 
eine  Substitution  der  Form  (2)  gegeben  worden;  die  Formeln  lauten 

(S.  39  (8)): 

(..^'(l^v2^^^]r+'^'(i:T- 

Sollen  die  aus  ihnen  folgenden  Werte  von  E',  F",  6"  den  Bedingungen 

(4)  E'  =  _b;,      !"=-¥;,      G'  -  o; 

geiiQgen,  deren  rechte  Seiten  die  als  bekannt  anzunehmenden  Funda- 
mentalgrößen der  zweiten  F^che  sind,  so  mflssen  die  Gleichungen 
gelten 

Es  ist  also  zu  untersuchen,  ob  es  zwei  Fonktionen  u'(«,  p)  und  «'(«,  v) 
gibt,  die  diesen  drei  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  nnd  zweiten  Grades  genügen,  in  denen  E,  F,  G  gegebene 
Funktionen  von  u  und  v,  £^,  F[,  G[  bekannte  Funktionen  von  m' 
und  v'  bedeuten.  Existieren  sie,  so  geben  sie  in  a:  =  a;  («,  c),  -  -  -  ein- 
gesetzt fQr  die  Koordinaten  der  ersten  Fläche  Ausdrücke  der  Form 

X  -  x{u',  v'),        y  —  y{u,  v'),        i  -  J(m',  c') 

und  stellen  damit  fest,  welche  Punkte  (xyz)  nnd  {x^^^^^^  der  beiden 
Flächen  einander  entsprechen. 
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Grandformeln  der  Theorie  der  TangentialkrliiniBniig. 


Aiudraok  der   Tangmi  H  a1  krti  Twm-n  Hg 

fOr  die  TeTBohiedenen  DarBtellnngen  einer  Flftohenkorre. 

Um  die  Krdmmuiig  einer  FlacheokiirTe  vollständig  darzustellen, 
braucht  man  außer  der  Normalkrümmung  nocli  die  Tangentialkram- 
mung.    Denn  es  ist  (8.60(12)) 


Normal-  und  Tangential  kr  ümmung  waren,  vom  Yorzeichen  abgesehen, 
durch  Projektion  der  Krammung  selbst  anf  die  Normale  der  Fläche 
und  die  Tangentialnormale  der  Kurve  entstanden,  und  die  Yorzeichen 
hingen  von  den  positiven  Richtungen  dieser  beiden  Geraden  ab.  Da- 
bei ist  wichtig,  daß  die  Kosinus  der  positiven  Flächennormale  mit  der 
Theorie  der  Flächenknrven  nichts  zu  tun  haben,  während  die  positive 
Richtung  der  Tangentialnormale  an  das  Prinzip  des  Fortganges  auf 
der  Karre  gebnuden  ist.  Als  Bestimmungsgleichung  filr  die  Tan- 
geniialkrdtnmung  konnte  man  auch  annehmen  (S.  60  (15)) : 

(j  =  —  Ä  cos  (n,  h), 
also  nach   den  Formeln  fdr  die  Bichtungskosinus  der  Binormale  b 
(S.9(15)): 

oder  unter  BerSckeichtigung  des  Wertes  der  Afimmong  (S.  11(2)): 
Mittels  der  Ausdrücke  8.6(10)  für  P, 


für  p,  e, 

R  ergibt 

sich  endlicli 

X 

r 

Z 

dx 

dy 

dl 

<i>» 

d'y 

<p. 
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Hier  kann  der  Nenner,  wegen 

ds»=  Edtt*+  2Fdudv  +  Gdv', 
sofort   auf  die  gegebene  Fläche   bezogen  werden.     Aber  auch  in  den 
Zähler  lasaen  sieb  die  Fundamentalgrößen   der  Fläche  ohne  weiteres 
einfflhrea,  wenn  die  Determinante  nach   den  Elementen  der    dritten 
Zeile  entwickelt,  also 

(3)  g-^^^i:(Yd,-Zd))d'i 

gesetzt  wird.     Hierin  ist  nämlich 

Yd,-zd)-(Tl'  -zl'^du  +  lrii-z^'^dv, 

'        \      cu  du/  \      öv  c  VI 

und  fQr  den  Koeffizienten  von  du  ei^ibt  eich  durch  Einführung  der 
Werte  von  T  und  2 

^3*  _  „Zy        \_(  idt_dx_  _dx  Öi\dz_  _  Idx  dj_  _d\s  ds\cy\ 

^  du     ^ du"  T  \\du di     du 3v} sü     \du  dv     du dv) du) 

1  idx  ^/3«\*_  ^*  •^3j!3*\ 

Der  ebenso  zn  berechnende  Koef^zient  von  dv  kann  auch  aus  dieser 
Formel  durch  Vertaufichung  von  u  und  v  abgelesen  werden,  wobei  zu 
beachten  ist,  daß  dann  die  Zähler  von  X,  Y,  Z  ihr  Zeichen  ändern. 
Demnach  wird 

^ds        ydy        1  /      jpdx        j.dx\ 

(4) 

ycz        -^öy       1  (     ^  ^«    ,    jpcx\ 

und  diese  Gleichungen  vertreten  im  ganzen  sechs  Formeln. 
Setzt  man  nun 


und  führt  die  in  der  Gleichung  (Ü)  angedeutete  Summation  aus,  be- 
.  nutzt  ferner  die  abkllrzendeu  Bezeichnungen  S.  118(2,3),  so  erhält  man 

Tffds»  =  [(En  -  Fm)du'  +  2{En-  Fm)  du  dv  +  {En'-  Fm")  dv* 

+  {EG~F*)d*v]dtt 
+  [(Fn  -  Gm)du*  +  2(F>i-  Gm')dudv  +  (Fn"  -  Gm")dv' 
~(EG-  F')d*u]dv. 
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"Sach  Abaoiidemiig  Ton  EG  —  F*  aus  den  Slammei'grÖBen  möge 

~  (Gm  -  Fn)   -  J,  ,  y,  {En  -  Fm)   -  J, 

.(5)        -^  (Gm'  -  FW)  =  J/,  ^-,  (ßn'  ~  Fm')  =  J^ 

^,  (Gm"-  Fn")  =  J",",  ^,  {En"-  Fm")  =-  /," 

gesetzt  werden;  dann  folgt 

Dies«  Formel  unterscbeidet  sieb  von  der  für  die  Normalkrfim- 
mung  (S.  64  (5))  in  bemerkenswerter  Weise.  Der  Änsdruek  der 
Nonnalkrammang  entbält  nur  die  DifiTerentiale  erster  Ordnung,  aber 
beide  Reihen  von  Fundamentalgrößen;  in  der  Tangentialkrfimmuog 
kommen  die  Differentiale  erster  und  zweiter  Ordnung  vor,  von  den 
Fundamentalgrößen  d^egen,  wie  die  Gleicbuugen  (5)  in  Verbindung 
mit  S.  119(ÖJ  lebren,  nur  die  der  ersten  Ordnung  nebst  ibren  ersten 
Ableitangen. 

Ffir  die  Berechnung  der  Tangentialkrümmung  ist  die  Formel  (6) 
besonders  dann  braucbbar,  wenn  längs  der  betrachteten  Flächenkurve 
((  and  V  als  Funktionen  einer  Variablen  t  gegeben  sind.  Das  Fort- 
gaugsprinzip  kann  dann  etwa  durch  die  Annahme  dt>0  definiert 
sein  (vgl.  S.  4),     Wird  jedoch  die  Kurve  durch  eine  Gleichung 

<p  (m,  v)=  C 

dargestellt,    so    ist   der   Ausdruck  weiter   umzugestalten.     Es   gelten 
nämlich  die  Gleichungen 

(7)  ^^läu+^Xdv^Q 

(8)  0 d„»  +  2  -.^ll^  d»dv  +  l'j,  dv*  +  1^  <Pu  +  If  d'v  =  0, 

mit  deren  Hilfe  mau  statt  der  Differentiale  dti,  . . .  d'v  die  partiellen 
Ableitungen  der  Funktion  p{u,  v)  einzufahren  hat. 

Allerdings  scheint  auf  den  ersten  Anblick  die  Elimination  von 
du,  dv,  d*u,  d'v  nicht  möglich  zu  sein,  weil  vier  Differentiale,  aber 
nur  zwei  Bestimmungen  ftir  sie  vorliegen.  Der  Grund  fßr  die  Aus- 
fQbrbarkeit  der  Rechnung  liegt  darin,  daß  in  dem  Ausdruck  (6)  nur 
zwei    Verbindungen    der    Differentiale    vorkommen:     das   Verlrältnis. 
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j-  =  A,  also  die  Bestimmangsgrdßa  för  dieTai^eiite  der  Kurve  (8.32), 
und  was  die  zweite  Ordnimg  angeht,  der  DiffereoiialqaotieBt  j-> 

Die  äleichnng  (7)  möge  unter  Einfübnmg  eines  ProportionalilÄta- 
faktora  durch 

(9)  ''»-i^l}.       ■'«--Ca' 

ersetzt  werden.     Wird  Ton   der  in  (6)  vorkommendea   Determinante 
znerst  der  Teil  berechnet,  der  d*u  and  d*v  enthält,  so  ergibt  sich 


d'f, 

du 
dv 



''41  +  sl'''' 

>4^  '•H 

— 1»' 

8» 

a«'    dv        dado  Su 

8 
8 
8 

a 

.rSV/S'P\»     g  eV  3»  St 

+ 

Hieran  tritt 

Wl 


I  j;dM»+  27,'dMdu  +  J,"df',  (?«  I 


'\pp/  »  8u  a«    '     'Vi 


•  dt,  8« 
/8»\' 
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Daoacli  wird  der  ToUsfönd^e  Aasdmck  der  Determinante,  wenn  zur 
A.bkörziuig 

äf^i-Ji   a«-''i  y^-V" 

gesetzt  wird,  gleioli 

Femer  ist 

und  demnacli,  wenn  das  Fortgangsprinzip  etwa  durfili 
definiert  wird, 

-^•I-(AV)5. 
Setzt  man  alles  in  (6)  ein,  so  erliält  man  die  Schloßformel 

/dif\*      „       dip  dq>   ,         /d<p\* 


(11) 


riA'vT- 


§40. 
Dantellung  der  Tangentialkrämmuiig  mittela  geometriBOher 
Differentiationen.     Die  ChrlBtoffelsohen  Terbludtmgen, 
Fs  ist  von  Interesse,  diesen  Ausdruck  der  T&DgentialkrQmmnng 
auch  direkt  aus  der  Grundformel 

(1)  g  =  ifccos(r,  A)  =  h2:A'a'' 

(3.69(11))  herzuleiten,  ohoe  die  Binormale  einzuführen  und  ohne 
Differentiale  zu  benutzen.  Zugleich  ist  das  soeben  rein  formd,  durch 
die  Bedingung  ft  >  0,  erklärte  Fortgangsprinzip  anschaulicher  darzu- 
stellen. Zu  dem  Zweck  empfiehlt  es  sich,  tou  der  Festlegung  einer 
positiven  Richtung  der  Tangentialnortnale,  nicht  der  Tangente  selbst, 
auszugehen.     Die  Differentiation  längs  einer  Karre  hat  nämlich  nur 

KnobUnali,  DlffanntlalgiKimstrl*.  9 
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BO  lange  als  Grundlage  der  analjtischeii  Operationen  zu  dienen,  wie 
die  Kurve  für  sich  allein  betrachtet  wird.  Geht  dagegen  eine  ge- 
gebene Fläche  durch  sie  hindurch,  so  ist  die  Differentiation  senkrecht 
zur  Kurre,  aber  selb strers tandlich  längs  der  Fläche,  an  die  Spitze  zu 
stellen;  der  Bau  der  äächentheoretieohen  Formeln  läßt  darüber  keinen 
Zweifel.  Fflr  das  dreidimensionale  Gebiet,  in  dem  eine  Fläche  oder 
Flächenschar  gegeben  ist,  besteht  die  VeraUgemeinerung  dieser  Regel 
darin,  die  Differentiation  senkrecht  zur  F^he,  also  in  Richtung  der 
Normale,  als  GFrundoperation  anzusehen.  Die  Richtigkeit  dieser  An- 
schauungsweise ergibt  eich  hier  schon  daraus,  daß  nach  Fixierung 
einer  positiven  Flächennormale  die  Differentiation  längs  dieser  ein- 
deutig bestimmt  ist,  während  man  auf  der  Fläche  auf  unendlichviele 
Weisen  von  einem  gegebenen  Pankte  zu  einem  benachbarten  über- 
gehen kann. 

Im  Anschluß  an  die  Festsetzungen  in  der  Theorie  der  Karven- 
netze (S.  28 — 29,  35 — 36)  werde  nun  die  positive  Tangentialnormale  *" 
der  Linie  ip(w,  o)  =•  C,  die  einer  Kurvenschar  angehören  soll,  als  nach 
der  positiven  Seite  dieser  Linie  gerichtet  angenommen.  Für  die  posi- 
tive Seite  ist 

(2)  Sf^^^Su +  ^liv>0. 

Die  Richtung  f  hängt  von  dem  Zeichen  der  Funktion  tp  ab,  das  aber 
fGr  die  Kurve  selbst,  insbesondere  fiir  die  Gleichungen  (7)  und  (8) 
des  vorigen  Paragraphen,  ohne  Bedeutung  ist.  Die  Tangente  und  die 
Tangentialnormale  der  Kurve  erscheinen  als  Verbindungslinien  des 
Punktes  (m,  v)  init  den  Punkten  («  +  du,  v  +  dv)  und  (m  +  du,  v  +  dv). 
Infolge  der  Gleichung  (7),  durch  welche  die  Differentiale  du  und  dt> 
verbunden  sind,  nimmt  die  Bedingung  der  Orthogonalität  von  t  und  f, 

Edu  du  +  F{du  dv  +  dv  du)  +  Gdv  dv  =  0, 
die  Form  au 

(3)  (fA'^-  -  fI'^]  Su  +  (f^"-  -G^)Sv  =  0. 

Ersetzt  man  sie,  unter  Einführung  eines  Proportionalitätsfaktors,  durch 

\     öv  dv/'  \      öv  du/' 

so  findet  man 

^f  "  "li^d^-  -  ^dv  )  9u  +  V'd^  "  ^  iu)  Sv  J  ■ 
Der  Bedingung  (2)  gemäß  muß  v  positiv  sein,  weil  der  Faktor  von 
V  als  Zahler  des  Differentialparameters  erster  Ordnung  positiv  ist. 
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PositiTe  Bicbtong  der  Tangen tiolnormsle. 
Der  erste  KiclitungskosinuB  von  t'  ist 


A^ 


^^° 


Es  ergibt  sich 


A'~ 


oder 


A'- 


'H^(^!.^} 


naeli   der  Definition   des  Zwischenparameters   von  x  und  y  (S.  42). 

WeireE 

**  v>Ü 

läßt  sich  diese  Formel  nebst  den  beiden  zugehSrigen  schreiben: 

(4)  A'  —  ^^^         B'  —  A^'-?^-  C  =  ^^'~  ■ 

"°  yä'"»  '  VA'V  '  yÄ'9 

l^on  var  die  Gleichnng  (1)  gleichbedeatend  mit 

(5)  g=2A'&A 

(8.  5ö  (15)).    Um  die  Rechnung  aaszaffihren,  hat  man  also  nodi  die 
Werte  von  A,  B,  C  za  ermitteln.    Ans 

ds       da  \dtt        '  9(j      / 
and 

0«  '    (Je 

ergibt  sich  zunächst  nur 


v4iy-"'Y.ii+''(c>i)' 


Die  Bestimmnng  des  Zeichens  e  erfolgt  durch  die  ÄquiTdenz 

/,  t',  n  r^  x,y,e 
und  liefert  den  Wert  +  1,  sodaß  (in  der  Bezeichnung  S.  44  (6)) 

wird.     Diese  Ausdrücke  würden,  nachdem 

j  dw        j  dip 

au  •^  IL  .-  - .      av  ^  —  u  ---— 
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gesetzt  ist,  ans  A  —  @x,  . . .  auch  direkt  unter  der  Annahme  /i  >  0 
gefolgt  sein;  man  kommt  also  von  dem  hier  eingenommenOD  Stand- 
punkt aus  anf  die  im  rorigen  Paragraphen  gegebene  Kennzeichnung 
des  Fort^angsprinzips  zurück. 

Nach   den   Oleißhungen  (6)    erseheinen   A,  B,  C  aia   homogene 

lineare    Funktionen    gleicher   Form    Toa    5—   und  5-,    ^    und  =-=!, 

°  du  dv'    du  ov ' 

v^  und  s— ,  und  dasselbe  gilt  von  A',  B',  C  vermöge  der  Formeln  (4). 
Wird 

gesetzt,  so  haben  die  KoeHzienten  q>^, . . .  <p^  die  Werte 

1 dv_ 

^*        T'VA'g!   V       ^*'  2"/ 

Bei  Rechnungsoperationen,  die  man  mit  diesen  GröSen  anzustellen 
hat,  wird  man,  soweit  es  die  jeweilige  Aufgabe  irgend  zuläßt,  die 
QrÖBen  qo^  und  <p'^  aus  dem  Grunde  bevorzugen,  weil  sie  bei  einer 
YertaUBchung  von  u  und  v  ohne  weiteres  ineinander  übergeben,  ^, 
und  qo,  d^^en  nur-  unter  Umkehrung  des  Vorzeichens.  Außerdem 
kann  man  (p[  und  qo,  in  einer  namentlich  für  die  Differentiation 
brauchbaren  Form,  nämlich  als  Summen  (nicht  Differenzen)  darstellen, 
wenn  man  die  Größen  E,  F,  G  als  TJnterdeterminanten  von 

\E     F\ 
\f     G\ 

auffaßt  und  außerdem  sämtliche  Bezeichnungen  passend  wählt,  d.  h. 
in  (10)  auch  auf  den  rechten  Seiten  die  Glieder  durch  Indizes 
kennzeichnet.  Zu  dem  Ende  mögen  an  Stelle  der  Buchstaben  u,  v 
und  auch  gleichzeitig  mit  ihnen  die  Zeichen  Uj,  u,  für  die  krumm- 
linigen Koordinaten  angewendet  werden.     Es  werde  femer 
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,  Oidnnug  als  Summe. 

E,       F, 
durch 

«U.         «I,, 

0 

ersetzt  ond  die  in  der  Detarminante 

»11     «1. 

r" 

zu  dem  Elemente  a^^  gehöreiide,  durch  a  seibat  diridierte  Unterdeter- 
minante  mit  ctj^  bezeichnet,  so  daß 


(11) 


'  T* 


ist.     Mittels  dieser  Bezeichnungen  läBt  sich  setzen: 
oder 

(12)  '^V-2'«arl,II;- 

Bier  und  im  Folgenden  bedeuten  die  dem  Zeichen  £  beigefögten 
SommatioDEibnchHtsben  i,  k,  . . .  Zahlen,  die  anabhangig  voneinander 
die  Werte  1  und  2  annehmen.  Wo  das  Summenzeiohen  ohne  Zusatz 
steht,  soll  es,  wie  bisher,  die  Summation  aber  x,  y,  e  kennzeichnen. 
Die  Formeln  (10)  werden 

d.h. 

Die  Tier  Größen  9i,  .  -  ■  9t'  enthalten  die  partiellen  Ableitnngen 
TOn  <p  nur  in  dem  Quotienten  -^ :  -^—  ■  Von  der  großen  Anzahl 
von  RelAtioDen,  die  zwischen  ihnen  und  den  Größen  a,^  stattfinden, 
seien  hier  nur  folgende  erwlhnt: 
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(14)  ÄtViVi-O 

Um  nun,  wie  angegeben,  bei  der  Berechnung  von  g  die  geome- 
trische Differentiation  auf  Qrö&en  anszuaben,  die  von  9:^  und  tp'^  (nicht 
Ton  ^^  und  ^,)  abhängen,   benutze  man,  wie  im  §  16,  die  Identität 

aus  der 

2AeÄ-^2-^eA  =  o 

folgt^  setze  also  statt  (5): 

(15)  g 2A&Ä 

(8.55(16)). 

Es  ist  fBr  ii^end  eine  Funktion  x(u,v) 

(16)  ^t-'2f-li.' 

mithin  wird  nach  (7)  und  (8) 

und  bei  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  Summationen,  die  auch  im 
Folgenden  immer  wieder  vorgenommen  werden  wird. 

Nach  der  Definition  der  Fundameutatgrößen  erster  Ordnung  hat  man 

und  demnach  weiter 

Sa^^  'V^  _^^  4.  "V  — -i'  — 

Die  erste  Summe  rechte,  die  im  ersten  Teile  von  —  g  vorkommt,  kann 
dadurch  iaoliert  werden,  daß  die  beiden  Qleichungen 
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3U(2Ui 


lunzugenoDinien  nnti   die  letzte   von   der  Summe  der  beiden  Torher- 
gehenden  snbtraJiiert  vird.     Gilt  dann  die  abkOizende  Bezeichnuag 

80  erhält  man 

Die  ELnfQliroDg  ron  (17)  und  (19)  in  den  Aasdruck  der  Tangential- 
krOmmnng  liefert 

(20)        -s-;^vmf'>[';]  +^;"f'f>  ll; . 

worin   die  Ableitongen  der  Größen  ^^,   uacb   (13),  mittels   der  Glei- 
chungen 

zu  bestimmea  sind. 

Aus  den  Omndformeln  der  Determinantentheorie 

^<^ii^n  1  il,    k'-i 

(21)  '  l-'-^l  ^ 

die  im  Folgeaden  ebenfalls,  und  ohne  daß  es  jedesmal  angekündigt 
wird,  beständig  benutzt  werden  sollen,  ergibt  eich 

n  i 

Zur   Anfidsnng   nach   den   partiellen   Ableitungen   linke   multipliziere 
man  mit  a^^  und  summiere  Über  t: 

"Va  «    ^"«— —  V«   «     ^"w 

.^  "  *'  a«,         ^  '•  *^  a«, 

Die  linke  Seite  hat  den  Wert 

^*^'>»r^  3«"' 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


136  IV.  Abiclmitt.    S  *0. 

3od&ß 

(22)  ^.__2'»,...,^ 

wird.     Hiernach  e^bt  sich 

-  9  -2  Vi  9.  vi  [V]  +  y^^^y^^.'Pifi  4;s'ü, 

Die  letzte  Summe  l&fit  sich  BchreibeB 

(,*  I 

fällt  alao  wegen  der  zweiten  Oleichimg  (14)  weg.    Die  zweit«  Summe 
wird  gleich  ,  ,,^ 

und  die  dritte:  ''' 


Alle  Bestandteile  von  —  g  enthalten  im  allgemeinen  Gliede  g>iip,  als 
Faktor.  Der  dritte  kann  mit  dem  ersten  zusammengezogen  werden, 
wenn  man  in  diesem  die  GrÖ&e  >p\  durch  ihren  Wert  (nach  (13))  er- 
setzt oder  am  gebehrt  qo^  in  den  dritten  einfDbrt.  Da  nun  in  dem 
zweiten  Sümmenausdnick  Ableitungen  von  <p  explizite  vorkommen, 
so  sollen  solche  auch  in  den  beiden  noch  außerdem  auftretenden  bei- 
behalten, also  der  erste  in  der  Form 

geschrieben  werden.  Bei  der  Zusammenfassung  mit  dem  dritten  er- 
scheint die  QrSße 

r*  n  _  (Utit        1    /Ba„  __  Soti  _  datA       _  Fi  fl 
L*J        a»,  "  2  \du\         CB,         0uj"       Ikj' 

Die  Formel  (20)  geht  demnach,  wenn 
oder  bei  Vertauschung  von  Bezeichnungen 
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gesetzt  wird,  in 

über.    Wie  durch  Vei^leichaog  der  Ausdrücke  (23)  mit  S.  127(5)  za- 
sammen  mit  S.  119(5)  sofort  folgt,  eiad  die  Größen 


fV).  IVl 


(VI-  IV).  (VI.  (V 

der  Reihe  nach  mit 

«'i-     ^i,     'F;',     j,. 

idcmtisch,  und  demnach  (s.  S.  129  (10)) 

Der  Schlaß&Qsdruck  für  die  Tangentialkrümmung  lautet 


(26) 


-^f^^f'^'f"- 


Er  Btimmt  wegen  (9)  mit  der  letzten  Formel  des  Torigen  Pftrographen 
Qberein, 

Die  durch  die  Oleichimgen  (33)  zusammen  mit  (18)  definierten 
Größen  r.  }  lieißen  die  Christoffelechen  Yerbindangen  kos  den 
Fandamentalgrößen  erster  Ordnnng  und  ihren  eisten  Ableitungen. 
Ihre  expliziten  Änsdrflclie,  die  allerdings  wenig  gebrancht  werden, 
seien  hier  znsammengestellt: 

/l„dE 


(27) 


p.«e      F«^  I    1  paß) 
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Eine  YertauBchang  von  u  and  v  zieht  die  Ton 

mit 
nach  aicb. 

§41. 
Tangeutialkrümmnng  der  orthogonalen  Trajektorie 
einer  gegebenen  FUlohenlnirTe. 
Mit   denselben  Hilfsmitteln   wie   für  die  Kuire  c   läflt  sich  die 
TaDgentialkrümuiung  auch  für  ihre  orthogonale  Trajektorie  c'  bilden. 
Die   positiven  Riehtangeo   der  Tangente   und   der  Tangentialnormale 
Ton  c   sollen  mit  den  oben  (S.  131)  definierten  t'  und  t  zusammen- 
fallen.    Bedeutet  dann   0^  ^^  ^'^^  beliebige  Funktion  ^(u,  v)  den 
Ansdmck  -^^ ,  der  a.  a.  0.  für  %—  x  berechnet  worden  ist,  so  hat 
man  genau  wie  dort 

oder,  Daoli  S.  132(8), 

(2)  »t-2'^-k' 

der  Gleichung  (16)  (S.  134)  entsprechend.    Die  durch  das  Zeichen  9' 

angedeutete  Differentiation  längs  der  Kurve  c'  tritt  fOr  die  yorli^ende 

Untersuchung  an  die  Stelle  von  &,  und  da  anfierdem  A,  B^  C  und 

A',  B',  C  sich  vertauschen,  so  ist 

<3)  g'~2^&'A' 

der  Formel  (5)  (S.  131)  an  die  Seite  zu  atellen.    Die  EinfQhnu^  der 

Ausdrücke  (7,  8)  von  A,  A',  ...  liefert 

f'f'  f^Zid^,  du,di,,  +2i  'P'f' Tu,  2i  b^  du,' 

und  die  Benutzung  der  Gleichungen  (17,  19): 

Diese  Formel   unterscheidet   sich   von   der  für  —  </  (S.  135(20))   nur 
dadurch,   daß   91^   an   der  Stelle   von  9,   steht.     Setzt   mau   also   die 
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RecliQiing  in  genau  derselben  Weise  fort  wie  im  Torigea  Paragraphen, 
80  erhält  man 

Denn  der  noch  feUende  Aosdnick 

verschwindet  ans  demselben  Glrunde  wie  dort.    Da  sich  bei  den  folgen- 
den Schritten  gamichts  ändert,  so  wird 

oder 

(6)  '--i/iV  2' ''<''>■•• 

Sobald  es  der  ünterscheidong  wegen  nötig  ist,  soll  den  Zeichen- 
g  nnd  g'  ein  Index  ip  beigefügt  werden.  Dann  bedeuten  also  g  und 
g'^  die  TangentialkrOmmnng  der  Knrve  9)(u,  i;)  » const.  nnd  ihrer 
orthogonalen  Trajektorie.  Nimmt  man  der  Reihe  nach  ^(u,  v)  =  v 
und  ipiy,  c)  =  u  an,  so  liefern  die  Formeln 

(')  9^ ,7.1=  i^lVn  +  29',9'iyit  +  ViV«) 

fSr  die  TaDgentialkrBmmungen  der  Koordinateolinien  und  ihrer  ortho- 
gonalen Trajektorien  die  Werte 

g  -  -"--^ 
(9)  ^"i- 

'•     ffVff 

„■ — '    (fj,-ej:) 
(10)  ^y^ 

g'—-',-(OJ,'-FJ,"). 
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Sie  werden  besonders  einfach  fKr  F=0,  veno  also  die  Koordinaten- 
linien  sich  nnter  rechten  Winkeln  schneiden.     Nach  den  SchlnßformelD 
des  Torigen  Par^p^phen  ist  dann  nämlich 
1        SE 

"•"   "^ro  <" 

^  _       1        dG 

9',=  - 
(12) 

^^  ~       iEYG  "-^ö" 

DaB  hierin  g^  und  g^  bei  einer  Vertauschung  von  u  and  v  in  einuider 
übergehen,  g^  und  g^  aber  erst  nach  ümkehmng  eines  Yorzeicheus, 
findet  ia  den  Festsetzungen  Ober  die  positiven  Richtungen  der  Tan- 
genten und  der  Tangentialnormalen  seine  Erklärung.  Die  zur  Be- 
rechnung Ton  g^  und  g^  in  erster  Linie  gebrauchten  Tangential- 
normalen t'^  and  t^  sollten  nach  den  positiven  Seiten  der  Linien 
V  =  const.  und  u  •=  const.  gerichtet,  die  positiven  Tangenten  aber 
durch  die  Äquivalenzen 

(13)  („K, "-',),' 

'm>  C>  "'^  ^)  V)  *) 

aus  denen 

(14)  t^,   t[  r^    t^,    tl 

folgt,  festgelegt  sein.  Nun  fällt  der  Orthogonalität  der  Kurven  vegen 
tl  mit  f„,  t'^  mit  t^,  wenigstens  abgesehen  von  den  positiven  Rich- 
tuogeti,  zusammen,  was  durch 

wiedergegeben  werden  kann.  Jenachdem  nun  £^  gleich  -|-  1  oder 
gleich  —  1  ist,  muß  nach  (14)  e^  den  Wert  —  1  oder  +  1  haben. 
Hieraber  läßt  sich  aber  noch  Genaueres  aussäen.  Nach  der  Definition 
der  positiven  F^chennormale  n  mittels  der  positiven  Richtangen  der 
Eoordinatenlinien  (S.  50),  verbunden  mit  den  Festsetzungen  ober  diese 
Richtungen  (S.  28),  ist  nämlich 

Daher  ist  nur  £^=  -f  1,  d.  h.  £„—  —  1,  möglich,  und  dies  ist  es,  was 
die  Formeln  (11,  13)  zum  Ausdruck  bringen. 

In  dem  besonderen  FaUe  orthogonaler  Eoordinatenlinien,  fOr  den 
die  Eiuf^rung  von  g'^  und  gl  ohnedies  unnötig  ist,  empfiehlt  es  sich 
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daher  Oberhaupt  nicht,  mit  diesen  QröBeo  zu  rechnen.  Df^geo  leistet 
die  gleichzeitige  Benatzimg  von  g  und  g'  namentlich  in  der  Theorie 
einer  einzigen  Eorrenschar  gnte  Dienste. 

§42. 
Kittelptinkt  und  Badina  der  TangentlalkrünUDUiig. 
Die  Methoden,  nach  denen  die  verschiedenen  Ausdrücke  der  Tan- 
gentialkrümmong  in  den  Paragraphen  39  und  40  hergestellt  worden 
sind,  lassen  erkennen,  dafi  man  für  diese  geometrische  Oröße,  wenn 
man  an  bestimmten  Stellen  den  Gang  der  Kechnong  etwas  abändert, 
noch  weitere  Formeln  wird  herleiten  können,  die  sich  ron  jenen  der 
äußeren  Gestalt  nach  unterscheiden  (ygl.  §  94).  Aber  besonders 
wichtig  ist,  daß  sich  die  TuigentialkrQmmnng,  ebenso  wie  die  Normal- 
krümmung, zu  einer  rorzeichen&eien,  in  der  Figur  durch  eine  Strecke 
rept^sentiertrai  6r6ße  in  einfache  Beziehung  setzen  läßt  Es  war  be~ 
wiesen  worden  (§  20  und  22),  daß  die  vom  Flächenpnnkte  nach  dem 
ErOmmungsmittelpnnkt  gehende  Hauptnorm  sie  einer  F^henkurre 
mit  der  nach  dem  Krümmnngsmittelpunkt  des  zi^hörigen  Normal- 
üchnitts  gerichteten  Flächennormale  einen  spitzen  Winkel  bildet,  nnd 
daß  der  Kosinus  dieses  Winkels  dem  Quotienten  ans  den  Erttmmnngs- 
halbmessem  der  beiden  Eurren  gleich 
ist,  wobei  der  des  Normalschnitts  im 
Nenner  steht.     Diese  Beziehung, 


r  —  ffl  cos  ff>^ 
(§  20  (7))  oder 

t  cos  Vo  —  Äo 
(§  22  (D),  besagt  (Fig.  13),   daß   der 
Krümmungsradius  A  M  der  Flächen-  "■■ '"" 

kurve  der  Projektion  des  (absolut  genommenen)  Krümmungsradius 
AMf,  aof  die  Schmi^ungsebene  gleich  ist;  oder,  damit  identisch, 
daß  die  Krümmungsachse  der  Fläcbenkurve  die  durch  die  Tangente 
gehende  Normalebene  der  Fläche  und  damit  auch  die  Flächennormale 
in  dem  Erflmmangsmittelpunkt  des  Normalschnitts  trifft.  Es  sei  jetzt 
M'^  =  (1^  i}g  g^)  der  Punkt,  in  dem  die  Krümmungsachse  die  Tangential- 
ebene der  Fläche  und  damit  anch  die  Tangentialnormale  der  Kurve 
achneidet,  r'^  sein  Abstand  vom  Flächenpunkte  A,  tp'^  der  spitze  Winkel 
zwischen  AM  und  AM'^-,  dann  ist 

oder,  für  -T  —  ij, 

(2)  i  G08  9q  =-  k'^. 


r  —  r.  cos 


Vo 
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Der  bieriD  auftretende  Kosinus  unterscheidet  sich  tou  dem,  der  in 
der  Definitionsfonuel  fOr  die  Tangentialkrümmnng 

k  cos  {t',  h)  —g 
(S.  59(11))  vorkommt,  höchstens  dnrch  das  Vorzeichen.    Danach  muß 
auch  g,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  mit  Jc^  übereinstimmen. 

Berechnen  wir  nun  direkt  die  Koordinaten  des  Punktes  M^, 
dessen  Abstand  von  A  dem  reziproken  Werte  von  k^  gleich  ist.  Die 
Krämmungsachae  der  Knrre  hat,  als  Lot  auf  der  Schmiegangsebene 
im  Krdmmungamittelpunkte,  die  Gleichungen 

die  mit  der  der  Tangentialebene  zusammenzustellen  sind.  Da  es  sich 
aber  fQr  diese  Untersuchung  schließlich  um  die  Richtung  AM}, 
bandelt,  deren  Kosinus  den  Differenzen  ^^  —  x,  ...  proportional  sind, 
so  ist  es  zweckmäßiger,  die  Oleichungen  in  der  Form 

,„  (E-»)o+(t|-ir)(i+(i-.)c-0 

CE-i)»"+(!-?)y+(i-')»"-'- 
(rgL  S.  17(8,  9))  zu  schreiben,  die  die  Krümmungsacbse,  ihrer  ursprüng- 
lichen Erklärung  gemäß,  als  Schnittlinie  zweier  benachbarten  Normal- 
ebeaen  darstellen.     Sie  liefern  mit 

(j-.)Z  +  (i,-!,)r+(j-»)z-o 

zusammen  für  ^  —  a;,  ...  die  Formeln 

I  a      &      e  I  '  0     h      c    \ 

j  o"     *"     c"  I  (i;-  a;)  -  I  r     b"    c"   [,  . . .  , 

\x     Y    Z  \  10    7    Z    \ 

d.  h.  wegen  be"~  cb"=  —  o',  . . .  und  für  A,  B,  0  statt  o,  b,  c  (S.  54): 

W  So       ^        aX  +  b-Y-JrcZ'---  ■ 

Ig,  rj^,  ^  werden  hierdurch,  wie  es  sein  muß,  eindeutig  bestimmt. 
Denn  zwar  richten  sich  die  Werte  Ton  A,  B,  C  nach  dem  Prinzip 
des  Fortganges  auf  der  Kurve,  aber  gleichzeitig  mit  ibnen  kehren 
a,  b',  c  ihre  Zeichen  um. 

Bedeuten  nun  A'^,,  B'^,  C^  die  Kosinus  der  von  A  nach  M^y  gehen- 
den Richtung,  so  ist 

(6)  -^5^^  =  a;,,.... 
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Außerdem  aber  war  im  §  16  für  die  TaDgentialnomiale  eine  poBitive 
Kichtnng  f^{A'B'C')  eiogeffthrt  worden,  die  mit  der  L^e  des 
Punktes  M^^  nichts  zu  tun  hat.     Ob  man  sie  mittels  der  Äquivalenz 

t,  t',  n-^XjyjZ 
an  ein  beliebiges  Fortgangsprinzip  auf  der  Enrre  knüpft  oder,  wie 
im   g  40,   unabhängig   dayon  erkort   und  dann   erst  das  Fortgangs- 
prinzip der  Äquivalenz  gemäß  annimmt,  bleibt  gleiehgältig.    Von  Be- 
deutung ist  nur,  daß  dieser  Äquivalenz  zufolge 


A 

B 

c 

Ä 

B' 

er 

X 

r 

z 

A'--(BZ-Cr),... 
wird.     Setzt  man  noch 

(')  -i-i-x-C' 

so  nehmen  die  Oleichungen  (5)  die  Form  an 

i;  -  a:  -  q'a;  . . . 
während  nach  (6) 

ii-x-r-A;,... 

ist  Fällt  nun  AM'g  mit  der  positiven  Richtung  der  Tangeutial- 
normale  zasammen,  ist  also 

Ai  ~  -^oj  •  ■  •  ) 
so  wird  q'—  r^;  sind  aber  ÄM^  und  t'  entg^engesetzt  gerichtet,  und 
demnach 

A^  —  —  A^,  •  ■  ■  , 

so  ergibt  sich  p' r'^.    Endlich  war  (S.  60(14)) 

also 

(8)  S-f 

Die  Tangentisdkrtlmmung  ist  mithin  dem  reziproken  Werte  des  Ab- 
standes  der  Punkte  A  und  M!,  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich, 
je  nachdem  die  positive  Richtung  der  Tangentialnonnale  mit  der  von 
A  nach  Mf  gehenden  übereinstimmt  oder  nicht. 

Im   Grande   hängt   dieses  Ergebnis    von    den   Vorstellungen   der 
Hanptnormale,  Tangentialnonnale,  Krümmung  usw.  gar  nicht  ab.     Es 
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stellt  vielmehr  nur  die  Anwendung  einer  einfacheii  und  allgemeinen 
Überlegung  aus  der  ProjektionsleliTe  vor,  die  dar&nf  beruht,  daß  auf 
zwei  Ton  demselbeQ  Punkte  ausgehenden  Strecken,  deren  eine  die 
Projektion  der  anderen  ist,  außer  den  Streckenrichtungen  selbst  auch 
die  entgegengesetzten  in  Betracht  gezogen  werden.  Um  das  Resultat 
herzuleiten,  bedarf  man  auch  des  Koordinatensystems  nicht.  Die 
Bezugnahme  auf  ein  solches  ist  hier  nur  deshalb  festgehalten  worden, 
weil  aoßer  dem  Zosammenhang  zwischen  den  TOrkommenden  geome- 
trischen Größen  auch  deren  allgemeine  analytische  Ausdrucke  ge- 
braucht werden. 

Entsprechendes  gilt  schon  in  der  Theorie  der  NormolkrÜmmong, 
80  lange  ea  sich  nur  um  die  Bedeutung  des  Torzeichens  in  der  Gleichung 


handelt,  worin  »  durch  die  Formel 

kcoBtp  =  n 

definiert  ist  und  r^  den  Abstand  des  Fachen-  oder  Kurrenpunktes  A 
von  dem  Schnittpunkt  M^  der  Erümmungsachse  und  der  Flächen- 
normale  bedeutet.  Ein  wirklicher  geometrischer  Satz,  nämlich  der 
Meusniersche,  ergibt  sich  erst  aus  der  Tatsache,  daß  r^  noch  eine 
andere  Bedeutung  hat,  die  des  Erilmmungshalbmeesers  einer  bestimmten 
ebenen  Kurve. 

Man  kann  fragen,  ob  sich  Über  die  Größe  r^  etwas  Ähnliches 
aussagen  läßt.  Sie  mit  dem  Schnitt  der  Tangentialebene  und  der 
Fläche  in  Verbindung  zu  bringen,  verbietet  sich  offenbar  deshalb, 
weil  dieser  Schnitt  zu  einer  beliebigen  durch  A  gehenden  Flächen- 
kurve in  keiner  besonderen  Beziehung  steht.  Aber  man  kann  die 
Projektion  der  Kurve  auf  die  Tangentialebene  einführen  und  deren 
Krümmung  untersuchen. 

Zu  dem  Zweck  möge  das  Koordinatensystem  so  gewählt  werden, 
daß  der  betrachtete  Funkt  Anfangspunkt,  die  Tangentialebene  in  ihm 
die  {xyyEhene  ist  Die  Richtungen  t  und  t'  mögen  die  der  positiven 
X-  nnd  y-Achse  sein,  so  daß  Flächennormale  und  ^-Achse  ebenfalls 
den  positiven  Richtungen  nach  zusammenfallen.  Wie  im  §  28  bemerkt 
worden  ist,  empfiehlt  sich  eine  derartige  Spezialisierung  trotz  der 
dadurch  hervorgerufenen  Vereinfachung  der  Formeln  im  allgemeinen 
nicht.  Eier  kann  sie  unbedenklich  augewendet  werden,  weil  die  Pro- 
jektion einer  Flöchönkurve  auf  die  Tangentialebene  nur  vorübeigehend 
gebraucht  wird  und  die  allgemeinen  Auedrilcke  aller  Größen,  auf  die 
69  ankommt,  nach  dem  Vorhergehenden  bereits  bekannt  sind. 
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Fflr  die  gemachten  Annahmen  ist  x=-y  —  s  —  0,  A  —  B'  =  Z=l, 
die  sechs  übrigen  Bichtangsbosiaas  Null,  also 

Si-0,         r,'i>=Q',         5i=0. 
Eh  handelt  sich  allein  um  die  Berechnnog  Ton 


(§  3(9),  (15)).  Der  Parameter,  durch  den  die  nächenkurre  dai^eatellt 
wird,  sei  x  selbst,  so  daS  ^x  •^  0  ist  und  die  äleichuugen  der  Kurve 
die  Form  haben 

(9)  -  i-x,        \i~y{x),        i  =  g{x). 

Wegen  A=  1  wird  dann  ds  °-  dx,  nnd  die  einzige  außerdem  noch  ge- 
brauchte Clröße  ist 

B  -  y"dx'. 
Mithin  hat  man 

Die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Tangentialebene  wird  bei  der 
Darstellung  (9)  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen  zusammen  mit 
j  —  0  repräsentiert.  Berechnet  man  fQr  sie  nach  elementaren  Formeln 
der  Differentialrechnang  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes, 
so  findet  man  sofort 

■  r-o,     ,--^',,     f-o. 

Der  Schnittpunkt  der  ExOmmuitgaachBe  der  Knrve  mit  der  Tangential- 
ebene der  Fläche,  welcher  der  Mittelpunkt  der  Tangentialkrüm- 
mung  genannt  wird,  fällt  also  mit  dem  Krtlmmungsmittelpaukt  der 
ebeneu  Kurve  zusammen,  in  der  sich  die  Flächenkurve  auf  die  Tan- 
gentialebene projiziert.  Die  äleichnng  (1)  entspricht  in  dieser  Theorie 
dem  Mensnierschen  Satze. 

Die  ebene  Kurve  kehrt  dem  KrOmmungsmittelpunkt  die  konkave 
Seite  zu.  Hält  man  dies  mit  der  obigen  Zeicbenhestimmung  zueammen, 
BD  kann  man  sagen:  Die  Tangentialkrümmung  einer  Flächenknrve  ist 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Projektion  der  Kurve  auf  die 
Tangentialebene  nach  der  Seite  der  positiven  Tangentialnormale  hin 
konkav  oder  konvex  ist. 

Unter  dem  Radius  derTaugentialkrümmung  soll,  entsprechend 
wie  fQr  die  NormalkrHrnmung,  nicht  die  Strecke  AM^,  absolut  ge- 
nommen, sondern  die  Größe  q,  der  reziproke  Wert  von  g,  verstanden 
werden. 


IIb,  OI<[<r*DtfailgeaiiK 
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(irnndlageii  der  Theorie  der  binSren  Differentialformen. 

8  43, 
Zmammeabang  fläohentheoretUoIier  Aufgaben  mit  der  Theorie  der 
binaren  Dlfferentdalformen.     BlegnngBkoTarlantea. 
Führt  man  die  in  den  letzten  Paragraphen  beständig  festgehaltene 
Voraussetzang,  eine  Flächenkurre  sei  dnrch  die  Gleichung 

9>(m,  v)  -  C 
gegeben,  in  die  Formel  ftlr  die  KormalkrÜmmnDg 

"~  Edu'  +  iFdvdv  +  Gdv' 
ein,  so  erhält  man,  wie  schon  im  §  18  nnter  (10)  angegeben. 


•^a-'^'^li^o 


Daß  dieser  Ansdinck  nur  von  den  ersten  partiellen  Ableitungen  der 
Fonktion  tp  abhängt,  während  znr  Berechnung  von  g  auch  die  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung  gebraucht  werden,  entspricht  der  auf  S.  127 
gemachten  Bemerkung  über  die  Art  des  Auftretens  der  Differentiale 
in  den  beiden  Formeln.  Ehendaselbst  ist  auch  schon  hervorgehoben 
worden,  daß  in  g  nur  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  E,  F,  G 
der  Fläche  enthalten  sind,  während  in  n  außerdem  noch  L,  M,  N 
vorkommen. 

Die  Formel  (1)   enthält  insbesondere  die  ersten  partiellen  Ab- 
leitungen  von  <p   nur  in    ihrem  Quotienten  |^:,,'-     Definiert    man 
die  Kurre  durch  NnUeetzung  einer  linearen  Differentialform 
(2)  m^^m^du  +  m^dv, 

die  der  Integrabilitätsbedingung  nicht  genOgt  oder  wenigstens  nicht 
zu  genügen  braacht,  so  hat  man  diesen  Quotienten  durch  ntj  :  ffl,  zu 
ersetzen,  wodurch  (1)  in 
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,„,  X»i  —  2  itfw,  m,  -f-  JTmj 

W  »=  £»»1  — 2  J-m, (»1-1- Gm; 

übei^eht  (§  18  (12)).  Man  kann  fordern,  fßr  dieselbe  KurTendaratellung 
auch  g  zu  berechnen,  also  die  Formel  §  39(11)  in  bestimmter  Rich- 
tung zu  verallgemeinem. 

Aber  noch  wichtiger  ist  eine  andere  Aufgabe,  die  UbrigenB  mit 
dieser  nahe  zusammenhängt:  nämlich  die  Bedeutung  der  Tangential- 
brümmung  in  der  Abwickelungstheorie  festzustellen.  Das  alleinige 
Vorkommen  der  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  in  der  Formel  fßr  g 
weist  auf  die  Notwendigkeit  einer  solchen  Untersuchung  hin.  Um  nnn 
diese  nicht  spater  zum  Teil  wiederholen  zu  mtlssen,  wollen  wir  schon 
hier  die  Beziehungen  zwischen  einer  Kurve  auf  g^^bener  Fläche  und 
der  entsprechenden  Kurve  auf  einer  beliebigen  ihrer  BiegangsSächen, 
wenigstens  bis  zu  einem  bestimmten  Funkte  hin,  vollständig  und  auf 
m^hchst  einfachem  Wege  zu  ergründen  suchen.  Dabei  wird  auch 
der  Sinn  einiger  im  Yorheigehenden  angewendeten  Operationen  deut- 
licher hervortreten. 

Aus  dem  im  §  38  Gesagten  ist  ersichtlich,  dafi  die  Biegungs- 
theorie mit  der  Transformation  der  krummlinigen  Koordinaten  aufs 
engste  verbunden  ist  Bedeuten  u,  v  und  u',  v'  die  Koordinatenpaare 
fOr  zwei  aufeinander  abwickelbare  Flächen,  und 

«'=  h'(«,  v) 

V   =  W  (W,  V) 

die  Beziehungen,  durch  welche  die  Punkte  der  beiden  Flächen  ein- 
ander zugeordnet  werden,  so  sollen  die  beiden  Kurven 

?>(»,«) -0 
und 

»(«',.')-C 

einander  entsprechend  heißen,  wenn  ^(u',  v')   aus  ff>{u,v)  mittels  der 
Substitution  (4)  hervorgeht,  d.  h.  die  Gleichung 
(5)  y(u,  v)  =  y(«',  v) 

fEir  »'  —  »'(m,  o),  v  =  v'{u,  v)  identisch  erfiiUt  wird.  Die  Differentiation 
nach  u  und  v  einzeln  hefert  zwischen  den  Ableitungen  der  gegebeneu 
und  der  transformierten  Fonktion  die  beiden  Qleichungen 


(6)  ^ 


8r 

10* 
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Maa  kann  von  ihnen  auch  sagen,  dafi  sie  ans 
(7)  dy  — dy, 

8u  '    öv  du  '3t)        ' 

durch  Einfnhrnng  toq 

du'  =  j,^du  +  p—dv 

dv'^  -~--du  +  a"*^" 

und  Vergleichung  der  Koeffizieoton  von  du  nnd  dv  auf  beiden  Seiten 
folgen. 

Läßt  man  bei  dieser  AuffaBsungsweiBe  eine  lineare  Differential- 
form  3St^  an  die  Stelle  des  vollfitandigen  Differentials  dip  treten  und 
bezeichnet  mit 

(9)  aRo  =  »»',dM'+m;dti' 

die  aus  3)t(,  vermöge  der  Gleichungen  (4)  und  (8)  herrorgehende  Form, 
sodaß  die  Gleichung 

m^du  +  m^dv  —  m[  du'  +  m\  dv' 
gilt,  eo  eind  die  Koeffizienten  der  transformierten  Form   durch  die 
Beziehungen  ^  .  ~,  , 

(10) 


bestimmt.     Und  umgekehrt  folgt  aus  ihnen  wieder 

(11)  w,-w,. 

Gleichzeitig  mit  den  Relationen  (6)  oder  (10)  bestehen  nun  in 
der  Theorie  der  aufeinander  abwickelbaren  Flächen  drei  Gleichungen 
zwischen  den  Koeffizienten  einer  quadratischen  Differentialform 

A  s  Eda*+  2Fdudv'+  Gdv* 
und  denen  ihrer  transformierten 

A's.E'dw'*+2J"du'dv'+  G'dv'^ 
(S.  124).     Diese  Tranaformation^leichungen 

^-^■(sv)'+2-^l:-K+«'(K)' 

(12)  F-r^'^  +  r^^  +  ^^  +  ff-^^ 
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bilden  die  Grundlage  der  uächstea  UnteTsnchusgen.  Sie  folgen  ans 
(13)  A  =  A' 

mittels  der  Substitution  (8)  und  liefern  umgekehrt  die  Oleichung  (13) 
wieder. 

Aber  ea  iat  unmittelbar  erBichtlicb,  daß  wenn  du,  Sv  irgend  zwei 
Grdfien  bedeuten,  die  mit  znei  anderen  du',  Öv'  durch  dieselben 
Gleichungen  verbunden  sind  wie  die  Differentiale  du,  dv  mit  du,  äv, 
also 

Su'=-  7ä—  du  +  -=-  8v 

du         '    do 

(14) 

nlmlftnn  ans  den  TranaformatioD Sgieichungen  die  allgemeinere  Belatioo 

(15)  Edu*+2F8udv+  Gd«'=£'du'»+2J"*«'*v'+  G'dv' 

herroi^eht.  Solche  Größen  du, . . .  mögen  als  Variationen  bezeichnet 
werden,  doch  ist  dabei-  ron  einer  Beziehung  zur  Yariationsrechnung 
nicht  die  Rede. 

Noch  allgemeiner:  Sind  du,  dv  and  hu,  bv  zwei  Paare  von 
Variationen  (Differentiale  selbst  niemals  sn^eschloesen),  ao  hat  mau 

(16)  ESubu  +  F(duiv  +  dvhu)  +  Gdvt>v  = 

E'Su'hu  +  fidu'W  +  dvhu)  +  G'dv'W. 

Insofern  die  Eioe^zienten  der  bilinearen  Differentialform  (S.  33) 

{Edu  +  FSv)i>u  +  (FSu  +  Gdv)bv  s  'S. 

mit  denen  von  A  übereinstimmen,  kann  man  den  Inhalt  der  Gleidiung  (16) 
dahin  aussprechen,  daß  die  Transformation  einer  quadratischen  Form  A 
die  der  zngebörigen  bilinearen  Form  nach  sich  zieht. 

Solche  Variationen  nun  lassen  sich  mittels  (5)  oder  (11),  in  Ver- 
bindung mit  den  Tranaformationsgleichungen  (12)  selbst,  auf  einfache 
Weise  herstellen. 

Differentiiert  man  nämlich  die  Identität  (5)  nach  u'  und  v'  atatt 
nach  u  und  v,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 


^  + 


dv  du' 


die  sich  mit  Hilfe  der  ümkehrungsformebi  (S.  40  (12))  in  die  Gestalt 

i:q,t7edHyG00t^lc 
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8  m' 

- 

1    09  8v' 
A'FÜ  äv 

1   89  3» 
ff  87  80 

8? 

-- 

1    dfdW 

1   8»8ii' 

A'  8V  äir 

setzen  lassen. 

Wegen 

r=2"A' 

(S.43(5))  folgt 

weiter 

(17) 

1 

r 

If 

1   Ögi  g«' 

1  89  8u' 

TäJär 

X 
T 

aw' 

1  a»  av' 
^  r  a»  a« 

1   8?  8e' 
"r  8«  31- 

Die  Yergleichimg  mit 

(14)  lelixt,  daß  man 

(18) 

Su- 

1 

■  r 
1 

■  r 

1   89 

r  8« 

I   8» 

annelLineii  darf.    Diese  Werte  liefern,  in  die  Qleichung  (15)  eingefßbrt, 

Kimmt   man   eine    von   q>(u,  v)   Terscbiedene,    ebenfalls    willkOrliche 
Funktion  ^(t*,  v)  hinzu  und  setzt,  den  Ausdrücken  (18)  entaprechend, 

so  gibt  die  Gleichung  (16)  oder 

(20)  a  ^  a- 

die  allgemeinere  Beziehung 

1  [f^df  d'>i'      -jp/Zip  aif  ,d'^  dip\     jpdq-  diiii 

(21)  '^i^SuB;^~^\S*^'^8^8vj+^Sm}- 

Benutzt  man  dagegen  bloß  die  Änsdrficke  (18)  und  ersetzt  das  zweite 
Paar  von  Variationen  durch  Differentiale,  so  liefert  dieselbe  Gleichung: 

^^^^     ?[(^lf-^83'"'+Hr-«8:)H= 
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Die  AusdrScke  auf  den  linken  Seiten  von  (19)  und  (21),  der 
DiffereDtialparametier  erster  Ordnung  einer  Funktion  und  der  Zwischen- 
parameter  zweier  Funktionen,  sind  nos  schon  von  den  Elementen  der 
Eoordinatentransformation  her  bekannt  (S.  42).  Die  Öleichungen 
selbst  lasBen  sich  schreibea 
(28)  Aj9>-A»,9 

(24)  A„(9,*)-A^(^,^). 

Hierbei  sollen  die  Indizes  a  nnd  a'  andeuten,  dafi  die  Koeffizienten 
links  der  Form  A,  rechts  der  transformierten  Form  A'  entnommen  sind. 

Die  ßelattonen  (23)  und  (24)  sind  fOr  die  Theorie  der  Differential- 
formen von  großer  Bedeutung.  Sie  lehren  nämlich  Ausdrücke  kennen, 
die  ans  den  Koeffizienten  einer  Form  A  und  den  Ableitungen  einer 
oder  mehrerer  willkürlichen  Funktionen  von  u  und  v  gebildet  sind 
nnd  die  Eigenschaft  haben,  bei  einer  beliebigen  Transformation  (4) 
in  die  aus  den  Eoef£zient«n  von  A'  nnd  den  Ableitungen  der  trans- 
formierten Funktionen  nach  den  neuen  Tariablen  in  derselben  Weise 
zuaammei^^eaetzten  Ausdrücke  Qberzngehen.  Während  z.  B.  der  Koeffi- 
zient E  nicht  etwa  gleich  E'  wird,  die  Ableitung  ^  nicht  gleich  ^r— ; , 
so  sind  doch  vermöge  (23)  und  (24)  jedesmal  zwei  der  Form  nach 
gleichgebildete  Ausdrücke  auch  dem  Werte  nach  einander  gleich.  Im 
Hinblick  auf  die  Bedeutung,  die  fEtr  A  ~  ds*  der  Koordinatentrais- 
formation  in  der  Bieguugstbeorie  zukommt,  sollen  solche  GrÖfien  als 
Biegnngskovarianten  der  Funktion  9)  oder  des  Funktionenpaares 
(?)  ^)  bezeichnet  werden. 

Freilich  hat  man  sich  bei  Anwendung  dieser  Bezeichnung  darüber 
klar  zu  sein,  dafi  die  Formeln  selbst  von  der  Bedeutung  der  Größe  A 
in  der  Flächentheorie  völlig  unabhängig  sind,  also  in  gleicher  Weise 
für  eine  beliebige  quadratische  Differentialform  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante  gelten. 

§  44. 

TraiufoTmation  einer  binären  quadratisohen  Form. 

Eogredifflite  und  kontragrediente  SystenLe  von  Tariablen. 

Es  bt  nfitzlich,  die  Kovarianzen  (23)  und  (24)  oder  allgemeiner  die- 
jenigen, die  bei  Benutzni^  von  'SSl^  statt  dip  an  ihre  Stelle  treten  (S.  158), 
noch  nach  anderer  Methode  herzuleiten  als  durch  Bildung  von  Varia- 
tionen mittels  der  Umkehrungsformeln.  In  der  Theorie  des  Formen- 
paares (A,  äRg)  reicht  man  i^mlich  mit  den  Hilfsmitteln  der  algebra- 
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isohea  FormenÜieorie  so  lauge  ans,  wie  nur  die  KoefBzienten  selbst, 
nicht  anch  ihre  Ableituogen  ins  Spiel  kommen. 
Es  sei 

eine  qnadratisclie  Fonn,  die  durch  die  homogene  lineare  Substitation 

in 

ilbei^efilhrt  wird.  Wie  schon  aof  S.  133  angegeben,  haben  bei  dieser 
Schreibweise  die  Indizes  i,  k,  l,fi,, . .  die  Werte  1  und  2  anzunehmen. 
Übrigens  kann  man  sich  leicht  bei  jeder  einzelnen  Untersuchung  klar 
machen,  ob  und  wie  weit  die  Formeln  auch  im  Gebiete  von  n  Vari- 
ablen (n  >  2)  gQltig  bleiben. 

Die  TransformationegleichuDgen  Mr  die  Eoei^aienten  -laaten 

(2)  %=Ä„Sj*s„i- 

i,ft 

Aus  ihnen  folgt  durch  zweimal^e  Anwendung  des  Multiplikations- 
theorems  der  Determinanten  (rgl.  fSr  n  =  2  wieder  die  Formel  S.34(10)): 

(3)  a-a'.s', 


die  Determinante  der  transformierten  Form,  und 


I    «!1       S»J    I 

die  Substitutionsdeterminante  bedeutet.  Die  Gleichung  (3)  kennzeichnet 
die  Determinante  der  Form  als  Invariante  im  algebraischen  Sinne. 
In  der  Differentialgeometrie  hat  man  es  immer  nur  mit  absoluten  In- 
varianten zu  tun,  d.  b.  solchen,  aus  denen  die  Potenzen  der  Sub- 
stitutionsdeterminante verschwunden  sind.  Sie  sollen  als  InvariaDten 
ohne  weiteren  Zusatz  benannt,  dagegen  die  algebraischen,  wo  sie 
vorübergehend  auftreten,  ausdrücklich  als  solche  bezeichnet  werden,, 
wenn  irgend  ein  Zweifel  möglich  ist. 

Im  §  40  ist  der  Differentialparameter  erster  Ordnung  einer  Punk- 
tion fQr  die  Grundform  A  iu  eine  Übersichtliche  Gestalt  gesetzt  worden. 
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Der  dortigen  Formel  (12)  (S.  133)  entspricht  fQr  den  Zwiaclienparameter 
die  folsende: 

(4)  ^-(..*)-2«"lf,l|- 

Wegen  af,=  a^^  ist  dabei 

(5)  «*(-«»■ 

Der  Ausdruck  (4)  ist  handlicher  als  der  frQhere,  weil  das  Minuszeichen 

darin  nicht  mehr  vorkommt.    Seine  eigentliche  Bedeutung  aber  beruht 

auf  seinem  Zusammenhange   miC  den  Elementen   der  Formentheorie, 

und  zwar  fQr  einen  beliebigen  Wert  von  n. 

Zum  Beweise  der  Eorarianz  oder,  je  nach  dem  eiDgenommenen 
Standpunkt,  der  Invarianz  des  Zwischenparameters  braucht  man  die 
Transfonnationsgleichnngen  fßr  die  Größen  0,^.  Sie  können  aus  (2) 
nach  bekannten  Determinanteusätzen  abgeleitet  werden.  Aber  eine 
bessere  Einsicht  bekommt  man  mittels  einer  Umwandlung  der  Form  A, 
der  Art,  daß'  a^\f  a^^,  0^^  statt  a,j,  o^j,  o,,  als  Koeffizienten  auftreten. 

Der  Enlersche'  Satz  über  homogene  Funktionen,  der  fQr  die 
Funktion  A  durch  die  Gleichuug 

wiedergegeben  wird,  fUbrt  daranf,  gleichzeitig  mit  den  araprttngiichen 
Argumenten  |,  oder  auch  statt  ihrer  die  halben  partiellen  Ableitungen 
der  Form  nach  diesen  Größen,  also  bestimmte  homogene  lineare  Fnnk- 
tionen  der  Argumente,  zu  benutzen.     Es  ist 

-.2'«„l,+^»„6,, 

Setzt  man  demnach 
(8) 

80   sind  die  Größen  x^,  . . .   mit  den  Größen   £j, 
clinngen 

(9)  ',~2«„i. 


1  M 

!   3S,  " 


D.qil.zMByG001^IC 


154  V.  AbBohnitt.    g  44. 

Terbunden.  Die  Detemunante  der  Funktionen  x,  Dach  den  Ali- 
menten I,  ist  mit  der  DeWminonte  der  Form  A  identisch,  also  von 
Null  verschieden. 

Die  Anflösung  von  (9)  liefert 

^«„a:,— ^o;j,a„6,  =^«,J,  =  I.- 
oder 

(10)  s.-^«„«,- 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Formel  (6)  des  Etderschen  Satzes,  die 
jetzt  die  Gestalt 

(11)  2x.i,-^ 

annimmt,  oder  aaoh  in   den  ursprünglichen  Ausdruck  von  A  ein,  so 

erhält  man 

(12)  A-j5'«„Xi«,. 

Um  nun  auf  Grand  dieser  Umwandlung  die  Beziehong 
A  =  A' 
für  den  beabsichtigten  Zweck  nutzbar  zu   machen,   muß   man   noch 
wissen,   in  welcher  Weise  sich  die  neuen  Variablen  Xf  vermöge   der 
Substitution  (I)  transformieren.    Dabei  hat  man  im  Auge  zu  behalten, 
dafi  die  Grofien  z|  durch  die  Gleichungen 

(13)  «;=||f-Äi: 

definiert  werden,  aus  denen 

(14)  rv=^<,< 

(15)  f^'=^<k<^l 

folgt;  jede  Größe  a'  ist  aus  den  Koeffizienten  a[^,  . . .  der  trans- 
formierten Form  A'  in  derselben  Weise  zusammengesetzt  wie  a^ 
aus  denen  von  A.  Die  Gleichungen,  die  den  Zusammenhang  zwischen 
a",,  . . .  und  x\,  .  .  .  vermitteln,  müssen  aus  den  Systemen  (1),  (9)  und 

(13)  durch  Elimination  von  li,  .  - .  und  5j,  . . .  unter  Benutzung  der 
Transformationsgleichungen  (2)  hervoi^hen.  Einlacher  schließt  man 
so:  Aus  A  —  A'  folgt 

d.  h.  *  ' 

(16)  ^;=3,;a:;. 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Eogrediente  and  koutiagrediente  Systeme.  155 

Diese  AusdrScke  geben  dum,  in 

eingefnlirt,  die  gesachten  Beziehungen 

Stellt  man  die  Substitutionsgleicbimgen  (1)  and  (16)  einmal  ohne 
Benutzung  des  Summenzeichens  und  fUr  einen  beliebigen  Wert  von  ti 
zusammen,  so  ergibt  sich 

^i  =  5«  6i  +  fi».  £j  H —  +  »!»£■, 


aod 

Xi  —  8^iX[  +  StiX^-\ f-  8,1  X'„ 

a^  =  *ii  ^1  +  ^»  4  H —  +  «■»  K 

'^n™  *lii^l  +  *»■*«  +  '■■+  *■■*■«  ■ 

Von  diesen  beiden  GleichungBSjstenien  erscheint  das  erste  nach  den 
neuen  Variablen  |',  das  zweite  nach  den  alten  Variablen  x  aufgelöst, 
und  die  Subatitutionskoeffizienten,  die  in  dem  ersten  in  einer  be- 
stimmten Zeile  vorkommen,  nehmen  in  dem  zweiten  System  die  ent- 
sprechende Spalte  ein.  Zwei  Reihen  von  Größen  i^,  ..■  ^^  undx,,  ■■•  x^, 
die  mit  ihren  transformierten  durch  solche  Substitutionen  verbunden 
sind,  heißen  einander  kontragredient.  Dagegen  werden  Größen- 
systeme,  die  derselben  Substitution  unterliegen,  als  kogredient  be- 
zeichnet; es  sind  demnach  iji,  •  -  -  t}^  kogredient  zu  g,, . . .  |„  wenn  die 
Gleichungen 

(18)  '!i-Ä('?i 

gelten. 

Kach  der  Bedeutung,  die  x„ . . .  in  dieser  Untersuchung  haben, 
sind  im  besonderen  die  partiellen  Ableitungen  der  Form  A  nach  den 
Argament«n  diesen  Argumenten  selbst  kontr^redient. 

Um  die  Subatitutionsgleichungen  (1)  und  (16)  aufzulösen,  hat 
man  die  Großen  0,^  einzuführen,  die  aus  den  Elementen  der  Sub- 
stitution sdeterminante  s  ebenso  zusammengesetzt  sind  wie  die  GrSßenaf^ 
aus  denen  der  Formdeterminante  a;  d.  h.  man  bat  unter  <tn  die  zu 
dem  Element  s^i,  gehörige,  durch  3  dividierte  ünterdeterminante  von 
s  zn  Terstehen.  Nach  den  Grundformeln  der  Determinantentheorie 
ist  dann  (vgl.  8.  135^1)): 
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(19)  '  "*'»■ 
Die  AnflÖBungen  selbst  werden 

(20)  ■     £,-J'«„K 

(21)  1,-2'u'.- 

Wendet  man  die  Operation,  die  zu  diesen  Gleichongen  fahrt-, 
zweimal  hintereinaiider  an,  so  bekommt  mim  die  Änflösongen  der 
TraDsformationBgleicliaDgeu  (2)  nnd  (17).     Es  wird  nämlich 


2a„. 

oder 

■  ■'" 

(22) 

»;.-^»;,",j»;,; 

nnd  ebenso 

./■ 

(23) 

«,.-f2<„»„»,.- 

Hält  man  die  Trassformationsgleichungen  (2)  mit  den  Sub- 
stitntionsgleichungeu  (1),  die  Gleichongen  (17)  mit  der  Substitution  (16) 
zusammen,  so  kann  man  die  Formenkoeffizienten  a^^  als  den  Argu- 
menten zweifach  kontragredient  bezeichnen,  und  von  den  Größen  a^ 
dasselbe  in  bezug  auf  die  partiellen  Ableitungen  -^  aussäen.  Die 
beiden  Gröfienreihen  a^^  und  a^^  sind  einander  kontr^redient.  Ist  b^ 
der  Repräsentant  irgend  eines  Größeneystems,  das  den  Formenkoeffi- 
zienten kogredient  ist,  also  den  Gleitdinngen 

(24)  l>„-2K,'„s,> 

genügt,  so  folgt  aus  (23)  und  (24) 

(25)  ^«„t,.-j|»;,i.;,. 
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Diese  Gleichung  bildet  fDr  zweifach  kontr^rediente  Systeme  die 
Terallgemeinening  der  folgenden  zwischen  einfach  kontn^edienten 
Größen: 

(26)  :sT,i,-:S'\i'„ 

die  allein  an  das  Bestehen  der  Substitutioaen  (1)  und  (16)  (oder  (21)), 
aber  nicht  an  die  Bedeutung  der  Yariablen  gebunden  ist 

Weitere  Verallgenieineniiigen  dieser  Definitionen  und  Formeln 
liegen  auf  der  Hand,  werden  aber  an  dieser  Stelle  nicht  gebraucht. 

Nachdem  die  Gleichungen  (17)  einmal  auf  irgend  einem  Wege 
bewieseo  sind,  gelten  über  weitergehende  Folgerungen  aus  ihnen  ent- 
sprechende SchlüBBe  wie  auf  S.  149.  Namentlich  besteht,  wenn  jetzt 
Xi,  . . .  und  yi,  .  ■  ■  irgend  ewei,  den  Größen  li, .  ■ .  hontragrediente, 
also  einander  kogrediente  Systeme  bedeuten,  die  ans  (33)  in  Ver- 
bindung mit 

und 

y*-^Sptyp 

folgende  Gleichung 

(2')  2<'.,',s,-2-;,.''X- 

Sie  kann  als  Spezialfall  von  (25)  betrachtet  werden,  insofern  das  Pro- 
dutt Zj^t  Tom  Typus  b^^  ist. 

Solche  kontragredienten  Gröfien  liefert  nun  die  Hinzunahme  einer 
linearen  Form 

die  mittels  der  Substitution  (1)  transformiert  wird.     Die  Gleichung 


enthält  nSmlich  die  Beziehungen 

(28)  »»(— ^m^jj 

zwischen  den  ursprünglichen   und  den  transformierten   Koeffizienten. 
Demnach  folgt  ans  (27) 

(29)  ^"n  «i  »»t  ^  ^''if,  »•';  f**'/i  I 

and  allgemeiner,  wenn  noch  eine  zweite  lineare  Form 
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eingefttfart  wird: 

(30)  Ä.»«,».-j2'«;,»>>;. 

In  der  Theorie  der  binären  Differentialformen,  wo  alle  Koeffi- 
zienten Fusktionen  zweier  Variablen  u,  v  sind,  atellen  die  linken 
Seiten  von  (29)  und  (30)  die  Yerallgemeinerungen  des  DiffereDtial- 
parameters  erster  Ordnung  und  des  Zwiechenparameters  dar.  In  den 
Bezeichnungen  der  Flächentheorie  haben  sie  die  Ausdrücke 

-jh{Gml  -  2.F»ii»i,  +  -Em»), 

-jg(Gmin,  —  i^(»»,t4-f-i«,«,)  -f  Em,»,). 

Die  Gleichungen  selbst  kennzeichnen  diese  Größen  als  simultane  In- 
varianten des  Formen  Systems  (A,  SRg,  dlg). 

Kehrt  man  nun  endlich  zu  einer  oder  mehreren  willkürlichen 
Fanktionen  der  Veränderlichen  u,  v  zurück,  so  hat  man  tma  den 
Gleichungen 

9.(w, «)  -  ^(u,  v'),        i>iu,  v)  -  ^(-(«',  ü') 
oder 

9f  («i, . . .  mj  =  ^(m;,  . . . »;),     .(-(«1, . . .  «j  =  t(«;,  ■  ■  ■  <) 

abzuleiten : 

(31)  l^-V|£  !-"<,•■•, 

^     '  cuj.       ^j  dUf  dtix 

d.  h.,  wenn 
(S2) 
gesetzt  wird: 

Vermöge  der  Transformation 

"i  -  «K"i.  ■  ■  ■) 


dui^ 


dul-2!l$.<i»i 


oder 


(34)  dw;-^a^,d«,. 

Mit  (33)  verglichen  lehren  diese  Gleichungen,  daß  die  partiellen  Ab- 
leitungen einer  willkürlichen  Funktion  den  Differentialen  ihrer  Argu- 
mente kontragredient  sind.  Versteht  mau  nun  unter  der  quadratischen 
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Form  A  eine  DifferentiBlform ,  d.  h.  setzt  man  ^t-^  du^,  so  werden 
die  Gleichm^n  (1)  mit  (34)  idetitiecli,  und  man  kann  sagen,  daß 
die  Ableitangen  ron  ip  den  GröSen  £  kontragredient  sind.  Aas  diesem 
Grunde    gelten   alle   obigen   Et^ebnisse    der  Fonnentheorie,  wenn  x^ 

oder  m^  gleich  ^,  y^  oder  n^  gleicli  ^  angenommen  wird,  und  die 
Gleichung  (27)  oder  (30)  liefert 


w  2''".4-:,l*,-2'< 


Die  Kovarianz  des  Zwiachenparametere  ist  hierdurch,  soweit  es  der 
Katur  der  Sache  nach  tunlich  ist,  anf  formeatheoretischem  Wege 
bewiesen.  Der  Ausdruck  erscheint  als  simultane  Invariante  des  Formen- 
sjatems  A,  dtp  nnd  d^.  Er  wird  als  Kovariante  bezeichnet,  weil  er 
tatsächlich  noch  Ton  den  Variablen  »  abhängt,  die  in  der  rein  alge- 
braischen Formentheorie  nicht  vorkommen. 

§45. 
System    sweier    quadratiBOlien    Formen.      Anwendungen    auf   die 
Theorie    der    Haaptkrümmangen    und    der    Differentlalparameter. 

Am  ein&chsten  und  einheitlichsten  grataltet  sich  der  Nachweis 
der  Invarianz  des  Zwischenparametere  nnd  der  mit  ihm  zusammen- 
hängenden Größen,  wenn  man  ihn  an  die  Theorie  eines  Paares  qua- 
dratischer Formen  knQpft,  die  schon  in  der  elementaren  analytischen 
Geometrie  die  Grundlage  wichtiger  Untersuchungen  bildet 

Die  Determinante  der  Form 

war  fUr  eine  homogene  lineare  Substitution 

eine  algebraische  Invariante  (S.  152).  Wird  nun  gleichzeitig  mit  A 
eine  zweite  quadratische  Form 

transformiert,  d.  h.  besteht  vermöge  derselben  Snbstitation  die  Oleiebting 


A  +  /iB-A'+(iB', 
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WO  ft  eine  willktirliclie,  von  den  sonst  vorkommenden  unabhängige 
Größe  bedeutet,  and  die  Determinante  der  Form  A  +  |i^B  genttgt  der 
Oleicbong 

Dareh  Entwickelnng  nach  Potenzen  von  ft  nnd  Koefflzienten-Yergleicbnng 
ergibt  sich  fQr  beliebiges  (t  eine  Reihe  simultaner  Invarianten,  die 
aus  den  Dnterdeterminanten  der  verschiedenen  Ordnungen  von  a  und 
h  in  bestimmter  Weiae  zusammengesetzt   sind.     Durch  Division  mit 

o  =  aV 
kann  man  von  vornherein  absolute  Invarianten  entstehen  lassen.    Für 
den  uns  interessierenden  Fall  »  —  2  ergibt  sich  dann 

und  die  Koeffizienten  von  (i^  und  ft  liefern  die  Gleichungen 


(2) 


-  '«ii^i-!-«!!^»        ajitu 


TTm  die  erste  von  ihnen  hinzuschreiben,  also  den  Quotienten  der 
beiden  Determinanten  von  B  und  A  als  absolute  Invariante  zu  kenn- 
zeichnen, hätte  es  selbstverständlich  der  Einführung  von'  n  nicht  be- 
durft. Der  Zähler  der  linken  Seite  von  (3),  der  für  sich  allein  der 
Gleichung 

anhi~  2**ii^ii+  "ii^'n^"  (^atKi~  2<i',s'*'ii  +  »uft»)»' 
genflgt,   heißt   die    bilineare    simultane   (algebraische)  Invariante   des 
Fonnenpaares  (A,  B).  Die  linke  Seite  selbst  kann  geschrieben  werden: 

«„6^1  +  2ai,6ig  +  a„f>„=^a,tb,t, 
und  es  werde 
(3)  -^«»&a--ffa(A,B) 

gesetzt.  Der  Index  a  soll  andeuten,  dafi  bei  der  Überführung  der 
bilinearen  algebraischen  Invariante  in  eine  absolute  durch  die  Deter- 
minante a,  nicht,  wie  es  doch  auch  statthaft  wäre,  durch  b  divi- 
diert wird. 

Die  Invariante  -ffo(A,  B)  ist  von  einem  anderen  Gesichtspunkt  ans 
im  vorigen  Par^raphen  bereits  eingeführt  worden  (Gl.  (.25)).  Sie  ist 
für  die  Anwendungen  auf  die  Fläcfaentheorie  von  grundlegender  Wieh- 
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tigkeit.     Man  kann  aie  z.  B.  dozn   benutzen,  Bich  TOn  der  Bedeutung 
eines  .  bestimmtea  Ansdrucks  in  der  Theorie  der  Haaptkrümmungen 
Rechensckafl;  zn  geben. 
Anßer  der  Form 

Edti'  +  2Fdu  dv  +  Gdv*  =  ds' 
kennt  man  nämlich  von  Tomherein  noch  eine  zweite, 
Ldu'+2Mdudv  +  Ndv*^—, 

9 

deren  Koeffizienten,  die  FnndamentalgrSßen  zweiter  Ordnung,  denselben 
TrauBformatiottsgleichungeD  (S.  39  (8))  genügen  wie  die  Fundamental- 
größen erster  Ordnung  E,  F,  G: 

•^  -  -^  U )  +  äJ"  3i-  av  +  ^  br)  • 

Diese  Gleichangen  folgen  mit  einem  Schlage  aus  der  Bepierkung,  daß 
der  Wert  der  Differentialform  LdH^+ 2Mdudv  +  Ndv*  allein  von 
dem  Linienelement  d$  und  der  zugehörigen  N'ormalkrUmmung  — , 
aber  nicht  von  dem  Koordinatennetze  abhängt^  daß  also  &ii  beliebige 
Werte  von  du  und  dv  die  Beziehung 

Ldu'  +  2Mdu  dv  +  Ndv'  -  L'du''  +  2M'du'dv'  +  N'dv'* 
gelten  mnß,  in  der  L',  M'j.N"  aus  £(u',  v'),  .  . .  ebenso  gebildet  sind 
wie  L,  M,  N  aus  »(«,  i'),  .... 

Übrigens  ist  es  leicht,   die  Gleichungen  (4)  durch  direkte  Rech- 
nung zu  prüfen.     Dazu  würde  man  zunächst  aus  den  Definitionsaus- 
drücken für  X,Y,Z  (S.  49  (8))  die  geometrisch  evidenten  Formeln 
(5)  X-X,        Y-T,        Z-Z- 

ableiten.     Ferner  ist  z.  B. 

Holtiptiziert  man  diese  Gleichung  mit  X,  die  beiden  entsprechenden 
für  ,- I  und  ,--}  mit  Y  und  Z  und  addiert,  sodaß  links  L,  rechts 
verm&ge  (5) 


Knabl»aih,  DUtmiUalgeoi 


■m*.  11 
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auftretet],  so  fallen  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ^rj   3— i  wegen 
der  Identitäten 

heraus,  and  es  entsteht  die  erste  TransformatiooBgleichung  (4). 

Den  äleichuTtgen  (1)  und  (2)  zufolge  sind  hiernach  die  Orößen 


Invarianten  fQr  jede  Transformation  der  krummlinigen  Koordinaten. 
Auch  dies  ist  rom  geometrischen  Standpunkt  aus  unmittelbar  ein- 
leuchtend. Denn  von  den  beiden  Verbindungen  aus  den  Fundomental- 
gröBen  erster  und  zweiter  Ordnung  stellt  die  erste  das  Produkt,  die 
zweite  die  Summe  der  beiden  HauptkrElmmungen  dar  (S.  77  (18, 19, 20)). 
Sie  sind  Tom  KoordinatensTstem  unabhängig.  Bezieht  man  also  die 
Fläche  auf  ein  zweites  Koordinatennetz,  so  müssen  sie  aus  den  neuen 
Fundamenta^röBen  ebenso  zusammengesetzt  sein  wie  aus  den  alten, 
d.  h.  es  müssen  die  Gleichungen 

^'"'Eß^F'  ~  EG'  —  F'' 
(6) 

77  =  CIL  —  ^FM  +^N       G-L'~~2F'M'  +  E'N- 
^""        EG  —  F^        '"  KG-F'* 

bestehen. 

Freilich  läßt  sich  ans  diesen  Ergebnissen  nicht  etwa  schließen, 
daß  H  und  K  Biegangsinvarianten  seien.  Denn  Ton  der  Transformation 
der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  ist  in  der  Abwicklungs- 
theorie  garnicht  die  Rede.  Wenn  K  dennoch  bei  der  Biegung  der 
Fläche  ungeändert  bleibt  (§  37),  so  rDhrt,  dies  daher,  daß  die  Funda- 
mentalgrößen zweiter  Ordnung  ans  dem  Ausdruck  von  K  entfernt 
werden  können  (§  36). 

Als  quadratische  Form,  die  gleichzeitig  mit  A  transformiert  wird, 
kann  auch  das  Produkt  zweier  linearen  Formen  oder  das  Quadrat  einer 
solchen  Form  betrachtet  werden.     Für 

B  -  m^%  =  o«ii,  -h  »»iSs)  C",li  +  «,W 

geben  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2),  die  erste  nach  Weglassung 
eines  Zahlenfaktora, 
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«;,«;,— o','. 
Unter  der  Annahme 

B-ältä 
liefert  (1)   kein   Ergebnis,   weil    die  Determinante  h   dann   identiach 
verscliwindet;  die  Gleichung  (2)  heißt 

Die  linken  Seiten  von  (9)  und  (8)  Useen  aich  nach  (3)  in  der 
Form  _„ 

H.{A,mi)    und    H^i^,m^%) 

sclireibeu.  Für  a^  =•  E,  a^,  =•  F,  a^^  =  G  gehen  sie  in  die  auf  S.  158 
angegebenen  Inrarianten  Ober,  und  npeziell  fSr 

in  den  Differentialparameter  erster  Ordnung  von  ip  und  den  Zwischen- 
Parameter  von  tp  und  ^.     Man  kann  also  setzen: 

(10)  A>  -  fl'„(A,  dtp") 

(11)  A.(9),0)"  jr„(A,dy.rfv)- 

§46. 
Die  ObriBtoffelBelien  Formeln. 
Auf  welche  Weise  man  aich  auch  von  der  Invarianz  des  Differen- 
tialparamet«rB  erster  Ordnung  überzeugen  mSge,  so  hat  man  doch  die 
Gleichung 

(1)  A^v  •=  ^\,^ 

unter  allen  Umstanden  als  Resultat  einer  Elimination  aufzufassen.  9ie 
moS  (ümlich  ans  den  drei  Transformationsgleichungen  für  die  Formen- 
koefGzienten, 

und  denen  ffir  die  beiden  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  tp, 
(3)  l^-2-&|-?. 

"•    '  ö»,        ^^  Slfi   0»!  ' 

durch  Wegscbaffung  der  vier  Ableitungen  der  neuen  Variablen  nach 
den  alten, 
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du[     au;     d^     a«; 

3*»,'      du,'      gw,'      9w, 
heryorgehen.     Dasselbe  gilt  fQr  die  Gleichung 

(4)  \iv,i,)-\.{^,t} 

unter  Hinsmiahme  der  beiden  TrsnaformatiooBformehi 

(5)  i*  -  ^f*  v'  ■ 

Das  TollBtändige  System  von  7—4  Resultanten  wird  dann  durch  die 
Invariatizea  (1),  (4)  und 

(6)  A>-A;,^ 
dargestellt,  von  denen  eine,  wenn 

0)  rl!:;l -•»>.*) 

gesetzt  wird  (vgl.  S.  44(6)),  auch  durch 

(8)  i>.(.'p,*)-i>A'P,'0 

vertreten  werden  kann.  Die  vier  in  (1),  (4),  (6)  und  (8)  Torkommenden 
Invariaiit«n  des  FormensystemB  (A,  dip,  dii)  genBgen  der  Identität 

(9)  Aiv  .  A>  —  A.Cv,  *)*  -  I>.(q»,  *)* 
(S.44C9)). 

Wenn  man  nun  Invarianten  höherer  Ordnung  herstellen  will,  also 
zunächst  Biegungskovarianten  einer  einzigen  Funktion,  die  au^  deren 
zweite  Ableitungen  enthalten,  so  hat  man,  die  Existenz  solcher  Ver- 
bindungen TOiaaBgesetzt,  darauf  auszugehen,  außer  den  vier  genannten 
partiellen  Dififereatialquotienten  erster  Ordnung  auch  die  sechs  Ab- 
leitungen 

2'u',  ^"'i,,        3'wi .     9'»'t        .^'"i  ö'uj 

3ui '    dujdu,'     a«! '    a«; '    ait,au,'    dui 

ans  den  Transformation^leichnngen  (2,  3)  und  ihren  Derivierten  zu 
eliminieren.     Die  Anzahl   dieser  Ableitungen,   im   allgemeinen  Falle 

gleich ^—   ,    stimmt    mit    der    Anzahl   der .  durch   je    einmalige 

Differentiation  nach  u^,  . . .  u,  aus  (2)  hervorgehenden  Gleichungen 
fiberein,  und  zwar  sind  diese  in  den  zweiten  Ableitungen  linear  und 
nicht  homogen.  Ifan  wird  also,  falls  nicht  etwa  eine  bestimmte 
Determinante  verschwindet,  die  neu  hinzutretenden  Differentialquo- 
tienten durch  folgende  Größen  eindeutig  darstellen  können:  die  Differen- 
tialquotienten  der  ersten  Ordnung,  die  Ableitungen  der  Fonnenkoeffi- 
zienten  a^^  nach  den  Variablen  ti,  und  die  der  Größen  a\     nach  den 
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neaen  Veränderlichen  ti^.     Dies  wird   durch  ein  Ton  Christoffel  auf- 
gestelltes  Formelsystem   geleistet,   nach   dessen  Herleitnug    man   die 
Elimination  der  zweiten  Ableitungen  durch  einfache  Suhstitntion  in 
die  DeriTierten  der  Gleichungen  (3)  vollziehen  kann. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  (2)  liefert 

oder,  wenn  in  der  ersten  Summe  die  Zeichen  k  und  ,u  rertanscht  und 
die  Gleichungen 

(10)  «M-«;^ 

benutzt  werden, 

Nachdem  dorcb  diese  eiuCache  Umformung  erreicht  ist,  daB  die 
Gräften  u',  auf  die  sich  die  zweimalige  Differentiation  bezieht,  nur 
mit  einem  und  demselben  Index  X  behaftet  Torhommen,  erscheint  es 
weiter  wünschenswert,  eine  der  beiden  vorkommenden  Doppelsnmmen 
zu  isolieren.     Da 

d^idMi"  dutd^i'         ~d»id¥,~  a«,g«t 

ist,  so  wird  man  der  Formel  (11)  die  beiden  an  die  Seite  stellen,  die 
durch  Yertauschung  Ton  i   mit  l  und  von  k  mit  I  aus  ihr  hervor- 
gehen, nämlich 
/,91  Sil*      V/i'    ^'^''   ^*"*    xV«'    3'*'m  9'<     .-^S^^Su'idu^Su; 

Addiert  man  jetzt  (12)  und  (13)  imd  subtrahiert  (11),  so  fallen  zwei 
der  Doppelsnmmen  w^,  und  es  bleibt 

^^AJ  j,  ^"Jl  _  ^"'A  =.  2  "Vfl'     ^-i  J'<^  J.  "V  ^^''  ^-?i  ^"i!  ^'*'' 

au,  ^  awi     au,      ■*  ^  "v  a«,  au^aw»  ^^  aw;  su,  au^  a«, 

,  K^  g"!^  a»i  au^  a«'»  _  ■^  aai^  auj  a»j.  3«j  _ 
^^  au',  äuf  a«!  aut    wu  aw^  a«,  au^  auj 

Von  den  drei  dreifachen  Summen  kann  die  erste  durch  Yertauschung 
ron  l  mit  v,  die  zweite  durch  Yertauschung  von  ft  mit  v  so  umge- 
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formt  werden,  dafi  die  Ableitungen  der  neuen  Variablen  nach  den 
alten  in  ihnen  in  derselben  Verbindung  vorkonunen  wie  in  der  dritten, 
nämlich 

du'i  du.'u  du^         j 

■-  -  5—  -5—      oder     Sj,S„jS.,. 

8uf  gut  du,  "  ''*  •' 

Die  letzte  Gleichung  wird  dann 

-d^  +  di^~d^^  ^^  <*'"'/"  ä»;iSi 

oder  wenn,  wie  schon  im  §  40, 

gesetzt  und  die  aus  den  Koeffizienten  von  A'  entsprechend  gebildete 
Größe  durch  Hinzufligung  eines  Akzents  gekennzeichnet  wird. 

Die  gesuchten  Ausdrücke  der  zweiten  partiellen  Ableitungen  ergeben 
sich  nunmehr  einzeln  mittels  der  Grundformeln  der  Determinauten- 
theorie,  die  hier  für  die  Determinanten  a,  a  und  s  noch  einmal  zu- 
lengestellt  werden  mögen: 

[1,  k~l 

[0,   h^l 

|1,      X  =  (L 

lO,  A^^ 

fl,  Ä-Z 

[0,  k'^l 

[1,  i-h 

|0,  i^k. 

Multipliziert  man  die  Gleichung  (15}  zunächst  mit  0  j  und 
summiert  über  l,  so  erhält  man  unter  Benutzung  von  (19)  aus  dem 
ersten  Gliede  der  rechten  Seite 

ligitiodhiGoOl^lc 


(16)  Ä»«i.  - 

(17)  2<'',.<.  - 

(18)  2',,  •„  - 

(19)  J's,,  «„  - 


Die  ChriBtoEFelschea  YerbindnDgen.  1Q^ 

jxdA  hiänins  durch  MnltipUkatioD  mit  a/.  und  Summation  über  p 
(nach  {17)) 

^  ? 

Die  beiden  Operationen  zusammen,  also  die  Multiplikation  mit  «L^si 
and  Snmmaüou  Ober  l  und  q,  lassen  ans  dem  zweiten  Gliede  der 
rechten  Seite  den  Ausdruck 

2'['/]'''.'-..«.',2»-.'..-2«"[V]'".^. 

herroi^ehen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (15)  liefert 

Diese  Summe  enthält  in  den  Yerbindonges  f  .  1  die  Koeffizienten 
TOn  A,  dagegen  in  den  Größen  a^  die  Koeflizienten  der  transfor- 
mierten Differentialform  A'.  Mittels  der  im  §  44  bewiesenen  Rela- 
tionen 

(20)  ««-ÄV^i*»,.* 

(S.  156(23))  kann  sie  jedoch  so  umgeformt  werden,  daß  sie,  außer 
von  den  Substitutionskoe^ziecteii  5,i,  nur  von  der  ersten  Reihe  von 
Koeffizienten  abhängt    Es  wird  nämlich 

i  l,ß  i 

d.h. 

(21)  Äs.,-Ä'.^*- 
aUo 

2:<.'..[',']=2[?]2"M»..-^[?]2«..'.. 


-.S".2"..[?] 


Die  innere  Summe  aof  der  rechten  Seite  ist  ebenfalls  schon  im  §  40 
abgekürzt  bezeichnet  worden: 


2«4?]-{?l- 

die  trän 
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Wird  die  entsprechende  Bezeichnung  auch  für  die  transformierte  Form 
angewendet^  so  kann  man  schreiben 


'■Vfdu^ 
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oder  bei  Teränderter  Anordnung  der  -Glieder  und  wenn  zugleich  die 
SabetitutionBkoe£Gzienten  5^^  durch  ihre  Werte  ersetzt  werden, 


Art  [','] 


Dies  sind  die  Chriatoffelschen  Formeln. 

Die  Einf^hnu^  der  Christoffelscheu  Größen  erster  und  zweiter 
und  {.  I   ist  im  §  40  durch   bestimmte   Operationen  Ter- 
anlaßt  worden,  die  sich  auf  die  Gleichungen 

•sr)3x  ix 

stBtzten.  Eier  dag^en  zeigt  eich  die  rein  formentheoretische,  Ton 
der  Differentialgeometrie  unabhängige  Bedeutung  dieser  Verbindungen 
aus  den  Formenkoefßzienten  und  ihren  ersten  Ableitungen.  Gebraacht 
werden  fut  ansschließlich  die  Aasdrücke  zweiter  Art.  Wo  also  von 
Christoffelacheo  Verbindui^n  ohne  weiteren  Zusatz  die  Rede  ist, 
aollen  immer  die  Größen  {  ,  [  darunter  verstanden  werden  (8.  137). 
Die  Darstellang  der  Größen  erster  Art  aus  den  Gleichungen  (22) 
ei^bt 

§47. 

Die  Obrintoffeleolie  Eovariaiu. 

Anwendung  auf  die  Theorie  der  Tangentlalkrümmang. 

Xun  bleibt  also  übrig,  die  Werte  der  zweiten  Ableitongen  der 
neuen  Variablen  nach  den  altän  aus  dftn  Chriatoffelschen  Formeln  in 
die  Beziehungen  zwischen  den  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 
der  Funktionen  tp  und  ^  einzusetzen.     Diese  Gleichungen,  aus 

abgeleitet,  lauten 

,„,  c^<¥_      "^9$  _9^M4_   ,  "K;^    8'y     _3«^  d«'u 

*-^-'  cutdut  ^^'dul  du  0H*  ■•"^  du\cu'^  du,   'Su,  ' 
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Nach  Himzaziehiuig  der  Christoffelschen  Formeln  geben  eie 

Vereinigt  mau  die  zweite  and  dritte  Samme  und  wandelt  die  erste 
mit  Hilfe  von  (1)  nm,  so  erbält  man 

Wird  jetzt  (ygl.  S.  129) 
and  entsprechend 

c«ra«;"  ~-<p  U  i  a<  ~  ^^^ 

gesetzt,  Bo  heißes  die  Gleichungen  (3): 

(»der 

(6)  9'*t--^yj^««s„i- 

i,fi 

Nach  der  Definitionsgleichung  für  die  Größen  r,  1  (S.  166)  nnd 
infolge  Toa  a^j  =>  a,,^  ist 

(')  [V] -[*,']. 

demnach  anch 

und 

(9)  <Pki-Vn- 

Die  Beziehuugen  (6)  oder  (6),  deren  Anzahl  somit  gleich  3  ist,  sind 
die  Transformationsgteichimgen  fUr  die  Koeffizienten  einer  quadra- 
tischen Dißerentialfonn 

(10)  9iidM*+  S^jjjdudf  +  <p„dv*  =  <i>, 
d.  h.  sie  ziehen  die  Gleichong 

oder  '•*  '•" 

(U)  *  =  *' 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 


170  V.  Abschnitt.    §  47. 

nach  sicli  und  folgen  aus  ihr  wieder.  Die  Differentialform  0  soll 
als  ChriBtoffelBche  Kovariante,  und  zwar  des  Formenpaares  (A,dqD) 
oder,  wo  kein  Mißverständnis  vorkommen  kann,  der  Funktion  tp{u,  v) 
bezeichnet  werden. 

FQr  tp  =-u'  und  (p  —  v  gehen  die  Relationen  (5)  rückwärts  in 
die  ChriBtoffelschen  Formeln  über. 

Die  Überl^^gen  non,  die  im  AnBchluQ  an  die  Transformation 
von  A  in  den  Paragraphen  43  und  44  angestellt  worden  sind,  gelten 
selbstverständlich  auch  für  die  Form  4).  Namentlich  aber  gestattet 
die  Existenz  dieser  quadratischen  Differentialform,  die  gleichzeitig  mit 
der  gegebenen  transformiert  wird,  die  Ej^ebnissa  der  Elimination  aller 
4  +  6  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  der  neuen  Yariableo 
nach  den  alten  aas  den  3  +  3  +  2  +  6  Gleichungen  (2)  nnd 
§  46(2),  (3),  (11)  in  invarianter  Form  hinzuBchieiben.  Nachdem  die 
letztgenannten  sechs  Gleichungen  znr  Berechnung  der  zweiten  Ab- 
leituDgen  und  ÜberfÜhruDg  von  (2)  in  (ö)  verwendet  worden  sind, 
werden  die  Resultanten  mit  denen  der  Elimination  der  ersten  Ab- 
leitungen ans  (5)  und  %  46(2),  (3)  identisch.  Sie  erscheinen  als  In- 
varianzen, wenn  man  die  Koeffizienten  der  beiden  quadratischen 
Formen  A  und  d<p'  in  der  im  §  45  beechriebenen  Weise  unter  sich 
xmd  mit  denen  von  <(>  zusammenstellt. 

Um  uns  nicht  in  Einzelheiten  der  Formentheorie  zu  verlieren, 
möge  es  hier  genügen,  eine  einzige  der  neu  hinzutretenden  Verbin- 
dungen aus  den  Formenkoeffizieuten  und  den  Ableitungen  der  Funk- 
tion <p  anzugeben.  Die  bilineare  algebraische  Invariante  von  0  und 
d^*  (S.  160)  hat  den  Ausdruck 

Sie  ändert  sich  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Variablen  um 
«las  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante.  Anstatt  nun  mit  der 
Determinante  von  <t>  zu  dividieren,  also  bei  den  Formen  (t>  und  dip* 
stehen  zu  bleiben,  kann  man  den  Ausdruck  auch  durch  Division  mit 
der  Determinante  von  A  in  eise  absolute  Invariante  verwandeln.  In 
Verallgemeinerung  der  Deünitionsgleichung  §  45  (3)  werde 


''"(-^)-'''"-dh-^''"\i^i 


(12)  ^,a.^-iV—      ■-g.(*.''y') 

gesetzt     Dum  gilt  die  Invarianz 

(IS)  fl".(<|),(i9')-Ä.,{*'  äy'). 
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Der  Aaadruek  (12)  kommt  fär 

o„  =  E,  a^t  —  F,  a„  =  G 
in  d«r  Gleichung  Tor,  die  die  formentheoretiscben  üntersucbiingeD  der 
letzten  Paragraplieii  Ter&nl&fit  hat,  nämlich  der  Formel  §  39(11)  (S.  129} 
für  die  TangentialkrQmmung.  Daß  H„(<t>,  dip')  nnd  A^tp  bei  einer  be- 
beliebigen Transformation  der  Koordinaten  angeändert  bleiben,  läßt 
dasselbe  fOr  die  Größe  g,  oder  wie  jetzt  der  Deutlichkeit  wegen  ge- 
schrieben werden  mnß,  für  g  hervortreten.  Allerdings  hätte  die 
Gleichung 

(14)  S<f  "  ff  V 

ans  der  geometrischen  Bedeutung  von  g  sofort  gefolgert  werden 
können.  Wegen  des  Zusammenhanges  der  Transformation  Ton  E,  F,  G 
mit  der  Biegungstheorie  kann  man  ihren  Inhalt  dahin  aussprechen, 
daß  die  Tangentialkrümmong  einer  Kurve  fp{ii,v)  =  C  bei  der  Ab- 
wicklung der  Fläche  aaf  eine  andere  in  die  Tangentialkrümmong  der 
entsprechenden  Knrre  ^{«',  i»')  •-  C  übergeht,  Oder  kOrzer:  Bei  der 
Biegung  einer  Fläche  bleibt  die  TangentialkrBmmang  einer 
beliebigen  Kurve  ungeandert. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Differentialformen  liefert,  wie  wir 
neben,  mehr,  nämlich  die  Biegungskovarianz  des  Zählere  (zu  dem  man 
sich  den  Faktor  -^  hinzugezogen  zu  denken  hat)  und  des  Nenners 
von  9  einzeln.  Benatzt  man  für  A'f)  den  Ausdruck  S.  163(10),  so 
kann  man  schreiben 

Die  einfache  nnd  Obereichtitohe  Form,  di«  g  bei  Einführung 
der  Koe^ienten  der  ChristoSelschen  Kovariante  annimmt,  läßt  er- 
warten, daß  es  sich  auch  sonst  bei  Öächentheoretischen  Untersuchungen 
empfehlen  wird,  an  Stelle  der  Ableitungen 


mit  den  GIrößeu 

zu  rechnen.    In  der  Tat  findet  sich  dies  auf  Schritt  und  Tritt  bestätigt. 

§48. 
System  einer  quadratischen  mid  einer  linearem  Form. 
Der  Ausdruck  der  Taogentialkrümmung,  von  dem  eben  wieder 
die  Bede  gewesen  ist,  läßt  nicht  anmittelbar  erkennen,  daß  diese 
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Größe  nur  von  dem  VerliältDie  -^ :  -^  ablüingt.  Anf  Gfrund  deaBen 
ist  es  schon  im  Anfange  des  g  43  als  eine  Aufgabe  hingestellt  wordeD^ 
die  Grö^e  g  auch  fflr  die  Kurrendarstellang 

zu  berechnen. 

Dazu  bedarf  es  einer  systematischen  Untersuchung  der  invarianten 
und  kovarianten  Beziehungen,  die  mit  der  simaltanen  Transformation 
der  quadratischen  Form  A  und  der  linearen  Form  SUSg  zusammen- 
hängen. Die  Unterlagen  daitlr  sind  in  den  Torhergebenden  Para- 
graphen bereits  gegeben  worden.  Bleibt  man  zunächst,  solange  die 
AbleitoDgen  Ton  m,  und  m,  nicht  rorkommen,  wieder  bei  den  Me- 
thoden und  Bezeichnungen  der  algebraischen  Formentbeorie  stehen, 
80  hat  man  als  Basis  der  Theorie  des  Formenpaares  (A,  SRg)  die 
Gleichungen 
(1)  A-A- 

(2)  iWü-ä»;, 

die  fQr  die  Substitution 

(3)  i;-Äj, 

gelten,  oder,  damit  gleichbedeutend,   die  Transformationsgleichnngen 

(4)  ö,^  "^<*LSi(fi^t 

(5)  IM,  —^fn'iSi,. 

Die  aas  (1)  imd  (3)  folgenden  VerknQpfungeu 
5A        ^       dK 

SSM,     '^    asn; 

deren  zweite  Reihe  übrigens  mit  (5)  identisch  ist,  liefern  die  aj^bra- 
ische  Kovarianz  der  Funktionaldetarminante  von  A  und  SR,, 

Um  die  Substitutionsdeterminante  wegznscha£Fen,  bedienen  wir  nna, 
wie  gewöhnlich,  der  Qleichung 
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In  der  FläclieDth«orie,  wo  s^t*"»^  ^^'■i  stimmt  die  Sabstitations- 
determinante  mit  der  Fnnkiionaldetenniiiante  A'  der  neuen  Vuiables 
nach  den  Eilten  überein,  nnd  es  sollte  allgemein  die  Feetsetznng  A'>0 
gelten  {S.  43{4)).     Ist  dann,  wie  fOr  A  —  ds\ 

a>0, 
80  kann  man 

(7)  yi-nyV 

setzen  (S.  43(5)).  Handelt  es  sich  bei  der  Anwendung  am  eine  andere 
DifEerenfdalform,  deren  Determinante  nicht  immer  positiv  ist,  z.  B. 

Ldu*+2Mdudv+Ndv*, 

80  kann  man  ans  —  a  »  —  s'a' 

entnehmen  und  danach  die  entstehenden  Qlaichungen  ändern.  Im 
Folgenden  soll  der  Einfachheit  wegen  immer  nur  die  Annahme  a  >  0 
in  Betracht  gezogen  werden. 

Dividiert  man  nun  mit  (7)  in  (6)  and  fElgt  noch  den  Faktor  -^ 
hinza,  so  wird  die  Größe 

eine  lineare  absolute  Eovariante  von  A  und  ^^.  Ihr  vollständiger 
Ausdruck  ist 

V^  I  »»1         »  *»j  I 

oder  in  den  Bezeichnungen  der  Flächentheorie,  wenn  A  =>  ds*  ge- 
nommen und  du,  iv  ftlr  du,  dv  geschrieben  wird, 

j_j  ESu  +  F8v,     FSu  +  Gdv  \  _ 

Sie  gibt,  gleich  Null  gesetzt,  die  orthogonale  Trajektorie  e'  der  durch 
aÄo-0  dargesteUten  Kurve  c  (vgl,  S.  130(3)). 

Aus  dem  auf  S.  153  bei  der  Umwandlung  von  A^(9,  ii)  ange- 
gebenen Grunde  ist  es  fOr  manche  Zwecke  nützlich,  die  lineare  Ko- 
Tariante   anders   zu    schreiben.     Bei   einer  Ausdehnung   der   formen- 


(8)  -V  --    -=-D.(A,äR.) 
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theoretiBchen  TJaterBachung  über  das  binäre  Gebiet  hinaus  wird  dies 
sogar  nötig;  denn  mau  hat  dann  fast  überall,  tto  man  f Qr  n  <-  2  mit 
der  Bildoug  einer  Fiinktionaldeterminante  aasreicht,  allgemeinere 
Operationen  anzuwenden.     Setzt  man  (8.  133(11)) 

§-^«n,       T^-J'«.,,        I-T«,., 
8o  wird 

■D,(A,  Sro,)  -  r({«„»i,  +  a„m,)Su  —  (o„m,  +  ^„m,)!«) 

oder  für 

(10)  —  Ti«  -  y„        TSu  -  n,: 

(11)  i).(A,ä».)-^o,.m,j(.. 

Diese  Größe  ist  Tom  Typus  der  im  §  44  ((27)  und  (29))  Torkommenden 
Eorarianten.  jf^  und  y,  sind  die  Koeffizienten  von  ^j  und  £,  in  dem 
Aufidrack 

der  der  Eovarianz 

(12)  T(du8v  -  dv  du)  =  T\duäv'~  dv'du) 

genügt.  Die  Kontragredienz  der  Größen  y^,  y,  fOr  sich  kann  man  aas 
den  Oleichnngen 

Su-p^.du'-i-^.Sv' 

öu  CO 

d«  —  g-!  du  +    p-;  8v' 

unmittelbar  mit  Hilfe  der  Umkehrungsformeln  und  der  Transformations- 
gleichtmg  für  T  schließen. 
Setzt  man 

(13)  i'-t»!.       -y'-Pj, 
so  erhält  die  lineare  Korariante  (9)  den  Wert 

(-Bci+-f(.,)ä«  +  (J'ft+öft)ä»  =  (o„ft  +  <.„h)i,  +  (o„).,  +  a„^,)S„ 

d.  h.  man  hat 

(U)  i>,(A,SI?.)-j|-o„|,^. 

Bei  der  gleichzeitigen  Betrachtung  der  Kurve  c  und  der  ortho- 
gonalen Trajektorie  c  ist  diese  Darstellung  der  Schreibweise  (11) 
vorzuziehen,  weil  in  ihr  die  Differanti&le  nicht  durch  andere  Größen 
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ersetzt  sind,  sondern  so  vorkommen  wie  aach  in  iDlg.  Die  beiden 
Formeln  (14)  nnd  (11)  für  D^(A,WtQ)  entspreoheu  den  beiden  Aus- 
drucken der  Grundform  A  selbe^  in  der  arsprUngliclien  Gestalt 

nnd  in  der  Form 

(§44(12)  in  Verbindung  mit  (8)). 

§49. 

Anwendung  auf  die  geometriaolken  Ableitongen. 

Bimnltane  Transformation  sweier  quadratiBOlien  Formen 

in  aJgebralflohe  Summen  von  Quadraten  linearer  Formen. 

Diese  verschiedenen  Formeln  gestatten  nun,  die  geometrischen  Ab- 
leitungen einer  willkürlichen  Funktion,  die  in  den  Pan^raphen  40 
und  41  für  eine  spezielle  Yoraussetzung  ang^^ben  worden  sind,  aacb 
für  die  Annahme  aufzustellen,  daß  die  Gmndkurve  der  Operationen 
dorcb  Nnllsetzung  einer  beliebigen  linearen  Differentialform  definiert  ist. 
Es  handelt  sich  immer  um  die  Division  des  Differentials  von  x{u,  v) 
durch  ein  Bogenelement,  und  zwar  für  &%  das  von  c,  für  &'%  das 
der  orthogonalen  Trajektorie  Z.  Zu  dem  Zweck  bat  man  das  Ver- 
hältnis der  Differentiale  der  Variablen  im  eraten.  Fall  aus 

(1)  3Äo=0, 
im  zweiten  aas 

(2)  i),(A,  aRo)^0 

zu  entnehmen,  von  den  beiden  auftretenden  Vorzeichen  eines  zu  fixieren 
und  das  andere  einer  bestimmten  Äquivalenz  gemäß  zu  wählen;  alles 
genau  so  wie  aof  S.  130—131  beschrieben. 
Nun  ist  nach  (1) 

dl*  :  rfw  —  m^  :  —  »»1, 
Bodaß 

(3)  -^-i {Gml  -  2Fm,m^  +  Em\)  =  ^a,^m, m^  =  H^(fii,  an») 

'.* 
(8.  163)  an  die  Stelle  von  A'9  tritt.  'So  lange  eine  genauere  Be- 
zeichnung nicht  erforderlich  ist,  möge  der  Kürze  wegen 

(■>)  iC(A,ä»ä)-A 

gesetzt  werden. 
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Für  die  Karre  e'  iat 


fm,  _  .Ew,  —  Fwt 


in  ^^-  =  ©"j;  einzufBlueiL  Obwohl  hierbei  der  Nenner  T  in  den  Pro- 
portionalitÄtsf&ktor  anfgenommen,  tn,  a.  W.  tod  Tomherein  weggelaaaea 
werden  könnte,  so  ist  es  doch  zweckmäßig  ihn  beizobehalten,  nm  die 
Bedentang  der  beiden  GrSBen 

als  Koeffizienten  der  Kovariante  i)^(A,  SRo)  nicht  aus  dem  Auge  zu 
Terlieren.  Im  Nenner  von  S'x  erscheint  dann,  dar  Größe  YA  ent- 
eprechend,  die  Quadratwurzel  aus 

^«,*  (-S"««  ft)  (^ö^m  O  =,-J«<«  '*•'»-• 

Wegen  der  Werte  von  ft,  und  (i,  ist  dieser  Ansdrack  aber  wieder  gleich  A . 
Wählt  man  nnn  aach  die  Vorzeichen  dem  FrOheren  entsprechend, 
so  erhält  man 

(6)  e«-^(».^J-»,|f) 

(8)  e'i; -^((»«•.-■f».)  |f-(y>», -«»■.)  If)- 

Fax  Me  —  dip  gehen  diese  Attsdrttcke  ia  §  40(16)  (S.  134)  and 
«  41  (2)  (S.  138): 

(,)  ^^-2^.Z-.-W 

<8)  ^■^-S-'-lk-tif 

H\>er.  Ebenso  wie  hierin  mögen  auch  in  den  Formeln  (5)  und  (6) 
die  Koeffizienten  der  homogenen  linearen  Funktionen  von  ~-  und  „- 
«bgekarzt  bezeichnet  werden,  und  zwar  sei 

<9)  ?]^"'*i»'      Tvk"^" 


,,r,,  Crm,  —  Jim,  Jim,  — t  tu. 


-  Fm,  Em,  —  Ft», 

aodaß 

(11)  ei:-2'*-T'. 
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(12)  ®'«-2''*-fc 
wird.     Setzt  man 

(13)  ®x  =  *.z,       ®'r-*,z, 

Bo  ksim  man  die  beiden  Formeln  noch  in  die  eine 

(14)  ».«-^-..IS 

zuBonunen&sBeDj  eine  Schreibweise,  die  nicht  cor  fOx  die  Verall- 
gemeinenmg  der  Theorie  wichtig,  sondern  auch  im  binären  Gebiete 
zur  TereinEachnng  mancher  Rechnungen  nützlich  ist. 

Den  zweiten  AuBdrOcken  in  (7)  und  (8)  entsprechend  darf  man 
setzen 

(lö)  ex^^4'Jkm 

(16)  0^^^ßd^^m. 

Den  Gleichungen  (11, 12)  oder  (14)  zwischen  den  gewöhnlichen 
und  den  geometrischen  Ableitungen  einer  willkürlichen  Funktion 
treten  solche  zwischen  den  Differentialen  der  Variablen  und  bestimmten 
homogenen  linearen  Funktionen  dieser  Größen  an  die  Seite.  Erinnert 
man  sich  der  Eontrt^redienz  der  Differentialquotienten  gegen  die 
Differentiale  (S.  159)  nnd  bedenkt,  daß  für  die  Eontragredienz  zweier 
Größensjateme  nur  die  Form  der  Beziehungen  auf  S.  156,  aber  nicht 
die  Bedeutung  der  darin  Torkommenden  Tuiablen  und  Substitutions- 
koeffizienten  maßgebend  ist,  bo  kaoii  man  zur  Bestimmung  der  ge- 
suchten Funktionen  ^31^,  3)1,  sofort  den  Ansatz 

(17)  du^-2fi,.% 

machen.  Einfacher:  Die  Koeffizienten  m^^, . . .  »tj,  der  linearen  Differen- 
tialformen 

(18)  ÜR,=^m,,rfu. 

ergeben  sich  durch  Yergleichung  von 
mit 

(19)     ^»-2*.«  •  w.-2(2'''"IÖ(2'»"''«')- 

(  I  r  t 

Enoblaaeh,  DlSanndalgsoBiatrlB.  1% 
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Man  erhält 

(20)  ^fHittt,r=^tr> 

d.  h-,  wie   es  nach   der  Theorie    der  Kontn^^dienz   sein   muß,    die 
Grondformebi  der  Determiiianteiitheorie.    Einzeln  haben  die  gesnchten 

Koeffizienten  folgende  Werte: 

(21) 


(22,  ,^.--^  ,       «,„-^. 

Sie  liefern 

(28)  m,-j=D,(\,^) 

(24)  m,-^^m,. 

Unter  der  Menge  Ton  Relationen,  die  zwischen  den  Koeffizienten  ntf^ 
bestehen,  können  die  wichtigsten  aus  der  Tatsache  abgelesen  werden, 
daß  das  Quadrat  der  Fanktionaldeterminante  von  A  und  Wt„  als  ganze 
rationale  Funktion  dieser  beiden  Formen  selbst  darstellbar  ist.  Ordnet 
man  D^(^,  SW^),  ohne  den  Änsdmck  durch  eine  Determinante  zweiten 
Grades  aufzngeben,  das  eine  Mal,  wie  bisher,  nach  m^  und  m„  das 
andere  Mal  nach  l^  and  |j,  so  erhält  man 

I         tn,        ,  9 


Bei  der  Komposition  von  Zeilen  mit  Zeilen  werden  die  Elemente  der 
Produktdeterminanta  der  Keihe  nach: 


1, 

i. 

■^I» 

l+"l,'»l, «..'". +«11'». 

1. 

I> 

«v™. 

2 ',,«>, 
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Die  gesaclLtd  Beziehaug  hat  mithin  die  Form 

(26)  z).(A,  m,)'  - 1  ^;  ^"  j  -  A'i  -  ™! 

oder 

oder  endlich,  nach  (23,  24): 

(26)  aHj  +  a»»-A. 

Diese  Gleichung  lehrt,  daß  mui  die  Begtimmaag  tod  3)t|  und  äRf 
auch  an  eine  Qmndaufgabe  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 
knüpfen  kann,  die  uns  schon  &üher  (§  28)  begegnet  ist,  nämlich  zwei 
solche  Formen  aimultan  in  Summen  Ton  Quadraten  linearer  Formen 
zu  transformieren.  Nur  handelt  es  sich  hier  um  den  Grenzfall,  daft 
die  zweite  quadratische  Form  als  Quadrat  einer  lineares,  nämlich 
gleich  SRJ,  gegeben  ist.  Legt  man  also  jetzt  die  Gleichung  (26)  zu- 
grunde, so  hat  man 

(27)  i.w.  +  i.mi'-Tti 

zu  ihr  hinzuzunehmen.  Nach  S.  88  sind  dann  zunächst  aus  der  qua- 
dratischen Gleichung 

\  El—   m»  ,      Fl—m^n^  \ 

I  J*!— »1%,      Gl—  m\     I 

die  Wurzeln  I,  und  l^  zu  bestimmen,  deren  eine  ffir  die  vorliegende 
Annahme  verschwindet;  und  zwar  ist  nach  der  hier  gewählten  Be- 
zeichnung Zj  gleich  Null  zu  setzen.  Die  andere  Wurzel  ^  erhält  den 
Wert  A,  und  die  Gleichung  (27)  nimmt  die  Form 

an,  aus  der  unter  Hinzunahme  einer  Yorzeichenbestimmung  rilckwärts 
die  Formeln  (22)  hervoi^ehen.  Die  Ansgangegleichung  (26)  führt 
dann,  der  Identität  (25)  zufolge,  auf 

■"i  A         ' 

d.  h.,  wieder  nach  Entscheidung  Qber  ein  Vorzeichen,  auf  die 
Formeln  (21). 

Aus  (21)  nud  (22)  ei^ibt  sich  für  die  Determinante 

»»11%,  —  %»>"«  =  "» 
der  Wert 


»ii,m„— nij,mj, : 


^TsVo, 
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Die  Relationen  nun,  die  nnmittelbar  aus  (26),  d.  h.  aus 

2(Ä,i,)(^».,J.)-^%i,{. 

folgen,  lauten 

(29)  2m„«,„-a„. 

Was  die  Größen  fi^^  angebt,  so  betrachten  wir  sie  von  dem  jetzt  ein- 
genommenen Standpunkt  ans  als  durch  die  Formeln  (20)  definiert. 
Als  Orundgleichnngen  der  Determioantentheorie  mUssen  sich  diese 
auch  in  der  Gestalt 

(30)  ^'"ijfiw'^et, 

schreiben  lassen.  Hieraus  findet  man  nach  Multiplikation  von  (29) 
mit  fip,  und  Summation  Ober  t: 

oder 

(31)  "*a~  ^Hkt^n, 

und  durch  Auflösung  nach  den  Großen  ft: 
.(32)  fc-J'«.,»,,. 

Mittels  dieser  Formeln  et^ben  sich  die  weiteren  Relationen 
(38)  2%,  ftp  (**,  -  ^a 

(8*)  2%^mt  m^  -  8,t, 

und  nach  (28)  und  (29): 

(38)  i^nNi-thtt^i-x-yZ 

(86)  2l^uHk~'^ik- 

Um  endlich  zu  den  Invarianten  ^iX^dj;  und  ^jZ^@'z  zurückzu- 
kehren, die  für  A  =  ds*  die  geometrischen  Ableitungen  von  %  t^r  die 
Differentiationen  senkrecht  zu  den  Kurven  3)^,  =  0  und  3]T|  —  0  dar- 
stellen, so  kann  man  setzen 

(37)  »,J-B.('il,M.) 

(38)  ».I-B,(M.,  dl). 
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§50. 
TeraUgemeinemng  der  OhTistoflblschen  EoTariante. 
Wenn  in  einer  flachentheoretischen  Untersuchung  außer  den 
Fomienkoeffizifluten  m,,  m,  sach  deren  erste  Ableitungen  atiftreten, 
wie  bei  der  Berechnung  der  Tangentialkrümmung  g  einer  Flächen- 
kurve  3Ko-=0,  so  wird  man  nach  §  47  erwarten  dQrfen,  die  größte 
Übersichtlichkeit  der  Resultate  Termittelst  einer  bestimmten  Kovariante 
des  FormenpaareB  (A,  äRg)  zu  erreichen,  die  ab  VeraUgemeineruiig 
der  Christoffeischen  fOr  Tt^— dq>xn  definjereu  wäre.  Die  Existenz 
und  das  Bildnngsgesetz  einer  solchen  Kovariante  läßt  sich  aus  den 
Formeln  des  §  47  selbst  unmittelbar  entnehmen.  Man  braucht  nur 
die  GteicbuDgeu  (1)  durch  die  TransformationsgleichungKn  der  Form  Sßg, 
nämlich 

(i)  «.-2<it 

(S.  172(5})  zu  ersetzen  und  im  übrigen  genau  wie  dort  zu  verfahren, 
indem  man 

3w<  _  yf^'  Jl«l^  ,  yf  8«>X  8ui  9«; 

duii       ^j     ''  dUfdut  ^  ^^  dw^  ^**i  ^*<t 

bildet  und  die  zweiten  Ableitungen  der  neuen  Variablen  nach  den 
alten  mittels  der  Christoffelscben  Formeln  eliminiert,  Setzt  man,  der 
Gleichung  S.  169  (4)  entsprechend, 

so  findet  man  (vgl.  a.  a.  0.  (5)) 

(8)  ».^-2«'^.W^. 

oder 

(4)  ma  =  2m^S;^fS^f 

Es  ist  aber  jetzt  nicht  allgemein  m^j  gleich  m^j,  sondern  nur  dann, 
wenn  die  Differentialform  Wtf^  der  Integrabilitätsbedingung 

genflgt.  Man  kommt  infolgedessen  hier  mit  einer  quadratischen  Ko- 
variaute  nicht  mehr  aus,  sondern  hat  die  Beziehungen  (3)  als  Trans- 
formationsgleichnngen  einer  bilinaaren  Differeutialform 

(5)  ^mt^du^äu^=M 
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aufzufasseii,  die  ebenfalls  als  Christoffelache  Eovariante,   nämlich  der 
Formen  A  und  SKq,  bezeichnet  werden  Boll. 

Die  Grundlage  für  die  Berechnung  von  g  bildete   im  §  40  die 
Formel  (15)  (S.  134) 

g--  2ä@A', 
in  die  jetzt  die  Ausdrücke 

(6)  Ä<^ex^f>,x-'2H,Yi, 

(7)  ^■»«■i-»,^-_2'ft,|i 

einzusetzen  sind.    Die  ersten  Schritte  der  dort  angestellten  Rechnung 
liefern,  allein  durch  Yertauschung  von 


(8)        -?  -2'''«^.'^'  ['.'] +2'«"''"''"  l«f 

(vgl  S.  135  (20)),  und  man  würde  auch  bei  weiterer  Verfolgung  jener 
Operationen  ohne  Schwierigkeit  im  voraus  den  Wert  henrteilen  können, 
den  die  einzige  hier  vorkommende  Funktion  der  Differentialquotienten 
-~  Bchließlich  annimmt.  Statt  dessen  mögen  die  Ginzelausdrücke 
dieeer  Ableitungen,  deren  Kenntnis  fUr  manche  Untersnchungen  nütz- 
lich ist,  aufgestellt  und  dabei,  wie  oben  angedeutet,  grundsätzlich  die 
Koeffizienten  m^  der  Christoffeischen  Kovariante  benutzt  werden. 
Endlich  wollen  wir  auch  die  Differentialquotienten  der  übrigen  Größen, 
die  in  die  Theorie  des  Formenpaares  (A,  3)Zo)  eingeführi  worden  sind, 
hier  gleich  hinzunehmen. 

Da  in  den  Ausdrücken  1n^^  die  Christoffelschen  Verbindungen  aus 
den  Koeffizienten  von  A  auftreten,  so  müssen  die  Ableitungen  der 
Koeffizienten,  wo  sie  vorkommen,  ebenfalls  durch  diese  Verbindungen 
dai^estellt  werden.    Zu  dem  Ende  werde  in 

L  i  J        2  rs«,    "^  e»i         3U(  ) 
(S.  135(18))  h  mit  t  vertauscht  und  die  entsprechende  Gleichung 


[V] 


2  Uu,  "*"  9m,       a«(/ 


ZU  der  ursprünglichen  addiert,  wodurch  sich 
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CT  i-;"-[V]+[V] 

ei^ibt.     Zieht  man  die  Gleichm^  S.  137  (33) 
hinzTi,  die  aufgelöst 

CO)  [S']-^«..r;i 

liefert,  so  geht  (9)  in 

(")  l?=2K4Vl+vlVl) 

Qber. 

Zu  dieeem  Formelsyatem  gehfirt  ein  zweites  für  die  ÖrSßen 
-^^,  deren  Berechnung  im  §  40  bereits  angebahnt,  aber  nicht  ang- 
gefOhrt  worden  ist,  weil  von  den  einzehien  Ableitungen  dort  kein 
Gebranch  gemacht  werden  sollte.     Es  war  (8.  136  (22)) 


(")  I?— 2«-' 


mithin  folgt  ans  (11)  mittels  der  oft  ausgefQhrtea  Reduktionen  und 
Bezeicbnnngs-ÄnderuDgen : 

a^)  IS'^-^lvlVl+vlVl)- 

Im  ganzen  liegen  2 . 4  Größen  m^  und  ii^/^  vor,  deren  erste 
Differentialqaotienten  berechnet  werden  sollen.  Sie  enthalten  nach 
8.178(21,22)  und  8.176(9,10)  s&mtlich  den  Nenner  VÄ,  dessen 
Ableitungen  daher  vor  allem  gebraucht  werden.  Die  Definitions- 
gleichung  für  A  war  (8.  175(3,4)) 

(14)  ^"it  »Wj  «i  ■■  A , 

und  es  folgt  ans  ihr 

Wegen  a»;  ■-■  k^^  lassen   sich   die   beiden  ersten  Summen,  nach  Ver- 
tauflchung  der  Summationsbuohstahen  f  und  i  in  der  zweiten,  zu 


^4    "     "Sm, 
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Tereinigeo,  und  dieser  Ausdruck  wird  bei  Einzuzisfanng  der  Formeln  (2) 
gleich 


Der  noch   fehlende  BeBbandteil  von  ^—  geht  nach  (13)  in 

-^».».(«..{Vl+^IVI) 

über, 

Addiert  man  beide  Ausdrücke,  so  fallen  die  GbrietoffelacheQ  Verbin- 
dungen, soweit  sie  explizite  vorkommen,  weg,  and  es  bleibt 

(16)  "-22''i»"'<'">i- 

Demnach  wird 

Nach  S.  180(32)  (für  i  -  2)  in  Verbindung  mit  S.  178(28)  oder  auch 
direkt  nach  S.  176(10)  kann 

gesetzt  werden.     Die  gesnohte  Formel  heißt  also 

e 
Von  den  Größen  «i,,,  . . .  f*«  haben  »u,,  und  m„  die  einfachBten 
Ausdrücke,  nämlich  nach  der  eben  schon  benutzten  Gleichung  8. 178(22): 

(18)  -»..-^l- 

Die  Differentiation  liefert 

g(»i,tyÄ)     0iMi 
a«,     ""  8«, ' 

d.  h.  nach  (2)  und  (17) 
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Da  nun  (3.178(20)) 
ist,  Bö  wird 

Alle  übrigen  Ableitnugen  laBsen  sidi  direkt  mittels  der  vorher 
aofgestellten  Relationen  berechnen,  ohne  daß  es  der  nochmaligen  Be- 
nutzung der  Oleichongeq  (2)  bedarf.     Zunächst  ist  nach  S.  180(29) 

a«,t      1  aoii  gwi* 

-Ä.(Vi-'"«(^2:'^.«..+.^iV)-.)' 

«  ■  i  9 

wobei  außer  (19)  die  Gleichung  (11)  fDr  i  —  %  verwendet  ist. 

•»"1?^  -2IV)(2''»'.»""-»'"»..)  -»..^'^ft.».. 

Hit  Hilfe  tou  S.  179(28)  folgt  ans  den  Gleichungen  (19)  und  (20) 
dorch  eine  einfache  Rechnung 


oder 


I^,-^«21VI 


ein  Ausdruck,   der  natQrlieh  auch  direkt  an«  (11)  abgeleitet  werden 
kann,  weil  er  in  Wirklichkeit  mit  der  Form  ^Kg  gar  nichts  zu  tun  hat. 
Zur  Darstellung  der  DifFerentialquotienten  der  Größen  ft^^  können 
nunmehr  die  Gleichungen  S.  180(32) 

(23)  '     Mit-^öti'w.i 
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benutzt  werden.    Für  i  =  2  liefern  sie,  unter  sofortiger  Heranziehung 
Ton  (13)  and  (19), 


l':::-!-"'^!:''',»^.'^^- 


4» 


»'1. 


-2'«."".<(Vl-2'v».-IV 

Vertauscht  man  in  der  zweiten  Doppelaumme  ^  mit  i.,  so  sieht  man, 
daS  sie  sich  gegen  die  vierte  streichen  Vä&t  Die  nochmalige  Ver- 
wendung TOn  (23),  auch  für  t  —  1,  ei^ibt 


In  genau  derselben  Weise  folgt 


<2»)       k=-:;k2>^''''--2i'^'\''^< 


§51. 

Weitere  Umformangeii  des  AoBdruekes  der  TangenÜaUcrliimming. 

Die  Integrabilit&te-Invariante  einer  linearen  Differentialform. 

Von  deo  vier  Systemen  (19),  (20),  (24)  und  (25)  werden  zur 
unmittelbaren  Einführung  in  (8)  speziell  die  Ausdrücke  (24)  ge- 
braucht. Wendet  man  außerdem  sofort  die  Gleichungen  (10)  an, 
«o  wird 


-2<^^ti^x,ih,{\!]ih,- 


iMach  Vertaufichung  von  k  mit  q  hebt  sich  die  erste  Summe  gegen 
die  dritte.    In  der  zweiten  ist 

(S.  180(31)),  und  hierauf 


(a,  a.  0.  (30))  zu  setzen.    Ffir  die  TangentialkrUmmung  ergibt  sich  dann, 
wenn  t,  k  tOn  ^,  l  geschrieben  wird, 
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(1)  9 ^^^^Hfh*m«; 

ein  Ausdruck,  der  dem  im  §  40  abgeleiteten  (S.  137(36})  entspricht  und 
dessen  Verallgemeitierung  darstellt. 

Ans  der  Gleichung  §  50(8)  können  aber  fQr  die  Tongential- 
krümmnng  noch  mannigfache  andere  Formeln  abgeleitet  werden. 
Behält  man  die  Ableitungen  ,—  zunächst  bei,  verfährt  aber  im 
übrigen  wie  eben,  so  findet  man 


(2)      ■  -g  -^mi^t^u  (*»  j  p  )  +2*^*'*" 


?M. 


Unter  dem  zweiten  Summenzeichen  steht,  mit  fi^,  multipliziert,  ein 
Teil  der  Ableitung  nach  u,  Ton 

eine  Summe,  die  nach  S.  180  (30)  gleich  Null  ist.  Man  kann  also 
setzen: 

ff  =^fhifht  1^^  -^t^ufhk  l  f]^e 

oder,  fttr 

Die  GrSBen  «t,  ^^  sind  ans  den  Koeffizienten  der  Form  ÜR^^  rtii^du  +  m^^dv 
genau  so  gebildet  wie  die  Größen  m^^  aus  denen  von  SDtg.  Sie  können 
also  als  Koeffizienten  der  ChristofTelschen  Kovariante  von  A  und  Wt^ 
aufgefaßt  werden. 

Anstatt  in  (2)   m^  als  Faktor  zu  (t^^  hinzuzuziehen,  kann  man 
auch,  nachdem  man  die  Formel  in  der  Gestslt 
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geschrieben  hat,  fn,j  mit  ^„  zuaammeiifasseii  und  mit  Benutzung  von 
8.  178(20)  and  dann,  wie  oben,  der  Gleichung  8.  186(24), 

-.-2'fe.-»..'^.)f£r-+2(Vl'^,) 

setzen.     Der  zweite  Teil 

fällt  weg,  weil  nach  einer  wiederholt  benutzten  Belation 
ist.    Wendet  man  auf  den  (ihrig  gehliehenen  Ausdruck 

die  Fonnel  S.  185(21)  an,  so  wird 
oder 


—  s- 


d.  h.  endlich,  nach  §  49(10,21): 

(6)  ^-yß" 

oder  ausgeschrieben 

1  /  3 Gm,  —  J"«, 


(71  ^l^fj. Gm,— -f»»! 8  Fm,  —  £m,       \ 


Fßr  aRo  —  rfg)  heiflt  diese  Formel: 
(8) 


"y«('3'-^^ii-if+^(ij)" 
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Sie  läßt  Tmmittelbar  heryottreteu,  daß  in  der  TangentiBlkrflmmang 
die  Größen  m^  and  m^  oder  -^  und  -^  nur  in  ihrem  Verhältnis 
Torkommen  (vgl.  S.  171 — 172).  Die  Hauptbedeutung  deB  AuBdrnckea 
aber  beruht  auf  dem  einfachen  Zusammenhange  mit  einer  Größe, 
deren  Terscbwinden  fQr  die  Integrabilität  einer  lineajen  Differential- 
form  charakteristisch  iat. 

Beror  dies  weiter  verfolgt  wird,  mfissen  die  Formeln  für  die 
TangentialkrUmmung  der  Kurve  c  noch  durch  die  eatsprecheoden  fQr 
die  orthogonale  Tr^ektorie  c'  er^nzt  werden.  FOhrt  man  die  auf 
S.  182  angegebenen  VertauBchnogen  nunmehr  in  der  Gleicbang  S.  138(4) 
ans,  so  erhält  man 

9'  -2''"  **"  '***  [V]  +2"**  '*>*  f^  I? 

und  weiter  nach  demselben  Verfahren  wie  oben 

(9)  ^■-2'»'>i^-i^'{\'\+I'»"'^r^7: 

Die  Benutzung  von  S.  186  (24)  fQhrt  auf 

(10)  s'-^  2**"  **"""■ 

Diese  Gleichung  entspricht  der  Formel  (1). 

Nach  dem  zweiten  Verfahren,  das  auf  der  Hinzuziehung  der 
Relation 

beruhte,  wird 

Kl 

(11)  ff'--^lhil*ii^i,n, 

dem  Ausdruck  (4)  entsprechend. 

Die  dritte  Art  der  Umwandlung  hätte  von  der  Gleichung  (9) 
auszugehen,  wenn  sie  in  der  Gestalt 

i''-2'»..'^.(l?+2lVl''..) 
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geschrieben  wird.  Der  Umstand,  daß  die  Formeln  für  g,  von  einem 
VorzeiclieQ  abgeseheD,  sich  von  denen  für  g  nur  dorch  das  Auftreten 
von  ft,,  statt  ^i,  im  allgemeinen  GUede  onterscheideo,  verhindert  aber 
hier  die  Benutzung  der  Relation  S.  178(20);  and  wenn  man  sofort  die 
Gleichung  S.  186(24)  anwendet,  so  kommt  man  natni^emäß  nur  wieder 
anf  den  Ausdruck  (10).  Dennoch  wird  man  wegen  des  gegenseitigen 
Enteprechens  Ton  g  und  g',  3R,  und  SR,  erwarten  dürfen,  daß  für  g' 
ein  Ausdruck  ähnlicher  Gestalt  wie  (6)  existiert.  Man  wird  also  ver- 
suchen müssen,  eine  der  gefundenen  Gleichungen  so  umzuformen,  da& 
die  Ableitungen  der  Gröfien  m,^  und  m„  auib-eten.  Mit  Hilfe  der  im 
Anfange  dieses  Fan^raphen  zitierten  Formelsysteme,  die  fiberein- 
stimmend die  Verbindung  ^ftiaWo,  enthalten,  ist  dies  ohne  weiteres 

möglich,  und  zwar  kommt  speziell  in  den  Gleichungen  S.  186(25),  wenn 
maa  darin  l'-h  annimmt,  gerade  die  Größe  vor,  die  auch  in  (10) 
enthalten  ist,  nämlich 

f^*  'V..     SS    _        ^''i*        ^1^*1,, 
*  f 

Es  folgt,  wenn  wie  vorher  l  für  %  gesetzt  und  in  der  Doppelsumme 
q  mit  l  vertauscht  wird, 

I  '  n 


oder  nach  §49(9,22): 

^^^>  ^        T\dv  du  ) 

Dieser  Ausdruck  gehört  zu  (6).     Er  lautet  vollständig: 

und  für  3^0=  dip: 
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(15)    »■-  r(^8»i/„(0-r.;8Ys 


9g) 


y-iW 


^df  d<p 


-m 


Pi_da-\-ptdv  =  % 


eine  beliebige  lineare  Differentialform.  Die  Bedingung  fOr  ihre  Inte- 
grabilität  ist 

Sie  hängt  von  den  Variablen,  die  znr  Darstellung  von  ^^  dienen,  nicht 
ab,  und  dies  findet  seinen  Ausdruck  in  der  aus  den  Tranaformatious- 
gleichnngeo 

herrot^benden  Beziehung 


(16) 

Durch  Division  mit 

wird  die  Invarianz 

in  eine  absolnte  rerwandelt: 

(17) 

Dia  Gr5Se 

(18) 

1  Idp,       dpA        1   /Bp;       «/,' 

eine  simoltane  Invariante  des  Formenpaares  (A,  $g),  hei&t  die  Inte- 
grabilitäts-lDvariante  der  Differentialform  $„.  Wo  ein  Zweifel 
nicht  entstehen  kann,  soll  nicht  nur  die  Bezugnahme  auf  die  Grand- 
form A  in  Benennung  und  Bezeichnung  unterbleiben,  sondern  auch 
der  Ausdruck  Ji^^  ein&ch  als  Invariante  von  ^g  bezeichnet  werden. 
Durch  solche  Invarianten  also  lassen  sieh  g  und  g   nach  (6)  und 

(18)  darstellen,  und  zwar  ist 

(19)  ,  9-   j(m,) 

(20)  g J{W,). 
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Dabei  ging  aß,   aus  der  EoToriuite  i)„(A,  iDlc),   'Sfi^  ans   W^  selbst 
durcb  Division  mit  YÄ  herror; 

,2j-,  ™ i_\Edu  +  Fdv,    Fdu  +  Gdv\ 

(22)  ^*  ~  i^  ("'i*'"  +  "»*") 

(8.178(23),  (24)). 


Die  geod&tieohe  Vindimg. 
Von  den  Größen,  die  in  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln 
als  Koeffizienten  von  Ricbtongskosinus  aufgetreten  sind,  ist  nan  noch 
eine  za  berechnen:  die  geodätiscbe  Windung  (S.  60),  definiert  durch 
die  Gleichung 

(1)  2'x&A'=t 

(S.  54(14)).  Sie  ist  zwar  im  §  17(S.  61)  zu  der  Windung  selbst  und 
zu  einem  bestimmten  Winkel  in  Beziehung  gesetzt  worden,  aber  die 
Darstellung  durch  die  Bestimmungsgrößen  der  Flächenknrve  c  steht 
□och  aus. 

Ebenso  wie  bei  der  Normal-  und  Tangentialkrtimmung  (§  18 
und  39)   soll  auch  hier  zuerst  mit  Differentialen  operiert  werden. 

Wegen  der  zusammengesetzten  ÄusdrQcke  der  HichtungskoBinuB 
A',  B',  C  (S.  54  (9))  ist  es  zweckmäßig,  die  Identität 

zu  benutzen  und  demnach 

(2)  *  =  -^a'»X 

als  Ausgangsformel  zu  betrachten.     Sie  ist  gleichbedeutend  mit 

(3)  -tds'-2(Jdz-Zdy)dX 
oder  in  DeterminaateDform 

I   dx    dy    dB  I 

(4)  tdif-^   X     Y     z\- 

dX  dT  dZ\ 

Dieser  Ausdruck  ist  schon  in  der  Theorie  der  Xormalkrümmung  (S.94) 
TOrgekommen.    Und  zwar  lieferte  er,  gleich  Nnll  gesetzt^  die  beiden 
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Hanpttangenten  der  F^he,  BodaB  die  dort  mit  (21)  bezeichnete 
Gleichmig  sich  direkt  in  die  von  früher  (§  24)  her  bekannte  Be- 
Btimmimg^Ieichnng  dieser  TangeDteii  mnäte  flberftlhren  laaaen.  Jeden- 
falls ergibt  sicli  sofort  der  Satz,  daß  die  geodätische  Windung  einer 
Eture,  deren  Tangente  mit  einer  Eanpttangente  zusammentut,  gleich 
NnU  ist 

Die  Umwandlung  der  rechten  Seite  Ton  (4)  für  die  Flachendar- 
steUong  (I)  ist  mit  Hilfe  der  Formeln  S.  126(4)  ausführbar,  die  n,  a. 
als  Spezialfälle  toq  S.  57(1)  aufgefaßt  werden  können  nnd  sich  in 

(6)    .Td.-Zd,-l,[{-F^+Elf)ä»  +  (-0f;  +  F^)ä,] 

zusammenziehen  lassen.    Hnliipliziert  man  mit 

du         '    dt      ' 

summiert^  wie  die  Gleichung  (3)  ea  fordert,  and  benutzt  die  zweiten 
Werte  der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  (S.  75(4)),  so  findet  man 

(6)     Ttds'  =  {EM-  FL)dv?  +  {EN-  QL)dudv  +  (FN-  6M)dv\ 

Dieser  Änsdrack  ist  in  der  Tat  mit  der  linken  Seite  von  S.  76  (5) 
identisch,  d.  h.  es  wird 

_£_j  Edu+  Fdv,     Fdu+Gdv  1 

Um  das  Bildnngsgesetz  im  formeniheoretischen  Sinne  zu  be- 
schreiben, hat  man  den  Faktor  -=r  2*^"'  ^hler  hinzuzuziehen.  Dieser 
Zähler  ist  dann  die,  durch  Division  mit  4T  in  eine  absolute  SoTariante 
Terwandelte  Fnnktionaldeterminante  der  beiden  Grundformen  A  und  B. 
Die  Form 

j_  I  Edu  +  Fdv,    Fdu  +  Gdv  j 

"t  '    ^^'T\Ldu+Mdv,    Mdu  +  Ndv] 

soll  ab  die  quadratische  EoTariante  des  Formenpaares  (A,  B)  be- 
zeichnet, nnd 

(8)  D.(A,B)-r 

gesetzt  werden.     Die  geodätische  Windimg  hat  den  Wert 

(9)  ■   i-i. 

Ffir  die  Earrendaretellungen  W^—0  und  ip{u,v}  —  G  können 
die  Formeln  für  t  hieraus  sofort  abgelesen  werden.     Man  bekommt 

XnobUaoh,  DUTanotblBMmBttl^  IS 
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,-.  „,  .       (Eli  —  FL)ml  —  {EN—  fl !,))»,)»,+  iFN~GM)m\ 

V^"J         *"  T(Em\  —  2Fm^m,  +  Gm^)  ' 

und  speziell  für  äRg  —  d^ 


<^(lf)'--lfl:+''(li)') 


Nach  dem,  was  in  den  Puragrapben  44,  4Ö,  48  und  im  Änfaoge 
von  49  anseinandeigesetzt  worden  ist,  kann  man  dieee  Ausdrücke 
noch  in  Terscbiedener  Weise  formal  verändern.     Wird 

(12)  r=  Ci,(Jh*+  ^Cijdadv  -fr  c^dt^  ^^c^^du^du^, 

(,* 
also 
„  ov  EM  —  FL  EN—GL  FN  —  GM 

(13)  c«-— j^— ,        c„ j-j.     -,        c„ jr 

gesetzt,  eo  nimmt  z.  B.  der  ZiMer  von  (11)  (mit  dem  Faktor  ^1 
die  Form 

an,  wird  also  gleich  dem  Zähler  des  mittels  der  Grundform  P  gebildeten 
Differentialparametera  erster  Ordnung  der  Funktion  qt.  Dividiert  man 
nun,  statt  durch  die  Determinante  von  J,  durch  die  der  Form  A  und 
bezeichnet 

BO  erhält  man 

(16)  '-tr 

BeiUufig  bemerkt,  würde  bei  dieser  Schreibweise  fOr  die  Normel- 
krOmmoi^  nach  S.  64  (10)  die  Formel 

gelten. 

Von  den  Ausdrücken,  auf  die  man  durch  die  Fonnentheorie  ge- 
führt wird,  sind  die  in  Snmmenform  besonders  wichtig  (vgL  S.  153). 
Für  den  Zähler  von  t  tritt  das  Bildongsgesetz  einer  solchen  Dar- 
stellung am  deutlichsten  hervor,  wenn  die  quadratische  Kovariante 
von  A  und  B, 

7)  rA   Bl  =  ^'  **»^'''"""^'     ''«^i+'^»^| 
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zoDächet  zu  einer  büineareD, 

Terallgenifliiiert   wird.     Entwickelt   man   diesen  Ausdruck   nach   dea 

Produkten  |,t;^,  erweitert,  mn  die  GrSBen  a^  einzufahren,  mit  yä 


und  setzt 

/«£.-»., 

-V«l,-:r, 

so  findet  man 

(17) 

B.{A,B) 

-2«u>>u^,V,. 

Mittels  der  Theorie  der  kogredienten  und  kontr&gredienien  GröBen- 
systeme  kann  mau  diese  Form  auf  mannigfache  andere  Arten  als 
koToriant  nachweisen;  doch  handelt  es  sich  fUr  die  vorliegende  An- 
wendung hierum  nicht.     Die  Formel  (10)  geht  aus  (17)  und 

dadurch  hervor,  d&fi  £j  und  i;,  Übereinstimmend  durch  m,,  |,  und  i;, 
durch  —  (Mi,  eüso  a;,  durch  Yäm^  und  x^  durch  Vant,  ersetzt  werden. 
Zähler  und  Neuner  für  eich  verlieren  dabei  den  Charakter  der  abso- 
luten Invarianz,  der  aber  durch  Erweiterung  mit  T~  *  ^  a~ '  wieder- 
hergestellt wird.  Der  Nenner  erhält  dann  den  Wert  A  (S.  175),  und 
der  Zähler  wird,  für 

(3.174(13)),  gleich 

FOr  die  EurvendarateUung  3)lg  =-  0  wird  demnach  die  geodätische 
Windung  durch  die  Formel 

(18)  i_i'^ 

bestimm! 

Sie  ist  u.  a.  für  den  Übergang  zur  orthogonalen  Trajektorie  c 
nfltzlicb.  Die  Eoeffizieuten  m^  von  SH^  werden  hierbei  durch  die  der 
Kovariante  T>^{^,,^^,  nämlich 

(S.  176)  vertreten,  und  demnach  die  kontragredienten  Größen  ^,  durch 
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Der  Kenner  des  AnsdriickeB  bleibt  für  diese   Substitationeti  unge- 
ändert  (a.  a.  0.).     Der  Zähler  tod  t'  erhält  den  Wert 

und  es  folgt 

(19)  t' 1. 

Die  geodätischen  Windungen  zweier  zueinander  senkrechten  Flächen- 
knrren  haben  entg^engesetzt  gleiche  Werte. 

Da   der  Nenner  in  der  Formel  (18)   gleich   A   war,   ferner   die 
Gleichungen 

-^-m,,  (§49(22» 

.S'«,,'».,-^,  (§49(32)) 


gelten,  so  kann  man 


(§48(13);  §49(9)) 


Betzen.     In  dieser  Gestalt  wQrde  man  den  Ausdmck  erhalten  haben, 
wenn  man  in  die  Gleichung  (2),  nämlich 

t  —  —^e'x.&x, 

sofort  die  Werte  der  geometrischen  Ableitungen,    und  zwar  für  die 
Kurrendarstellung  SDIg  =  0,  eingeführt  hätte. 

Zwischen  der  geodätischen  Windung  und  der  NormalkrOmmang 
besteht  ein  einfacher  Zusammenhang,  der  darauf  beruht,  daß  das 
Quadrat  der  Funktionaldeterminante  von  A  und  6  sich  in  ähnlicher 
Weise  darstellen  Uißt  wie  auf  S.  179  das  Quadrat  der  Funktional- 
determinante Ton  A  und  einer  linearen  Form  SPtg.  Da  die  Koeffizienten 
von  du*,  du  dv  und  du*  auf  der  rechten  Seite  tou  (6)  die  drei  Deter- 
minanten zweiten  Grades  sind,  die  sich  aus  der  Matrix 

:\  E  F   G  \ 

;|  X    M   N  \] 

bilden  lassen,   so   kann   man   den  Ausdruck  selbst   als  Determinante 
dritten  Grades  schreiben: 
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I  Eäu  +  Fdv,    Fdu  +  Gdv 
\  Ldu+Mdv,   Mdu  +  Ndv 


I  E         F 
-\   L         M 
dif   —dudv 


Übrigans  ist  uns  diese  Determin&nte  gelegentlicli  einer  speziellen 
üotersDchoi^  Qber  Flächeutaogenten  bereits  begegnet  (S.  114).  Wir 
multiplizieren  sie  mit  sieb  selbst,  Sndeni  aber  im  zweiten  Fabtor  die 
AnordnoDg  der  Elemente,  wie  es  ja  bei  der  Anwendung  des  Mnltipli- 
tationstheorems  der  Determinanten  bänfig  von  Nutzen  ist.  In  der 
Produktdeterminante  treten  die  Formen  A  und  B  selbst  als  Elemente 
auf,  wenn  man  bildet: 


E 

F 

S 

du' 

idadv 

M 

L 

Jf 

jr 

a 

-2F 

H 

d«' 

-dudt 

M 

N 

-2M 

L 

Edu'+2Fdudt:+adti',      2{E0-F^,       0L-2FM  +  EN 

Ldo'+2Md«di,  +  Nd<i;      0L-2TM+EN,     2{LN-1IP) 

0,         Ed«'+2Fdiidi:+ady>',  Ldtl'+2Mdttdii  +  Xdv' 

1  A     2J"     ET' 

-il  B    ET'   2 KT' 

0       A  B 


(nach  S.  77a9,20)) 

(21)  B.(A,B)'-i 


Hiemaob  wird 

A     2     fi 
B   S  2K 
0    A      B 
r*^ EA'  +  SAB-B'. 


Dieser  elementare  Satz  der  Formentheorie  ist  von  der  Bedentnng 
von  A  and  B  völlig  unabhängig,  wofern  nur  unter  B  and  K  die 
beiden  im  §  45  (U.  160}  definierten  simultanen  Invarianten  des  Paares 
(A,  B)  verstanden  werden.  Auf  die  gegenwärtige  flächentbeoretiscbe 
Untersuchung  angewendet,  liefert  er: 

(23)  t'^^-K  +  Sn-n* 
oder 

(24)  ('-(«,-»)(»-«,), 

also  einen  Ausdruck  des  Quadrats  der  geodätischen  Windung  einer 
Kurve  durch  die  Normalkrümmung  dieser  Kurve  und  die  beiden 
Hauptkrfimmungen. 
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§Ö3. 

Die  aUgemelneii  Frenetsohen  Formeln 

für  die  orthogonale  Trajektorie  einer  gegebenen  Eiirve. 

Die  Fragen,  die  Hieh  an  die  allgemeinen  Frenetsctien  Formeln 
knüpften  (S.  56),  sind  nimmelir  vollBiändig  beantwortet;  das  Bildungs- 
gesetz sämtliclier  Qlieder  der  Formela  ist  bekannt,  und  zwar  nnter 
Annahme  beliebiger  krammliniger  Koordinaten  und  für  die  allgemeinste 
Daietellung  der  F^henkurre  c.  Im  unmittelbaren  Anschluß  an  die 
enteprecheoden  Formeln  der  allgemeinen  Theorie  der  Raumkurren  ent- 
halten die  Gleichungen  g  16  (a),  (b),  (c)  (S.  55)  die  geometrischen  Ab- 
leitungen bestimmter  ßichtungskosinus  fOr  eine  Diiferentistion  länge 
der  Kurve  c.  Aber  auch  die  Differentigtion  senkrecht  zur  Kurve  hat 
im  Vorhergehenden  beständig  benutzt  werden  müssen,  und  vom  Stand- 
punkt der  Flächentheorie  aus  war  sie  sogar  ab  Grundoperatiou  zu 
betrachten  (S.  130).  Es  bietet  sich  also  die  Aufgabe  dar,  die  Formeln 
des  §  16  durch  ein  zweites  System  zu  ergänzen,  in  welchem  die  geo- 
metrischen Ableitungen  derselben  Kichtungskoainus  wie  dort  für  eine 
Differentiation  längs  der  orthogonalen  Trajektorie  c   auftreten. 

Einer  wesentlich  neuen  Untersuchung  bedarf  es  hierzu  nicht. 
Man  hat  nur  die  Festsetzungen  über  bestimmte  Größen  und  Kich- 
tungen,  die  fSr  die  Kurve  c  getroffen  worden  sind,  auf  c  als  Grund- 
kurve anzuwenden.  I^un  ist  bereits  bestimmt  worden,  daß  t',  die 
positive  Richtung  der  Tangentialnormale  von  c,  für  die  Trajektrorie  c 
dieselbe  Bedeutung  habe  wie  t  für  c,  sodaß  ©'2  für  die  Kurve  c'  der 
Ableitung  &x  ^'^^  ^^^  Linie  c  entspricht.  Der  Ausdruck  von  8'j;  ist 
aufgestellt  worden  (S.  138,  176).  Wird  vorübei^ehend  unter  t^  die- 
jenige Richtung  der  Tfmgentialnormale  von  c  verstanden,  die  zu  t' 
so  liegt  wie  t'  zu  t,  sodaß 

oder  einfach 

t^ t 

ist,  so  mögen  alle  Größen,  die  von  ^  abhängen,  außer  mit  einem 
Akzent  (als  auf  die  Kurve  c  bezüglich)  auch  mit  einem  Index  1  ver- 
sehen werden.  Dies  gilt  namentlich  für  die  geometrische  Ableitung @Jj;, 
die  für  c'  der  Ableitung  &'x  für  c  entspricht,  femer  für  die  Rich- 
tungskosinus A\^&[x,  . .  .,  und  endlich  für  die  Größen  (,'  und  j/J, 
wie  sie  durch  formalen  Übergang  von  c  zu  c  zu  definieren  sind,  näm- 
lich nach  S.  54(14)  und  S.  55(15): 

9\  -2A',&^A'. 
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Dagegen  bedarf  es  der  Beifügung   des  Index   nicht  bei  der  Kormal- 

trfl"""Tiiig  TOn  c, 

(1)  .    n--^X0'A'. 

Die  ersten  Formeln  der  drei  Systeme  (a),  (b),  (c)  beißen  dann 
für  die  Kurve  c*  ., 

e'A'—      glA[+n'X 

&'Ä[ g[A'  +  t[X 

S'X-^  —  n'A'  —  tlA'j. 

Um  in  der  Tangentialebene  iiicbt  drei  Richtungen,,  Ton  denen  zwei 
einander  en^^gengesetzt  sind,  berOcksichtigeo  zu  müssen,  ist  aber 
femer  (S.  138)  die  positive  Tangentialnormale  von  c'  als  mit  /  (nicht  t,) 
zusammenfallend  angenommen,  und  demnach  die  Tai^entialkrümmnng 
der  Trajektorie  durch  die  Gleichung  §  41  (3)  (a.  a.  0.) 

ff'-^A&A' 
erklärt  worden.     Wegen 

A[ A,... 

kann  g[  unmittelbar  auf  g'  zurückgeführt  werden: 

g[--2A@-A---g: 
Für  t'i  ergibt  sich  in  gleicher  Weise  der  Ausdruck 

-^Xe'As^^-A&X. 

Berechnet  man  diese  Größe  direkt  nach  dem  im  vongen  Paragraphen 
(8.  196)  angedeuteten  Verfahren,  so  erhält  man 

ti=2ex.@'x 


Was  die  Qroße  n'  angeht,  so  läßt  sich  ihr  Wert  mittele  des 
Überganges  von  c  zu  c',  also  von  3)tg  zu  D^{^,  'iBin),  aus  dem  von  n 
ablesen: 

/■91     '      y(gMi  — -Fhi,)'— 2Jf(-Kw.— Fr»,)(J'm,  —  Gm,)  +  L(F>n,~Gm,)* 
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Im  fonnentheoretiBdien  Sinne  Qberaichtliclier  wird  der  Ansdmck  beim 
Aasgehen  von  der  Gleichnng  (1)  oder 

(3)  «' ^A'»'X=-^srx  .  &x, 

luimlich : 

(4)  "'-2ci,Ci,*,i. 

Die  Größe  n  selbst  wtlrde  nach  ihrer  nraprOnglichen  DefinitioD 

11-2X94, 
d.h. 

(5)  n ^ASX  =  -2»x.»X, 

bei  Benutzmig  des  allgemeinen  AuBdruckea  von  8%  die  Form 
"  =  -2(2"..  la&.© 

(6)  «-^*»nPi*6« 
annebmen.    Aub  (4)  und  (6)  folgt 

--S'ii*«,*  (S.180(36)) 

=  S^{A,B)  (S.  160(3)) 

-  H  (S.  162). 

Man    erhält   also    ans    den  allgemeinsten  Formeln   für  n  und  n   auf 
direktem  Wege  die  Relation 

(7)  «  +  w'=«, +  n, 

wieder,  die  früher  (S.  85  (4))   ans  dem  Eulerscheo   Satze   geschlossen 
worden  ist 

Nach  Elimination   sämtlicher  Größen    mit   dem   Index  1    lauten 
nun  die  Ergänzungsformeln,  vollständig  zusammengestellt: 

&A^—  g'A'  +  tX 

(a')  @'B _q'B'+tT 

@'C g'C'  +  tZ 
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e^Ä'-gA+WX 

(!>') 

alB'-^B+riY 

«C  -  g'C  +  n'Z 

e'I lA-riA! 

(«') 

8T--*B-n'B' 
«Z tC-n'C 

oder 

in  Bymboliachor  Schreibweise,  wie  S.  56(17): 

/0A, 

e-B, 

0C\        f    0  -g'  t\    /A    Ä    X 

(8) 

»a; 

»b; 

e'C     -[     g'      0    n'        B    B'     Y 

\e'x. 

ST, 

eiz)      \-i  -«'  0/   VC    C    Z, 

)■ 


Diese  Gleickimgen  sollen  von  nun  an  unter  der  Bezeichnmig 
allgemeine  Frenetscbe  Formeln"  mit  verstanden  werden.  Die  sechs 
Oleiclrnngssysteme  zusammen  entlialtei]  erst  die  Tollet&ndige  Yerall- 
gemeinerong  der  Frenetachen  Formeln  ans  der  Eurventheorie.  Denn 
im  zweidimensionalen  Gebiete  handelt  es  si<^  um  zwei  Terschiedene 
Ableitungen  einer  Funktion,  —■  and  -^ ,  und  diese  werden  durch  die 
geometrischen  Ableitungen  0i  und  ^'2  vertreten.  Aus  diesem  Grunde 
reicht  aber  auch  die  Bedeutung  der  geometrischen  Ableitungen  weit 
Über  ihr  Torkommen  in  den  allgemeinen  Frenetscben  Formeln  hinaus. 

§54. 
Die  TertansoliniigsfoTmel  für  geometarische  DifFerentiaäonen, 

Als  homogene  lineare  Funktionen  von  -J^  and  -J^  gehorchen  die 
geometrischen  Ableitungen  den  elementaren  Regeln  über  die  Differen' 
tiation  von  Summen,  Produkten,  Quotienten,  wie  sie  auch*iviederholt 
bereits  angewendet  worden  sind.  Aber  sobald  man  über  die  erste 
Ordnung  der  Differentiationen  hinausgeht^  mQgsen  neue  Untersuchungen 
eintreten,  und  Tur  allem  ist  es  wichtig  festzustellen,  was  aus  der 
Vertauschbarkeit  der  Differentiationsfolge,  durch  die  Gleichung 

dargestellt,  über  die  geometrischen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ge- 
schlossen werden  kann. 

Hierzu  sind  -g^-  und  -^  durch  &%  und  ®'i  auezudröcken.  Soll 
das  B«ealtat  in  eine  einzige  Formel  zusammengefaßt  werden,  so  hat 
man   nicht  nur,   wie   gewöhnlich,   die  Variablen,   sondern   auch   die 
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geometrischen  Ableitungen  mit  Indizes   za  bellen.     Die  AuflSsnng 
der  Gleicbungen 

(3.  177  (14))  liefert  dum 

(ä)  li-rS""""^ 

oder,  nunmehr  getrennt: 


H 


-m„ei+m„S'i 


(4) 

(vgl  a.  a.  0.  (19)). 

Aus  (3)  folgt  weiter 

mithin 

Der  Koeffizient  Tun  #,2  ''^  ^^^  zweiten  Summen&nsdruck  kum 
Ton  vornherein  einfacher  in  der  Form 

geschrieben  werden.     Setzt  man  dann  i  =  1,  X:  =  2,  so  ergibt  sich 

3»,  a«,     2«,  Sil,    .1^  ^  *'    '*       ''    ''•'  '  '* 

Bei   der  Anarechnnng  der  ersten  Summe  ist  nur  ^  ^  v,  also   A  —  1, 

V  =  2  und  d  =  2,  V  =>  1  zu  berücksichtigen,  außerdem  die  Gleichung 

S.  179(28)  ,,- 

»(jjfWjj—  jMijiM^i  —  ya 

hinzuzuziehen.     Es  wird 

+  («.---  8^  V*'»^  +  b?  -  s-,  )*■«• 

Geht   man  nun  zu   (1)   zurück   und   benutzt  die  Formeln   S.  188(6), 
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S.  190(13),  ohne  aber  anch  die  Qrößeii  g  nock  mit  Indizes  zu  TerseheD, 
80  erMlt  man  die  gesncbte  Beziehung 

(6)  »i#,z  -  *.*.2  +ff*.Z  -?'*.Z  =  0 
oder 

(7)  ®'®Z-®®'z-ff®Z-/Ö'x- 

Die  InTarianten  Ton  SR,  und  3Rg,  die  in  der  Flächentheorie  die  Tao- 
gentialkrflmmungen  der  Kurven  c  and  c'  darstellen,  gewinnen  hierdurcli 
eine  besondere  Bedeutung  für  die  allgemeine  Theorie  der  Theta- 
Operationen. 

Die  Gleichung  (1)  iat  die  Integrabilitätabedingung  für  die  DifFe- 

rentialform  ■J^du  +  ^dv,  und  die  linke  Seite  von  (5),  durch  Yä 
dividiert,  repräsentiert  die  Invariante  dieser  Form  (S.  191).  Demnach 
muß  die  Gleichung  (5)  selbst  als  Spezialfall  in  einer  Formel  enthalten 
sein,  die  die  Invariante  einer  beliebigen  linearen  Differentialform  ^^ 
durch  die  Invarianten  von  9)t,  und  'Sü^  und  bestimmte  andere  In- 
varianten des Formeneystems  (A,  SR,,  ^g)  aosdrfickt.  In ^^  =  j?, du,  +p^dv 
werden  —^  und  -^  durch  j>,  und  p^  vertreten,  das  Gleichongspaar  (2) 
durch  die  Definitionsformeln 

aus  denen 

(9)  i>f-^»»i(Pi 

folgt.     Gesucht  wird  ein  Ausdruck  für 

(8.  191(18)),     Genau  wie  eben  ergibt  sich 


^I&- 


p. 


-l':,-v<».p.-»M+{i::--^\v. 


,    /9m,,        2m„\ 


\du,~     aii, 

and  nach  Division  mit  ya : 

(10)  j{%)  -*,)),-  *,  p,  +  j{m,)  p,  +  Jim,)  p, . 

Die  spezielle  Gleichung  (7)  oder  (6),  die  aus  (lOl  filr  ^„  —  dx 
hervorgeht,  soll  im  Folgenden  als  Vertauachungsformel  zitiert 
werden. 
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Die  drei  FnBdameHtalgleichnngen. 

§  55. 
Brei  Belationen  zwteolien  geometriBohen  OrSBen 
und  ihren  Ableitangen. 
Die  aUgemeinen  Frenetecbea  Formeln  in  ihrer  Gesamtheit  ermög- 
lichen es,  die  geometrischen  Differentialquotienten  beliebiger  Ordnong 
der  Ricbtongskosinas  der  FUehennormale,    sowie   der  Tangente  nnd 
Tangentialiiorniale  einer  F^henkurre  ale  homogene  lineare  Funktionen 
dieser  Rieht ungskosinns  selbst  darzustellen,  und   zwar  z.  B.   eine  be- 
liebige Ableitung  von  A  als  Funktion  7on  A,  A',  X,  and  entsprechend 
fDr  die  Übrigen  Eosinna.     Die  Koeffizienten  in  den  abgeleiteten  Qlei- 
chungen  werden   ans  denen  in   den   AnBgangsgleichungeo   und   ihren 
geometrischen  Ableitungen  ausammengesetzi 

Schon  bei  den  Differentiationen  zweiter  Ordnung  mtlss^i  sich 
äquivaleate  Resultate  berausstelleu,  wenn  man  auf  einen  und  denselben 
Kosinus  einmal  die  Operation  &&,  dann  &€f  anwendet.  Die  Wirkung 
der  Vertauschungsformel  für  j;  =  A,  A'  und  -X  zu  untersuchen,  ist 
ron  grundl^ender  Wichtigkeit  Bei  Fortsetzung  der  Operationen 
sind  dann,  ebenso  wie  in  der  gewöhnlichen  Differentialrechnung,  die 
Ergebnisse  leicht  zu  Qberblicken. 

Bildet  man   &&A   und   &&A   aus   den   ersten   Gleichungen  (a) 
und  (a')  (S.  55  und  300),  so  findet  man,  unter  sofortiger  Benutzung 
der  ersten  Gleichungen  der  übrigen  Systeme  (Ä),  (c),  (6'),  (c), 
&'@A  -  gis'A  +  n'X)  +  A'&g  -  n(*  ^  +  n'Ä)  +  X&n 
@&A=g'(ßA-  tX)  —  A'&g'—t{nA+  tA')  +  X&t. 

Der  Kosinus  A  fallt  bei  der  Subtraktion  weg  nnd  kann  auch  auf  der 
rechten  Seite  der  Vertauachungeformel 

&@A  —  &&'A  ==  g&A  —  g'&A 
nicht  wieder  auftreten.     Es  wird 

&@A  —  @®'X  "  g(jgA'  +  nX)  +  g'(^A'—  tX), 
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und  die  entstelieade  Gleichung  erhält  die  ITorm 

Die  Orößen  a  und  j3,   nur  YorDbergehond  eingefQhrt,  haben  die  Aug- 
drQcke 

«  -  er-j,  +  0g'-g*-g*-  («»'-/») 

ß~@fn—@t-\-2g't~{n  —  n')g 

and  behalten  diese  Werte,  wenn  man  in  der  Rechnung  S,  B',  Y  oder 
C,  C,  ^  an  die  Stelle  ron  A,  A',  X  treten  ^t.    Die  drei  Gleichungen 

aÄ'  +  ßX~0,        ct5'+/Sr-0,        aC'+ßZ^O 
liefern,  mit  A',  B',  C,  dann  mit  X,  T,  Z  multipliziert  und  addiert, 

a  =  0,         ^  =  0. 
Vergleicht  man  nun  veiter  &&A'  mit  Q^'A',  so  bekommt  man  eine 
neue  Gruppe  Ton  drei   homogenen  linearen  Gleichni^en  unter  den 
Bichtungekosinus,  und  zwar 

aA  +  ß:X~Q,        «B  +  /3'r=0,        ttC+feZ^Q, 
wo  a  denselben  Wert  hat  wie  oben,  und 

j3'_  @n  —  &t  ■\-  2gt  —  {W  —  n)g' 

aug  ß  durch  unmittelbar  ersichtliche  Vertanechangen  abgelesen  werden 
kann.     Zu  den  beiden  Bedingungen  von  vorher  tritt 

Die  Berechnui^  tou  &&X~  öö'X  liefert  nichts  Neues,  wegen 
der  Abhängigkeit  der  dritten  Systeme  allgemeiner  Frenetscher  Formeln 
TOn  den  beiden  ersten.     Mau  erhält  nur 

ßA-^Ä=(i 

drei  Gleichnngeo,  die  aus  den  ersten  secha  abgeleiteten  durch  Elimi- 
natioB  Toa  X,  7,  Z  hervorgehen. 

Hiemach  ergeben  sich  unter  den  Größen  n,  n,  t,  g,  g'  und  be- 
stimmten  ihrer  geometrischen  Ableitungen  drei  Relationen: 

(A)  0'g  +  @g'-.  g^-  g'»=  „n-  -  t' 

&n~et  +  2g't  —  (n  —  n')g-0 

»n-'&t+  2gt~(n'—n)^=0. 

Alle  hierin  vorkommenden  Größen  sind,  rein  analytisch  aufgefaßt, 

Invarianten   des   Formensystems   (A,  B,  äJVg);   geometrisch   betrachtet, 

GrSßeo^  die  mit  einer  FUtchenkurve  c  zusammenhängen,  aber  von  dem 
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Koordinatensjetem  auf  der  F^ohe  unabMngig  sind.  Die  Gleicliiiiig  (A^ 
ist  Tor.den  beiden  anderen  dadurch  ausgezeichnet,  daS  der  viei^hed- 
rige  Äuedmck  auf  ihrer  linken  Seite  eine  InTariante  des  Formen- 
paaree  (A,  W^)  allein  ist.  Denn  sowohl  g  und  g'  wie  auch  die  geo- 
metrischen Ableitungen  sind  von  den  Fundamentalgrößen  zweiter 
Ordnung  frei. 

§66. 
EnrveninTarianten  und  Pnnktinvartanten. 
Der  Bonnetsohe  Ansdruok  dea  ErümmnngsmaBeB. 
Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (A)  läSt  noch  eine  Vereinfachung 
zu.     Nach  S.  197  (33)  war  nämlich 

t* E+Sn-n' 

und  nach  S.  200(7) 

n4-n'— ff- 
Fuhrt  man  in  die  erste   dieser  Relationen    mittels   der   zweiten   die 
Größe  n'  ein,  so  folgt 

? K+{n  +  H')n  —  n*, 

d.  h. 

(1)  fin'-t*~K. 

Ganz  direkt  kann  man  dies  aus  den  Formeln  fQr  n, »'  und  t  (S.  200  (6, 4) 
und  S.  196(20)) 

(2)  »-^fti.ft»^* 


(8) 
(4) 


dadurch   ableiten,  daß  man  wieder  einmal,   abgesehen  ron  den  Be- 
zeichnungen, die  Identität  8.34(10)  anwendet.     Sie  lautet  hier 


(5) 

Cn     l%l 
fuhrt  also  wegen 


2tH4  2^«,  K,,      2lh,  2lhl  'ii 

2i't,  2i'„  hl, ,    Si^u  2iH,  hl 


Äi.  K  •     2^u  hi  , 


hl   h> 


i„    b„ 


Cufti— Cufti- 


yj 
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EnrreDinriuiaiiteD  und  PunktioTarianteii, 
(S.  180(35))  auf 


(6)  »«'-(•  = 


6., b„  —  6,',  _  LN  -M' 


Bier  tritt  der  bemerkeuBwerte  ümetaiid  ein,  daS  die  GröSenver- 
bindong  auf  der  linken  Seite,  deren  einzelne  Bestandteile  ihrer  Er- 
klärung nach  aus  der  Theorie  der  FUcheokurven  herrot^egangen  sind, 
die  BeBtimmuDgsgrdßen  der  Kurve  c,  und  damit  auch  der  orthogo- 
nalen Trajektorie  c',  gar  nicht  mehr  enthält,  vielmehr  nur  von  den 
krummlinigen  Koordinaten  des  Flächenpuaktee  abhängt,  durch  den 
die  beiden  Kurven  hindurchgehen.  Um  einen  solchen  Gegensatz  kurz 
zu  kennzeichnen,  kann  man  Größen  wie  n,  k',  t,  g,  g'  und  deren  geo- 
metrische Ableitungen,  sowohl  einzeln  wie  auch  gruppenweise  zu- 
sammengefaßt, als  Kurveninvarianten  bezeichnen,  dagegen  z.  B. 
jS"  und  K  als  Punktinvarianten.  Die  letzteren  sind  simultane  In- 
varianten der  Formen  A  and  B  oder  auch  Invarianten  einer  einzigen 
von  ihnen;  für  die  ersteren  muß  immer  noch  eine  lineare  DifFerential- 
form  3^0  bei  der  Invariantenbildung  hinzutreten. 

Das  in  der  Gleichung  (1)  oder  (6)  enthaltene  Ei^bnis  kann 
hiernach  dahin  ausgesprochen  werden,  daß  nn' —  t*  nur  scheinbar  eine 
Kurveninvariante,  tateächlich  aber  eine  Punktinvariante  ist.  Etwas 
andere:  Das  Produkt  der  Normalkrümmung  einer  Flächenkurve  mit 
der  Normalkrfimmnng  ihrer  orthogonalen  Trajektorie,  vermindert  um 
das  Quadrat  der  geodätischen  Windung  einer  (oder  jeder)  dieser 
Kurven,  ist  för  einen  bestimmten  Flächenpunkt  von  der  Lage  des 
Kurvenpaares  unabhängig,  nämlich  gleich  dem  Produkt  der  Haupt- 
krOmmungen  der  Fläche  für  diesen  Punkt. 

Seine  Hauptbedeutung  gewinnt  dieser  Satz  allerdings  erst  beim 
Znrflckgreifen  auf  die  Gleichung  (A).  Da  die  rechte  Seite  eine  Punkt- 
invariante  ist,  so  muß  es  auch  die  linke  sein.  D.  h.  der  Ausdruck 
^9  +  ^9—  9*  — 9*)  ^er  ^^^  ^ßi  Tangentidkrfimmungen  von  c  und 
c'  sowie  je  einer  geometriechen  Ableitung  dieser  beiden  Größen 
zusammengesetzt  ist  und  in  seinen  Bestandteilen  die  Koeffizienten  m^ 
und  m,  der  Form  TOj  enthält,  muß  ebenfalls  für  jede  Lage  des  durch 
einen  bestimmten  Punkt  gehenden  orthogonalen  Kunrenpaares  denselben 
Wert  haben.  Es  bietet  sich  die  Aufgabe  dar,  diesen  Wert  wirklich 
zu  berechnen;  denn  da  er  von  den  Fundamentalgrößen  zweiter  Ord- 
nung nicht  abhängt,  so  ist  er  von  dem  Ausdruck  rechts,  „„  ~  f"  ' 
notwendig  rerschieden. 

Über  das  Ergebnis  kann  freilich^  nachdem  der  Gaußsche  Satz 
bereits  bewiesen  ist  (§  36),  von  vornherein  kein  Zweifel  sein:  es  ist 
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der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichtue;  S.  130(7),  den 
man  wie  der  erhalten  muß.  Jedoch  ist  zu  erwarten,  daß  mau  auf  diesem 
natürlichen  W^e  zu  einem  fibereichtlicheren  Büdnogsgesetz  gelangen 
wird  eis  dort 

Daß  das  Erümmungsmaß  aich  mittels  der  TangentialkrQmmnng 
durch  den  obigen  Ausdruck  darstellen  läßt,  ist  ron  Bonnet  angegeben 
worden. 

§57. 
Herleltting   des   OauAaohen  Aiudiiiokes   fOr   das  ifTWtiinmwwgMw^a 
ana  dem  Bonnetsolien. 
Zur  Reduktion  des  Aggregates 

^9+  &9'  —  9*  —  9'* 
wird  man  sich  am  zweckmäßigsten  der  Darstellung  toq  9  und  g'  durch 
Summen  gleichbezeichneter  Glieder  bedienen: 

(1)  i/-^^'j2'(<i,fi.«a  (161(1» 

(2)  ?■- ^2  Ä,/^.«,..  (§51(10)) 

in  denen  die  Koeffizienten  der  CbristofFelschen  Eovariante  durch  die 
Formeln 

erklärt  waren.  9  und  g'  haben  beide  den  Xenner  Vu,  dessen  geo- 
metrische Ableitungen  aus  den  im  §  ÖO  ausschließlich  gebrauchten 
Formeln  S.  184(17)  für  die  gewöhnlichen  partiellen  Ableitungen, 

sofort  folgen: 

(4)  eft/S)-^,.,.^,«,. 

(6)  e'(v'A)-.jS'i»,. />,,)»„. 

Nun  wird  nach  (1)  nnd  (2) 

(7)  e-fayS)— J',4,^ft,ft.  |^"-^/^,Ä(ft,  IS'+ft.llJ')- 
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Zweite  Ableitungen  der  Größen  m,  und  tn,  sind  nur  in  den 
DifiFerentialqnotienteu  -r,-  '*  enthalten,  nnd  auf  das  Auftreten  dieser  in 
dem  Bonnetsclien  Ausdruck  hat  man  also  zuerst  sein  Augenmerk  za 
richten.  Die  beiden  ersten  Summen  auf  den  rechten  Seiten  von  (6) 
and  (7)  geben  zusammen 


i^uftuf^l 


Weiter  folgt  aus  (3)  durch  Differentiation  nach  «,,  venn  die  dabei 
auftretenden  ersten  Ableitungen  der  Größen  nt,  mittels  derselben 
Gleichungen  (3)  durch  die  Koeffizienten  der  Christoffelschen  Eorariante 
dargestellt  werden, 

l:'  -  aS^  -2(?IK.  +21  VI ».)  -2-^r' 

und  bei  Yertauschung  von  Je  mit  l 

8."-Fu./-,-2l .  K"'"+2U'».)-2"'-  aiT' 

»  P  » 

also  , 

w       i?-i*"=2(i?i«..-r.>..) 

2(i?i(Vi-(Vir.'i)]- 

e 
Für   den    Koeffizienten   von   m^   in    der   zweiten  Summe   möge   eine  , 
bleibende  abkOrzeude  Bezeichnung  eingefQhrt  werden, 

CO)  ''?--[i'+2((?)(VhlV)W)-i-"i- 

e 
Ein  Teil  des  Wertes  von  »(^VÄ)  +  &(gyZ)  ist  dann   nach  (8) 
und  (9): 

(11)  ^t^ii^iktinW  l"»-i-^ftu^u;h.('«l"'.t+Ä((*u;*»({»**^}»».- 

KaobUach  ,  UfrinntUlgsomMrle.  U 
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Zar   TTmwuiidluiig   dea    zweiten   Teiles    kann   man   die   Formeln 
8. 186(24,  25) 

benatzen.  Werden  zaent  die  viar  Aosdr&cke  zoflammengefaflt,  die  die 
Größen  m  enthalten,  so  findet  Bich 

yAL  '.*  '.'  *.*  ',' 

Kacli  (2,  3,  4,  5)  nimmt  dieaer  Äasdruck  die  ein&cbe  Form  an 

(14)  /  VA  +  ff  ©■(1/A)  +  ff'»  yÄ+  <;'©()/Ä). 
Da  die  linken  Seiten  von  (6)  und  (7)  addiert 

(15)  ff'ö(V^)  +  l/ÄÖffi+  ffe'(VÄ)  +  V'Aö'ff 

liefern,  so  heben  eich  links  and  rechte  die  geometrischen  Ableitnngen 
Ton  ]/Ä  heraus. 

Endlich  bleiben,  aus  den   zweiten  Teilen  der  Formeln  (12)  nod 
(13),  rechte  noch  fönende  Aggregate  zn  berficksichtigen : 

-^lh,lhilhA\  ]mn-  2fiuf^tlHA''i  )»•«' 

Vertauscht  man  in  der  ersten  Summe  q  mit  l,  so  sieht  man,  daß  sie 
sich  gegen  die  dritte  streichen  läßt.  Die  beiden  anderen  können  mit 
den  beiden  ersten,  in  (11)  auftretenden  verglichen  werden.  Die  zweite 
ist  nämlich  gleich 


und  die  vierte 

Sie  beben  sich  also  gegen  jene  weg. 
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BemnadL  bleib«m  in  der  aas  (6)  and  (7)  dnrcb  Addition  bervor- 
geguigen«n  Qleicbmig  folgende  Qtöfien  stehen:  Links  das  zweite  nnd 
vierte  Glied  des  AuBdrackes  (15),  recbts  das  eiste  nnd  dritte  Glied 
TOD  (14)  nnd  die  dritte  Snmme  in  (11).  Die  Gleichung  selbst  wird 
n&cb  Division  mit  Y^ 

(16)  e^'+erg-g*+g'*+-^  ^ft„ft*ft,«».|*vH}. 

Durch  den  Wegiall  der  EoeüQzienten  der  ChristoffeUchen  Eovariante 
sind  auch  die  ersten  Ableitungen  von  m,  und  m^  verschwanden.  Diese 
Größen  selbst  müssen,  soweit  sie  explizite  vorkommen,  der  Gleich- 
förmigkeit w^en  noch  durch  Größen  ft  ersetzt  werden,  was  nach  den 
Formeln 

^^-•»■.  (§«(22)) 

•»..-^«,.ft,  (§49(31)) 

za  geschehen  hat.     Setzt  man  dann 
(17J  2a^{iv1cl]  =  [ipJcl], 

so  erlült  man 

(18)  »ff'+»'9~9'-s"-2thitHklh,t%l*P^i]- 

Wird  hier  zuerst  Eiber  h  und  l  snmnuert,  so  sind  nnr  die  beiden 
Wertepaare  i  •—  1,  2  —  2  und  %  -^  2,  {  —  1  beizubehalten.  Denn  fQr 
k—l  verschwindet  {(v^Z)  und  damit  auch  [ii>A;2],  wie  aus  den 
Definitionsgleichungen  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Die  Darstellung  (18) 
geht  also  in 

über.  Die  Gleichungen  (10)  und  (17)  liefern  aber  allgemeiner 

(19)  [ivlh] [ivkl] 

(20)  [iplk] [iphl], 

sodaß 

(21)  e/+S'?-?*~j7'»-(/»ufi,s-^„^,)j^(t,if»»p[»l'123 
wird. 

Für  das  erste  Argumentenpasr  {i,p)  läßt  sich  nuavon  den  Größen 
[tpiJ]  dieselbe  Eigenschaft  aussagen  wie  für  das.zweite.  Setzt  man 
nämlich  diese  Größen  in  Beziehung  zn  den  zweiten  Ableitungen  der 
Formenkoeffizienten  a,^,  indem  man  aus  9.183(11) 
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bildet,  80  findet  man 

-[titpi  +  iaip], 

also 

[kilp]  +  [iklp]  =  0, 

oder  in  den  hier  gebraachtea  Bezeichnungen 

(24)  [pikl]--[ipkl]. 
Hiemach  ist 

Sl',. I>kI>P  1 2]  -  (ft,  (.„  -  ft,  ftO [1212] , 
d.  h.  schließlich,  der  Relation 

zafolge, 

(25)  Bg' +&g-g*-g'*=  ^[1212]  ^\2atAlvl2]. 

Mittela  der  ÖJeichungen  (19),  (20),  (24)  läßt  sich  die  InTariante  auf 
der  rechten  Seite  in  mannigfachen  Terachiedenen  Formen  darstellen. 
Zu  weiterer  Abkürzung  werde 

(26)  -^  [1 2 1 2]  =  ^„ 

gesetzt,  wo  also  K^  z.  B.  in  der  aus  §  36  bekannten  Weiss  darch 
<^ii'  "isi  'hii  ^^^  sechs  ersten  Ableitungen  dieser  Größen  und  drei  be- 
stimmte zweite  Ableitungen  ausgedrückt  werden  kann.  Die  Qlei- 
chong  (25)  ist  dann  zu  schreiben: 

(27)  eg'+&g^g»^g-t^K^, 

§58. 

Die  Bedeutung  dea  Gaußachen  Batsea. 

Ss  ist  wichtig,  sich  klar  zu  machen,  welche  von  den  Ergebnisaen 

der  beiden   letzten   Paragraphen  rein  formentheoretischer  Natur  sind 

und  welche  nur  für  die  Flächentheorie  gelten.    Daß  die  letzte  Qleidhung 
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keine  Beziehnngen  der  FonnenkoeffizieDteii  a^  and  m,  zar  Geometrie 
Toranssetzt,  leuchtet  ein.  Denn  denkt  man  sich  die  Größen  g,  g',  €fg,  Sg' 
durch  ihre  analytischen  Aasdrücke  definiert,  so  liefert  die  eben  an- 
gestellte, nur  nach  Identitäten  fortschreitende  ßechnung  die  Glei- 
chung (27)  wieder.  Die  Redaktion  des  Bonnetschen  Ansdruckes  führt 
also  aaf  eine  InTarisnte  der  quadratischen  Differentialform  A  allein, 
die  als  Gaußsche  Invariante  bezeichnet  werden  soll.  Der  Inhalt 
der  Gleichung  (27)  läßt  sich  schließlich  dahin  aussprechen,  da£  die 
Bonnetsche  Kovariante  einer  beliebigen  quadratischen  Differentialform  K 
und  einer  ebenfalls  beliebigen  linearen  Differentialform  ^g  gleich  der 
Gaußschen  Invariante  Ton  A  ist.  Aber  fireilich  würde  man  vom 
rein  formentheoretischen  Gesichtspunkt  aus  nicht  darauf  gekommen 
sein,  den  Bonnetschen  Ausdruck  auf  die  Uöglicbkeit  des  Wegfallen« 
Ton  Mj  und  m,  zu  untersuchen,  und  Überhaupt  schon  diesen  Ausdruck 
vor  anderen  auszuzeichnen,  die  irgendwie  ans  g,  g'  und  deren  vier 
ersten  geometrischen  Abteitungen  zusammengesetzt  sind. 
Daß  auch  die  Gleichung  S.  207  (6) 


-(»- 


^,6„  —  6,«,  ^  LN- 


far  ein  beliebiges  System  tod  zwei  quadratischen  und  einer  linearen 
Form  gilt,  bedarf  kaum  der  Erwähnung.  Sie  folgte  mittels  der 
drei  Ausdrücke  S.  206(2,  3,  4),  die  mau  formentheoretisch  als  Defi- 
nitionen von  n,  n'  und  t  auffassen  kann,  aus  einer  oft  benutzten  Iden- 
tität. Bezeichnet  man  den  Quotienten  der  beiden  Determinanten  von 
A  und  B,  die  von  A  immer  als  Neuner  genommen,  mit  K^^,  setzt  also 

SO  heißt  das  Resultat 

(2)  n»'~^  =  KJ'i. 

Soll  auf  der  linken  Seite  die  Verbindung  mit  der  Differential- 
geometrie auch  äußerlich  aufgehoben  werden,  ao  sind  die  Größen 
n,  n',  t  durch  ihre  Ausdrücke  zu  ersetzen,  wobei  die  Operationszeichen 
D^  und  Hg  oder  A  angewendet  werden  können  (S.  193 — 194).  Doch 
mögen  die  verschiedenen  Formen,  in  die  sich  dann  auch  dieses  Er- 
gebnis setzen  läßt,  hier  übergangen  werden,  weil  sie  für  die  Flächen- 
theorie keine  neue  Einsicht  liefern,  nachdem  man  sich  überhaupt 
einmal  mit  der  Bedeutung  jener  Operationszeichen  vertraut  gemacht  hat. 
Im  Gegensatz  zu  den  beiden  eben  besprochenen  Resultaten  ent- 
hält die  Gleichung  S.  205  (A),  die  infolge  von  (2)  und  §  57(27),  also 
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nach  Zarnckfahrung  der  linken  und  rechten  Seite  anf  PunktinTarianten, 
die  Oestalt 

(C)  K-Kh 

annimmt,  einen  Lehrsatz  der  Differentialgeometrie.  Denn  diese  Qlei- 
chnog  ist  (zasammen  mit  dem  System  (B))  aas  den  aUgemeinen  Frenet- 
Bchen  Formeln  gefolgt,  die  ihrerseits  wieder  in  den  Beziehungen  der 
sechfl  Formenkoeffizienten  a^j,  a„,  o,,;  h^,  b^j,  h^  zu  den  drei  Funk- 
tionen x(u,  v),  y{u,  v),  g(u,  f)  ihrea  Ghoiad  haben. 


Die   aUgemeinen  Trenetsohen  Tormeln  f&r   die  Koordlnatenllnlen. 

Aus  den  aUgemeinen  Frenetschen  Formeia  können  durch  Speziali- 
sienmg  der  Knrre  e  leicht  G-Leichaagasysteme  abgeleitet  werden,  die 
nur  gewöhnüidie  partielle  Differentialquotienten  enthalten.  Die  Grund- 
kurre  der  geometrischen  Differentiationea  falle  z.  B.  mit  der  Koordi- 
natenlinie V  ~  G  zusammen.  Dann  wird  die  Funktion  <p(^,  v)  gleich 
V  selbst  oder  wenigstens  gleich  einer  Funktion  ron  v  allein;  oder 
allgemeiner,  in  der  Differentialgleichung  SDlo  — <  0,  die  mit  dv  —  0 
identisch  werden  moB,  ist  tu,  gleich  Null  zu  setzen,  und  m^  darf  gleich 
Eins  angenommen  werden.  Die  in  den  geometrischen  Ableitungen 
(8.176(5,6))  vorkommende  Größe  A  ^^(Gml  —  2J'mi»B,  +  jEm|) 
wird  gleich  -=^,  also  TY^  gleich  YE,  sodann 

Im   besonderen  ergibt   sich  aus  (1)   fSr  ;[  =>  £  der  schon  auf  S.  29 
ermittelte  Wert 

wieder,  und  dazu  tritt  nach  (2) 

(4)  ^'__L-.(£|^_i?'|£). 

Von  den  geometrischen  Größen,  die  ursprünglich  als  Koeffizienten 
in  den  al^meinen  Frenetschen  Formeln  aufgetreten  waren,  sind  g^ 
and  ^  im  §  41(8.  139)  berechnet  worden: 


I 
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„,  „         TJ,   _       1       („IF       1  „iE      1  ^dE\ 

'■  '  ^•~  eVE~  TEYt\    »'        '      »'       •     l<i  I 

Die  drei  übrigen  lisbeii  die  Werte 

,„,                                      ,      NE*  —  iMEF-\-LF* 
(")  ». ffg 

(9)  «.-^— • 

Setzt  man  nnn  die  Ausdrficke  (3),  (4),  (&)  und  (7)  ia  die  erste 
Fonnel  (a)  (S.  Ö5)  ein,  bsliält  aber  die  Größe  X,  als  von  der  Qnrnd- 
karre  der  geometriscben  DifEbrentiationen  nnabhängi^  in  Aet  Glei- 
chiuig  bei,  so  findet  man 

J_A/'J_^\       /»  {v^^—V^\  j-  ■''  T 

also,  wenn  man  links  die  Differentiation  ausflihrt,  fOr  r-i  ^'^^  homo- 
gene lineare  Funktion  ron  ~— ,  >.—  and  X, 

(1»)  fö-''ll  +  ''lf  +  '"^- 

Die  Koeffizienten  X  und  X'  sind  bestimmte  Funktionen  der  Fnoda- 
mentalgröBen  erster  Ordnang  und  ihrer  ersten  A.bleitangeD,  wahrend 
l"  offenbar  gleich  L  ist.  Vermöge  der  zweiten  and  dritten  Gleichung 
(a)  treten  die  beiden  Relationen 

a4'-'fi  +  i1'e  +  *"^ 

Die  erste  Formel  (b)  (S.  56)  liefert 


oder  reduziert  und  unter  Benutzung  ron  (10) 
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wo  ft"  sofort  gleich  M  gefunden  wird  and  für  ft  und  ft'  Entsprechen- 
dee  gilt  wie  fQr  ).  und  X'. 
Endlicli  wird  nach  (c) 


d.h. 

(12) 

1    8Z 

L     gar       EM—FLtydx 

8»-'"8l+''"87' 

Die  KoefBzienten   sind    hier   rationale  Funktionen  der  Fundamental- 
gröfien  beider  Reihen. 

Die  Formeln  (10,  11,  12),  die  bei  Hinzunahme  zweiter  Äbleitongen 
Ton  y  und  e,  erster  Ableitungen  von  Y  und  Z  zusammen  drei  SjBteme 
TOn  je  drei  Gleichnogen  darstelleo,  sind  nicht  die  einzigen  ilirer  Art. 
Man  bekommt  vielmehr  noch  drei  andere  Systeme,  wenn  man  die 
obige  Annahme  auch  in  die  Formeln  (a'),  (b'),  (o')  (S.  200—201) 
einfOhrt.     Die  Gleichungen  haben  die  Gestalt 


(13) 

ils  -  c.  sf +";!-:-+ f. "X 

(14) 

i.;--''ii.+*'  87  +  "  X 

(16) 

Die  erste  kann  nichts  Neues  liefern,  denn  mit  (11)  zusammengestellt 
gibt  sie 

(c-c.)|f  +  (c'-c;)|f-+0'"-c;')jf-o, 

nnd  entsprechend 

(C  -  K.)  if-  +  (C'  -  .",■)  If  +  (C"  -  O  5'  -  0 

(c-''.)|i  +  ('''~K)|;  +  (^"-'';')^-Oi 

drei  m  (i  —  (i^,  ii'  —  nl,  jt"  —  n['  homogene  lineare  Gleichungen,  deren 
Determinante  gleich  T  ist.  Die  KoefGztenten  iu  (11)  und  (13)  mOssen 
also  paarweise  einander  gleich  sein. 

Da  diese  einfache  Überlegung  ebenfalls  platzgreifen  würde,  wenn 
fllr  ~  oder  |-*  zwei  Ausdrücke  gleicher  Form  vorlägen,  so  maß 
sich  die  Gesamtheit  aller  fünf  Gleichungssysteme  (10),  (11),  (14); 
(12),  (15)  aus  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  auch  dadurch 
herleiten  lassen,  daß  die  andere  Koordinatenlinie  «=  C  als  Grund- 
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kurre  der  $- Operationen  angenommen  wird.  Trotzdem  mSgen  die 
dann  den  Gleichungen  (1)  bis  (9)  entsprechenden  hier  vollständig  aaf- 
geMirt  werden,  weil  in  einigen  von  ihnen  ein  Vorzeichen' zn  beachten 
ist,  das  sich  anter  der  Annahme  eines  orthogonalen  Koordinatennetzes 
besonders  bemerkbar  macht.     Die  Ponueln  heißen: 


(16)  e.z  - 


1  8l 


(18) 

(19)  ^-ffoi"! 


^   '       "<•        eye       rGy&\      3»      *     sv      *    dv  i 


NF^  —  iXFG  +  Lß* 


(23) 

(24)  *."^^7/-- 

über  die  Bedentnng  des  Vorzeichens  ist  jedoch  bereits  im  §  41  das 
Ndtige  gest^  worden,  und  es  gilt  auch  hier,  daß  man  fOr  ^  =  0  am 
zweckmäßigsten  nnr  die  Hälfte  aller  Formeln,  als  völlig  ausreichend, 
in  Rechnung  zieht. 

§60. 
Die    allgemeinen  Frenetsohen  Formeln   als  Qleiohangeu  swisohen 
gewBhnliohen  Ableitnngen. 
Die  Formeln  für  die  geometrischen  Größen,  die  mit  den  Koordi- 
natenlinien  zusammenhängen,    können   hier   und   da  bei  Einzelnnter- 
SQchungen  von  Iftitzen  sein.     Wendet  man  z.  B.  die  Gleichung 

A'~  YC-ZB, 
die  infolge  der  Orthogonalität  von  /'  zu  n  und  t  stattfindet,   auf  die 
erste  Koordinatenlinie  an,  so  ergibt  sich 
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Dieselbe  Aosgangsgleichang  liefert  für  die  zweite  Koordinatenünie 

Das  siod  zwei  Relationeo,  die  sdion  im  g  39  bei  der  Berecbuang  der 
•TangentwlkrOmmnng  gebraucht  wurden  and  dort  reio  analytiBch  aua 
den  Ausdrücken  von  T  und  Z  hei^leitet  worden  sind.  Über  eine 
etwas  veränderte  Aut&ssung  vgl.  S.  193. 

Aber  auch  in  manchen  Untersuchungen  allgemeinen  Ghar^tera 
können  die  gewöhnlichen  Di£ferentialquotienten  nicht  entbehrt  werden, 
wenigstens  bei  dem  Standpunkt,  den  man  heute  bestimmten  Gruppen 
flächentheoretiecher  Probleme  g^enüber  einnimmt  Handelt  es  sich 
z.  B.  um  die  Ermittelang  einer  Klasse  Ton  Flächen  mit  einer  Tor- 
geschriebenen  geometrischen  Eigenschaft,  und  will  man  die  partielle 
Differentialgleichung,  auf  die  die  Aufgabe  führt,  hinsichtlidi  der  Mög- 
lichkeit und  vollständigen  Durchführbarkeit  ihrer  Integration  etwa 
nach  den  klassischen  Metboden  von  Monge  nud  Ampere  untersuchen, 
so  kann  man  dazu  die  geometrischen  Ableitungen  nicht  gebrauchen. 
Mit  dieses  Ableitungen  so  weit  wie  möglich  zu  operieren,  wird  aller- 
dings  nach  dem  bisher  Aaseinandei^esetzten  bei  jeder  flächentheo- 
retiachen  Aufgabe  zweckmäßig  sein. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  vollzogene  Übergang  von  den  all- 
gemeinen Frenetschen  Formeln  zu  fünf  Gleichnngssystemen,  in  denen 
die  Theta-Operationen  durch  Diderentiationen  im  gewöhnlichen  Sinne 
ersetzt  sind,  ist  in  verschiedener  Hinsicht  unbefriedigend.  Die  Rech- 
nung ist  nicht  symmetrisch  oder  wird  es  wenigstens  nur  anter  der 
beecbränkeuden  Yoraussetzung  F  ^  0.  Infolgedessen  ist  das  Bildungs- 
gesetz der  Koeffizienten  X,  X',  . . .  nicht  ohne  weiteres  zu  Überblicken. 
Namentlich  aber  erkennt  man  aus  dem  eingeschlagenen  Verfahren 
nicht  sofort,  ob  das  ursprüngliche  und  das  abgeleitete  Gleichongs- 
System  sich  gegenseitig  ersetzen. 

Die  natürlichste  Methode,  die  gewöhnlichen  Ableitungen  in  die 
Frenetschen  Formeln  einzuführen,  besteht  nun  offenbar  darin,  die  all- 
gemeinen Übei^nga formein  zwischen  deu  gewöhnlichen  und  den  geo- 
metrischen Differentialquotienten  zu  benutzen,  ohne  durch  die  Theorie 
der  Koordinatenlinien  hindurchzugehen. 
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Schreibt  man  die  geometriBChen  Ableitungen  in  der  Indizee- 
bezeichnang  und  eetzt  fQr  A  und  A'  ihre  ÄasdrScke  ein,  so  erh^t 
man  als  ente  Gleichungen   der  sechs  Systeme  Frenetscher  Formeln: 

(a)  #ifria:  —      g  fr,a:  +  «X 

(b)  #jfr,a: g  »^x  +  tX 

(c)  *iX  =-  —  «  9^x  —  t»fX 

(a')  *,*ia: j?>»x  +  tX 

(b')  #,*,a:-      g'»^x-\-n'X 
(c')  frjX  —  —  t  »^x  —  n'fr,a;. 

Bevor  mit  ihnen  operiert  wird,  and  abgesehen  von  den  Ergebnisseii, 
die  ans  dem  rorigen  Paragraphen  bereits  bekannt  sind,  ist  za  bemerken, 
daß  die  vier  Qleichnngen  (a,  b,  a',  b')  sicher  nicht  mehr  als  drei 
Formelsjsteme  der  hier  betrachteten  Art  liefern  können.  Denn  die 
Vergleichnng  Ton  (b)  mit  (a')  ergibt  auf  Glrund  der  VertauBchungs- 
formel  lediglich  eine  Identität. 

Die  beiden  Gleichungen  (a)  und  (a')  können  in  eine  tod  der  Form 

(3)  »fi^x  —  pfi^x  +  q^X 
Tereinigt  werden,  ebenso  (b)  und  (b')  in 

(4)  ftj*,! pfi^x  +  r^X; 

endlich  (c)  nnd  (c')  in 

(5)  9fX  =  —  q^»^x  —  r,»fX. 

Eine  weitere  Zusammenfassang  ist  fDr  den  rorliegenden  Zweck  nicht 
erforderlich. 

Durch  Anwendung  der  Übergangsformeln  S.  202  (3) 

(6)  !k -■?•"'■*•'' 
folg^  nun  ans  (3)  und  (4) 

Von  diesen  Gleichungen  kann  man  jederzeit  mittels  der  inversen  Ope- 
ration za  den  Ausgangsformeln  zurückkehren,  d.  h.  diese  und  die  ab- 
geleiteten können  einander  vertreten,  nnd  es  handelt  sich  nur  noch 
nm  eine  formale  Umgestaltung  der  letzteren. 
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Der  KoefSzient  von  *j(a;)  in  (7)   hat  den  Wert  »»„?  —  m^\ 
i.  h.  nach  S.  187(1)  nnd  S.  189(10) 

(S.  178(20)) 


Der  Koeffizient  von  X  in  derselben  Gleichung  ist  «i„n  +  *Ji„f,  also 
wegen  8.200(6)  nnd  S.  196(20) 

(10)  j»,,«  +  <»„<  -^ft,ij,. 

Aal  der  linken  Seite  wird 

««,        ä»,  ^"18», 


mithin 

-^,2.,*.., 

(9) 

'»1.!'  -  »»i;»'  - 

-v^^?*^' 

'.^''"8»,8u, +.iJ8 


*  dutduf      ^  8ui  d\ti 
oder  niwh  S.  186  (2,')) 

Da  der  zweite  Teil  gleich 

gesetzt  werden  kann,  ao  hebt  sich  9^x  links  tind  rechts  herans,  and 
die  Gleichving  (7)  geht  in 

über. 
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Barechuet  num  in  derselben  Weise  die  einzelnen  Glieder  von  (8), 
80  findet  man  fSr  den  Eoeffizientea  von  X 

(12)  '»i,«  +  »'i,»'-Ä,»,,. 

nid  Ar  die  linke  Seite  mit  Hilfe  von  S.  186(24) 

Die  Oleichung  selbst  wird 

Mnltipliziert  man  jetzt  (11)  mit  1»,^,  (13)  mit  m^^  und  addiert, 
so  ergibt  sich,  wenn  in  dem  Ergebnis  k  fQr  l  geschrieben  wird, 

Bei  gleicher  Behandlung  der  Gleichungen  (c)  und  (c')  ist  keine 
neae  Eoeffizientenberechnung  TOizunehmeD,  vielmehr  liegen  die  Resul- 
tate, abgesehen  vom  Voraeichen,  in  den  Formeln  (10)  und  (12)  bereits 
vor.    Die  al^eleitete  Gleichung  heiSt 

"  -  ^«.e^'  !u--  (S.  180(36)) 

Wird  nun  bleibend 

(W)  -Ä,s„-i,. 

gesetzt,  so  folgt,  wie  schon  S.  316  ang^eben. 

Die  Gleichungen  (d)  und  (e)  sind  es,  die  den  Inhalt  der  Freoet- 
Bcheo  Formeln  in  den  gewöhnlichen  Bezeichnungen  der  Differential- 
reohnung  wiedergeben. 
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Die  OaufiBolieii  und  die  Weingarten  sehen  G-leiohimgen. 

Da  auch  diese  Gleichungen  BchlieBlich  in  den  Ausdrücken  fOr  die 
Fundamentalgrößen  ihren  Onind  haben  müssen,  so  muß  man  sie  unter 
Verzicht  auf  ihre  geometrische  Bedentang  in  ein&cher  Weise  aas  den 
Definitionen  von  E,  F,  G;  L,  M,  N  herleiten  können.  Die  Bezeich- 
nniig  durch  Indizes  soll  nicht  benutzt  werden,  auch  die  ChriHtoffel- 
Bchen  Verbindangeo,  die  in  dem  Bildnng^esetz  der  61ei(diangeD  (d) 
eine  Rolle  spielen,  nicht  im  TOraus  bekannt  sein;  korz,  es  sollen  nur 
die  elementarsten  Hilfsmittel  angewendet  werden. 

Die  drei  partiellen  Ableitungen  ^i,  ^^,  -^—^  stehen  in  der  Defi- 
nitionEqjleichang  fQr  die  erste  Fundamentalgröße  zweiter  Ordnung, 

CD  ^tS  +  ^S-  +  ^'^--i- 

Aoßerdem  treten  sie  bei  der  DifFereutiation  der  Gleichungen 

nach  u  auf.  Nun  sind  die  ersten  Ableitungen  der  Fondamentalgrößen 
erster  Ordnung  im  g  36  vollständig  aufgestellt  worden;  die  hier  ge> 
brauchten  Formeln  lauten 

w  äü  a«'  "^  9u  au*  ■•"  du  d^*    2  a« 

w  ge  a»'  "*"  ~dv  ß«'  "*"  dv  äu»  ~  "au     '2  a» ' 

Bei  der  Auflösung  von  (1,  2,  3)  nach  den  einzelnen  zweiten  Ableitni^Q 
wird  die  Nennerdeterminaute,  wie  bekannt,  gleich  T,  und  der  Zähler 

Ton  ---,  hat  den  Ausdruck 

ovr 

Znr  Reduktion  des  zweiten  und  dritten  Gliedes  dienen  die  im  vorigen 
Paragraphen  unter  (1)  und  (2)  wieder  angegebenen  Gleichungen. 
Benutzt  man  die  Bezeichnungen  S.  127(5)  oder  vielmehr,  dm  hier  fDr 
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m   and   n   die   Ansdracke    bereits   eingesetzt   sind,    die   Gleichungen 
S.  137(27),  HO  erhält  mui 

Dos  ist  die  erste  der  Gleicliimgen  (d).     Ans  den  Gruppen 

dudv  öndv   '         dudv 

dx    Z^x        £y    3'y         9*  _^t         1  dG_ 
'8v  dudo  "^  30  3kSo'^  dv  dudv  "  i  da 


^d+^dA  ^k'-^ 


dv  dv*  "*■  3»  9i'"»  ■•■  dv  dv*     8  e 


1.90 
'  idu 


folgt  in  gleicher  Weise 

(6)  ^^^_J,"^;-K|!  +  ;fZ. 

Die  drei  Formeln  (4,  5,  6)  bleiben  gültig,  wenn  x  dorch  y  and  z,  X 
dnrch  T  und  Z  ersetzt  wird.    Die  nenn  Gleichungen  zusammen  sollen 
als  Qanßschfl  Gleichungen  bezeichnet  werden. 
Schreibt  man  (4,  &,  6)  in  der  Form 

(7)  «„  =  LX,  «1,  -  MX,  x„  —  NX 

(vgl.  S.  129(10)'),  wo  x,i,  «ii,  2^,  die  Koeffizienten  der  Christoffelscben 
KoTari&nte  der  Funktion  x{u,  v)  sind,  so  sieht  man,  jdaS  diese  Rela- 
tionen als  Ausdruck  für  das  identische  Bestehen  der  Gleichung.] 

(8)  x^jäu'  +  2xi,dudv  +  x„dv*  -  X(Ldu*  +  2Mdudv  +  Ndv*)', 
d.h. 

(9)  S  -  XB 
anfgefaßt  werden  können. 

Um  die  partiellen  Ableitungen  der  Kichtungskosinns  der  Normale 
zu  bilden,  hat  man  von  den  Definitionsgleichungen  IHt  L,  M,  N  in 
der  zweiten  Form  auszugehen.    Es  ist  (S.  75(4)) 
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Sxdx     dl,  dT     dj^dh     _j 

Stellt  man  diese  QleichuDgeD  mit 

zasammen  und  löst  auf,  80  bekommt  maa  als  I^eoner,  wie  Torher,  die 


8i8Z      8»2r       8«8Z 
8i>  8«  "•■  8V  8«  "*■  8«  8«:  " 


Grobe  T,  und  als  Zähler  von 
-X 


81 


8j      8!  ' 

8»      8» 

8S      8.  |=i(r|l- 


-Jlf 
0      Y     Z  ' 
Ebenso  führen  die  Formelu 


8;c  8X  ,    8y  er  .    8e   8Z  „ 

81  8?  +  8«  87  +  T«  8.  ■" 

8x8X       8jr  8r       8i  8Z  „ 

"S.  Si'  "•"  8i  8.'  T  "8.;  i^'  ~  " 
zusammen  mit 

xi^+Tl'^  +  zl--o 

ov     '         dv    '        OH 
auf  den  Ausdruck  von  ^    .    Die  Resultate,  die  mit  (e)  Obereiilstimmea 
und  als  Weingarteusche  Gleichungea  bezeichnet  werden,  lauten, 
wenn  wieder  aus  jeder  Gruppe  tou  Formeln  nur  eine  angegeben  wird. 


(10) 

ÖA 

-1i 

"8w 

+  1, 

ax 
8o 

(11) 

8X 
8.. 

->!. 

fix 
87 

+  1, 

8i 
8.' 

Die  Koeffizienten  e 

nzeln  haben 

'olgende 

Werte 

(12) 

lii 

~Ee- 

GL 

1a- 

FL- 
EG- 

EM 

1.1 

FN- 
~  EG- 

SM 

1«- 

FM- 
EG~ 

Elf 

Die  Weingarten  sehen  Gleichungen  werden  häufig  auch  in  der  nach 
-,  -— ,  , . .  aufgelösten  Form  gebraucht.    Die  dann  als  Nenner  auf- 
tretende  Determinaute  ist 
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1u    lu                1               F    -O    \M 

i 

M 

LS- 

In     11»     "t-EO-n-    -E         F    \N 

~'EG 

(13)                                     Vn1,,-V«1,i-^, 

und  mim  erhält 

(16)                   äF-rl-'-ai  +  'uwr) 

\- 

Durch  die  äleiotoiig  (13)  wird  das  Produkt  der  H»uptkrfimmnngea 
TMinittelat  der  GrßBen  ii^  dargeetellt.  Die  Formel  fOr  die  Samme 
lautet 

(16)  -(l..  +  1«)-S, 

mithin  die  quadratische  Gleichnng  fOr  die  EauptkrflmmungeD: 

(17)  «*  +  (iji,  +  i)„)n  +  %iij„  -  i)„ijj,  -  0. 
Die  Gleichung  der  Haupttangenten  ist 

(18)  -  i?u  -  (^„  - 1„)  i  +  i?„  A»  -  0. 

Betrachtet  man  X.,Y,Z  b\b  hartesische  Eoordinateoü  der  Einheits- 
kogel 

(19)  ^Z»  -  1, 

auf  die  die  Fläche  durch  parallele  NormaleD  abgebildet  ist,  so  kann 
man  ans  (10)  und  (11)  die  FundamentalgroBen  erster  Ordnung  dieser 
Kugel  bereclmen.    Es  werde  bleibend 

.  (^)  8T8.  +8;8T+8ÜS5--S 

(!#)'+ (If)'+ (ff)*-« 

gesetzt,  sodaB  das  Quadrat  des  Linienelements  der  Kugel  durch  die 
Formel 

(21)  dtf»=  ffida»+  2gdwdr  +  ®dtJ» 

daigeotellt  wird.    Die  Weingarteoschen  Gleichungen  liefern 

(22)  g  -  £ij„i,„  +  J'(.I„1I„  +  r,„r,„)  +  Ol,,,,,, 
<Sl-£i,'  +  2i?>,„,„+G,>. 
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jB%i+F^„--L 

(23) 

J?1u+Sli.---M' 

^1„+^1» J" 

■F<(„+e<(n  —  N 

Lri„+Mti„-KJS-EL 

(24) 

M^„+N,I„-KF~HM 

L,„  +  M,,„-KF-H1I[ 

mitlim 

a-HL-KE 

(26) 

^-HM-KF 

Ü-HN-KQ 

(26) 

Wird  floch 
(27) 

ia'  -  Hndf  -  Käs'. 

gereizt,  so 

liefern  die  Formeln  (25) 

(28)  I*  =  K*T*, 

(29)  %  -  eKT, 
wo  s  das  Torzeichen  von  K  bedeutet. 


Die  drei  Fandameiitalgleiohtmgeii  als  Belationen 
Bwiflohen  den  Fnndamentalgr&Sen  und  ihren  Ableitungen. 
Es  bleibt  nocb  übrig,  auch  die  Gleicbuogen  (A,  B),  mit  denen 
im  g  55  die  auf  den  Frenetschen  Formelu  fußenden  UnterBUchnngen 
Torl&ufig  abgeBchlo^en  worden  sind,  in  solche  zwischen  gewöhnlichen 
Differentialqnotienten  umzusetzen.  Oder  wenigstens  die  Gleichnngen  (B); 
denn  die  Relation  (A),  die  auf  den  GauBschen  Satz  znrückfQhrte,  ist 
schon  in  den  Paragraphen  56  und  57  in  der  verlangten  Weise  um- 
gestaltet worden,  und  zwar  durch  direkte  Ausrechnong  der  rechten  und 
linken  Seite.  Will  man  dieses  Verfahren  auch  auf  die  beiden  anderen 
Gleichungen  anwenden,  so  wird  man  doch  der  Symmetrie  wegen  die 
Reduktion  nnr  fOr  eine  von  ihnen  vorsanehmen  brauchen.  AUerdinga 
könnte  man  auf  Grund  einiger  Ei^ebnisse  des  §  60  zuerst  Tersncheo, 
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die  beiden  Gleichungen  in  passender  Weise  znsBmmenznstellen.  Wird 
nämlich  die  erste, 

(1)  S'n  -et  +  2g't  -  («  -  «0?  -  0, 
mit  »»„,  die  zweite, 

(2)  0n'  —  m  +  2gt  —  («'— n)/- 0, 

mit  —  »)„  mnltipliziert  nnd  addiert,  so  erscheint  z.  B.  die  QrÖüe 
m^tS^n -}■  m„&'t  als  Teil  einer  geometrischen  Ableitung  des  Ausdruckes 
fftj,»  -|-  m^jt,  för  den  dort  (Formel  (10))  ein  einfacher  Wert  gefanden 
worden  isi  Entsprechendes  läßt  sich  Ober  m„9<  -|-  m^iSn'  nach  der 
Formel  (13)  aassagen.  Die  geometrischen  Alileitnngen  beziehen  sich 
dann  auf  Summen  von  Produkten  je  zweier  Gröfien,  irährend  n,  n' 
und  t  selbst  aus  Produkten  von  je  drei  Faktoren  zusammengesetzt 
sind.  DafOr  hat  sich  aber  die  Gesamtanzahl  der  zu  reduzierenden 
geometrischen  Ableitungen  vergrößert. 

Verfährt  man  demnach  ganz  direkt,  indem  man  die  beiden  in 
(1)  vorkommenden  GFrößen  0n  und  0t  durch  gewöhnliche  Ableitungen 
darstellt,  so  erhält  man  zunächst 

Das  Weitere  gestaltet  sich  ähnlich  wie  im  §  57;  man  hat  einige 
Formeln  aus  dem  g  50  anzuwenden,  die  nicht  wieder  einzeln  anf- 
gefahrt  zu  werden  brauchen, '  und  die  Summeuausdräcke  fQr  ^  ^', , . . 
beständig  zu  benutzen.    Es  wird 

«'»  -^-^ft-  ft»  1^1  J^l  ~  Y^  C^ft*  ft*^t) CS'Pip  lh,f>ifi ) 

(3)         e'n  +  29-t~:^,^,f.,,(^,^-  -  2^/^u/^^fh,  Cfc  )6«- 
Dazu  tritt 

IS* 
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Die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  wird  also: 


»■»  +  2j'(  - 

-  (8<  +  («  -  » 

)9) 

- 

^"^■^'^ 

IV 

\ 

+  2hf^\^ 

1? 

K 

Setst 

man 

nun 

80  kann  man  sdireiben: 

(6)  GTn  +  2g' t  -  (St  +  {»  -n')g)  -  ^fh(fttftii5«,  ■ 

Da  nach  (5) 

(')  J„. — *,., 

and  apezieU 

!.„  -  0 

ist,  80  sind  bei  der  Snmmation  aber  %  and  t  nur  zwei  Wertepaare 
zu  berQcksiclitjgen.    Die  rechte  Seite  von  (6)  erhiilt  dann  den  Wert 

sodaS  naob  S.  180(35) 

(8)  «»  +  25'(  -  (»(  +  (»  -  »■)«)  -  ~  2l'J,„ 
iriri.    Ebenso  ist 

(9)  ««'  +  2ffl  -  («-<  +  (»■  -  »)J-)  -  ^  J'ft,5,„  ; 

die   Vei^leichung   zweier  entsprechenden  Qlieder,  z.  B.  der  Anfangs- 
glieder  von  9'tt  und  &n',  reicht  ans,  um  dies  za  erkennen. 

Hiernach   liefern   die   beiden  Gleichungen  (B),   die   zweite    nach 
Umkehrung  dee  Vorzeichens, 

d.  h.  wegen  des   NichtTerschwindens   der  beetändig  benutzten   Deter- 
minante: 

(10)  5„,-0,     J,„-0 
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In   den  Bezeichnimgeii   der  Flächentheorie  laaten  dieae  Formeln 

(D)        '"  '       U»      •        «  ; 

|i?_  j;jf  _  j;j?  _  (?g^  _  j';l-J",m)  -  0. 

Die  drei  Relationen  zwiBchen  den  Fnndamentalgröfien,  za  denen 
wir  Dnnmelir  gelangt  sind,  nämlicli  (C)  (S.  214)  und  (D),  sollen  als 
die  Fnndamentalgleichnngen  bezeichnet  werden.  Die  Oleiobnng 
(C),  die  nach  §36(1,7)  die  Form 

LN-M*  /„   j,  p  dB  d'E         \ 

EG-F'  ~f[^'-^'^'J^>--,-s^>---) 

hat,  ist  Tor  den  beiden  anderen  dadurch  ausgezeichnet,  daÖ  sie  die 
FondomentalgrÖfien  zweiter  Ordnung  nur  in  einer  einfachen  algebra- 
ischen Verbindung  enthält,  während  von  denen  der  ersten  Ordnung 
auch  die  ersten  und  drei  bestimmte  zweite  Ableitungen  vorkommen. 
In  den  beiden  anderen  Fundamentalgleichungen  treten  neben  den 
Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  auch  vier  von  ihren  sechs  ersten 
Differentialquotienten  auf,  außer  den  Fundamentalgrößen  erster  Ord- 
nung und  ihren  ersten  Ableitungen.  Alle  diese  Größen  sind  in  den 
Gleichungen  rational  enthalten. 

Aus  der  Herleitung  folgt,  daß  die  Gleichnngssysteme  (A,  B)  nnd 
(G,  D)  einander  inhaltlich  ersetzen  können.  In  der  äußeren  Form 
ODterseheiden  eich  jene  Gleichungen  von  diesen  dadurch,  daß  sie  eine 
Irrationalität,  nämlich  eine  Quadratwurzel,  aufweisen,  die  von  den  Aus- 
drücken der  geometrischen  Ableitungen  herrflfart  und  in  den  mit  ihnen 
zusammenhängenden  Größen  im  allgemeinen  ebenfalls  auftritt.  Man 
kann  demnach,  wo  eine  Unterscheidung  nötig  ist,  die  Relationen 
(A,  B)  als  die  Fundamentalgleichungen  in  der  irrationalen  Form  be- 
zeichnen. 

Dieselbe  Unterscheidung  greift  auch  schon  bei  den  Gleichungen 
platz,  aas  denen  (A)  und  (B)  abgeleitet  worden  sind,  nämlich  den 
allgemeinen  Frenetsohen  Formeln  (a, . . .  c"),  verglichen  mit  den  Gauß- 
Wein  garten  sehen   Gleichungen  (d,  e).     Die   letzteren   enthalten    die 


.  Goot^  Ic 
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Differentialqaotienten  der  karteBiechen  Koordiaaten  und  der  Richtangs- 
Icosinus  der  Normale,  sowie  die  FimdameiitalgrSßen  nebst  Ableitungen 
sämtlich  rational 

§63. 
Über  die  Herleltoag  der  Fnndamentalgletoliiingeik 
ans  den  Q-aoABolien  Oleiohimgen. 
Die  FundamentalgleichmigflQ  in  der  irrationalea  Form  hatten  fEtr 
die  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  die  Bedeutung  von  Integrabili- 
tätabedingungen.     Werden  diese  Bedingungen  filr  die  inhaltlich'  äqui- 
valenten Gtleichungen  (d,  e)   aufgestellt,  so  mflssen  die  Fnndamental- 
gleiohui^^en  anmittelbar  in   der  rationalen  Gestalt  erscheinen.     Nach 
einer  frfiher  (S.  205)   gemachten   Bemerkung   kann    man   sich  dabei 
auf  die  Gaußschen  Gleichungen  (d)  beschränken.    Es  sind  die  beiden 
Ausdrücke  för  ^—,~-  und  5—3-;,    dann   fitr  =  — . -,  und  „-,-5-   zu   ver- 
gleichen,  die  durch  Differentiation  der   Formel  (4)  des  §  61  nach  v, 
der  Formel  (5)  nach  u,   dann   derselben   Gleichung  nach  v  und  der 
Gleichung  (6)  nach  u  entstehen.    Im  ersten  Falle  ergibt  sich 

T     3'*       I       T  ^'*    1      T    ^^  / -ri  d*X     ,       j,     d'x       .       •mrdX\ 

'  CtKlV  *0f  CV  \'ö«'  '  öaCV  ÖM  / 

dxdj'^  ,  dxdJ-»,  ySJf     /dxdJ,  ,  dxdJ^  ,  ^^M 

Hier  ist  die  rechte  Seite  eine  homogene  lineare  Funktion  von  J^ , 
-~-f  X,  und  die  linke  läßt  sich  in  eine  solche  verwandeln,  wrain  die 
Werte  der  zweiten  Ableitungen  der  karteeischen  Koordinaten  ans  den 
Gaußschen,  die  der  Gröfien  —  und  -—  aus  den  Weingartenschen 
Gleichungen  eingesetzt  werden.    Die  Gleichung  erhält  dann  die  Form 

P|i  +  i>'|f+J>.X-0, 
und  gleiclizeitig  mit  ihr  gelten  die  beiden 

pll  +  rll  +  p,7-o 

Die  Determinante  des  in  P,  P',  P^  homogenen  linearen  Systems  ist 
gleidt  T,  mithin  müssen  die  Bedingungen 

P—O,    P'-O,     Po-0 
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einzeln  gelten.     In   gleicher  Weise  erhält  man  im   zweiten  Fall  aus 

die  drei  Gleichungen 

Q-O,     Q'-O,     ft-O. 

Hat  man  einmal  die  Werte  von  P,  P'  nnd  P„  berechnet,  so  folgen 
die  der  drei  übrigen  Größen  daraus  durch  VertanschuDg  von  u  und  v. 
Jedenfalls  aber  scheint  es  auf  den  ersten  Anblick,  als  ob  man  hier 
mehr  Gleichungen  bekäme  als  bei  der  entsprechenden  Behondlong  der 
allgemeinen  Frenetochen  Formeln  mit  Hilfe  der  YertauschungaformeL 
Daß  dies  tatsächlich  nicht  der  Fall  ist,  lehrt  die  wirkliche  Darstellung 
der  sechs  Größen  P,  P',. . .  Q^.  Doch  soll  diese,  da  das  Resoltat  der 
Untersuchung  bereits  bekannt,  diese  selbst  aber  bei  aller  theoretischen 
Einfachheit  etwas  umständlich  ist,  hier  Qberg&ngeu  werden.  Es  sei 
nur  bemerkt,  daß  man  bei  der  Reduktion  der  sechs  Gleichungen  auf 
drei,  oder  genauer,  der  vier  Gteichongen  P  =  0,  P' —  0,  ^  ^  0, 
Q'  —  0  auf  eine  einzige,  zweckmäßig  die  R«lationen  zwischen  den 
Differentialquotienten  der  Christoflelschen  YerbiDdnngen  benutzt,  die 
im  §  57  abgekürzt  angegeben  sind.     Man  findet  dann  die  Identitäten 

P-Q'  =  0 
nnd,  F^O  vorausgesetzt, 

EP  +  FP'  =  0,       FQ+  GQ'  =  0; 
die  Gleichungen  P'  —  0,  Q  =  0,  Q'  =  0  werden  also  too  P  —  0  ab- 
hängig.    Nimmt  man  statt  dieser 

FP+GP'-O    oder    EQ  +  FQ'-O, 
80  erhUt  man  die  Gaußsche  Relation 

(C)  K,-K 

wieder.  Die  beiden  übrigen  Gleichungen  P^  —  0,  Qa~^  liefern  un- 
mittelbar die  Relationen  (D). 

Ist  F—0,  so  werden  P  — 0  nnd  Q'  —  O  identisch  erfüllt,  und 
die  Gleichungen  P'  —  0,  Q  =  0  geben  Übereinstimmend  die  verein- 
fachte Gaußsche  Relation. 

Obwohl,  wie  früher  erwähnt,  in  fast  allen  fläcbentheoretischen 
Untersuchungen  die  Ghristoffelschen  Verbindungen  an  Stelle  der  ersten 
Ableitungen  von  E,  F,  G  verwendet  werden  müssen,  so  mögen  doch, 
wie  im  §  36  die  Oanßsche  Relation,  so  hier  die  beiden  anderen 
Fundamentalgleichungen  vollständig  entwickelt  ang^eben  werden.  Sie 
lauten: 
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>    ..      2  "au     8  -^  a.y 

Will  man  sich  diese  Gleichangen  mittela  einer  möglicliat  ein- 
fachen Reclmimg  vei^genwärtigen,  allerdings  ohne  RQcksicht  auf 
ihren  Zusammenhang  mit  der  ersten  Fimdameiitalgleichai^,  ja  flber- 
hdapt  auf  ihre  eigentliche  Bedeutung,  so  kann  man  die  OröSen 

aas  den  Definitionsgleichungen  fQr  L,  M,  N, 

auf  je  zwei  verschiedene  Arten  bilden,  alsdann  die  zweiten  Ableitungen 
der  hartesLSohen  Koordinaten  aus  den  Gaußscfaeu  Gleiehongen  ent- 
nehmen und  darauf  die  zweite  Darstellung  der  Fundamentalgrößen 
zweiter  Ordnung 

anwenden. 
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Besondere  Karren  und  Koordinatensystene  auf  einer  Fllcte. 

§64. 
TTi^jiriTmingriiiiimi .  Thr«  Bestlniiiiiing  fQr  HlttaLpuiktBflSolteii 
Bweiten  arades. 
Die  Untersuchungen  über  Karren  auf  Flächen,  soweit  sie  im 
Vorhergehenden  angestellt  Torden  sind,  beziehen  sich  anf  ganz  be- 
liebige solche  Karren.  Unter  den  Linien  von  besonderen  Eigenschaften 
ziehen  einige  nach  der  Form  der  bisherigen  Ergebnisse  von  romherein 
die  Aufmerksamkeit  auf  sich:  diejenigen,  für  welcbe  eine  der  geome- 
trischen Größen,  deren  Betrachtang  sich  als  wichtig  erwiesen  hat,  den 
Wert  Null  annimmt.  Um  sie  analytisch  zu  definieren,  hat  man  auf 
die  Formeln  S.  64  (5)  für  die  NormalkrOmmong,  S.  127  (6)  für  die  Tan- 
gentialkrflmmung  nnd  S.  193(7)  ffir  die  geodätische  Windung  zurückzu- 
greifen. Man  erkennt  dann,  daß  die  Kurven,  deren  Tangentialkrfimmung 
verschwindet,  durch  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  be- 
stimmt werden;  diejenigen,  für  welche  die  Kormalkrümmung  oder  die 
geodätische  Windung  Null  ist,  dorch  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung.  Da  diese  außerdem  in  beiden  Fällen  vom  zweiten  Qrade 
in  -j-  ist,  so  liefern  die  Bedingungen  n  —  O  ond  j  >.  0  je  ein  Nets 
Ton  Kurven  auf  der  Fläche. 

Nun  ist  im  §  24  (S.  78)  bewiesen  worden,  daß  die  Determinante 
der  quadratischen  Form  in  der  Qleicfanng  ^  =  0  oder 

j  Edu  +  Fdv,     Fdu  +  Gdv  \ 
^  ^  I  Ldu  +  Mdv,     Mdu  +  Ndv  \  " 

anter  den  im  An&nge  gemachten  Voraussetzungen  immer  einen  nega- 
tiven Wert  hat.  Es  gibt  also  stets  ein  Netz  von  F^henkuiren, 
deren  geodätisdto  Windung  veivchwindet;  sie  werden  als  KrOmmungs- 
liniea  der  F^he  bezeichneL  Dagegen  richtet  sich  die  Determinante 
der  linken  Seite  der  Differentialgleichung 

Ldu*  +  2Mdudv  +  Ndv'  -  0 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 


234  VII.  Äbscbaitt    §  61. 

im  Yorzdichen  nach  dem  Ton  K^,,,  sodaß  die  durch  n  —  O  dai^^tellteti 
Kurven  nur  anf  negativ  gekrümmten  Flächen  existieren. 

Die  KrflDiniungslinieii,  die  zneret  behandelt  werdeu  sollen,  können 
noch  durch  verschiedene  andere  geometrische  Eigenschaften  gekenn- 
zeiciinet  werden.  An  der  eben  erwähnten  Stelle  (§  24)  erschien  die 
Gleichung  (1)  als  Bestimmung  für  diejenigen  Fläcbentaugenten,  zu 
denen  ItCaximum  und  Minimum  der  NormalkrQmnaung  gehört;  mit 
diesen  Tangenten  fallen  also  in  jedem  FJäcbenpunkte  die  Tangenten 
der  in  Rede  stehenden  Karvea  zusammen.  Weiter  war  in  der  Theorie 
der  Indikatrix  (§  33^34)  gezeigt  worden,  daß  die  beiden  Tangenten 
den  Hauptachsen  des  Dupinschen  Kegelschnitts  entsprechen.  Aus 
diesem  Grunde  werden  die  Krümmungalinien  anch  als  Haupttangenten- 
knrven  bezeichnet.  Im  einzelnen  würde  man  eine  Krümmungslinie 
durch  folgende  geometrische  Konstruktion  erbalten:  Man  geht  von 
einem  beliebigen  Flächenpunkte  Ä  Ungs  einer  der  beiden  Haupt- 
tangenten zu  einem  ouendlichDahen  Punkte  B  Über,  legt  in  diesem 
wieder  die  beiden  Haapttangenten  an  die  Fläche  und  schreitet  längs 
derjenigen  von  ihnen,  deren  Richtung  von  AB  unendlichwenig  ab- 
weicht, weiter  zn  einem  benachbarten  Punkte  C.  fort,  und  so  weiter, 
80  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  Ä,  B,  G,  . . .  eine  KrBmmungs- 
linie  der  Fläche. 

Die  in  der  Theorie  der  Normalkrümmnng  angestellten  Formeln 
gestatten,  die  Differentialgleichung  der  KrÜmmongslinien  itlr  jede 
Flächendarstellung  sofort  anzugeben.  Für  ;;  =>  z{x,  y)  z.  B.  ist  sie 
nach  S.  80(8) 

(2)Gpgi-(l+gV)(g)+(Cl+i»^(-(l+?')r)^|+(a+i»V-P2r)  =  0. 

Bevor  nun  die  allgemeine  Theorie  der  KrUmmungslinien  weiter 
Terfolgt  wird,  sollen  diese  Kurven  fOr  die  Flächen  zweiten  Grades, 
aber  abgesehen  von  den  Kegel-  und  Zylinderflächen,  durch  Integration 
der  Gleichung  (2)  wirklich  bestimmt  werden. 

Die  Fläche  sei  zunächst  ein  dreiachsiges  Ellipsoid, 

^  +  |J  +  -J^-l  (a>h>e). 

Die  Werte  von  p,  q,  r,  s,  t  werden  nach  S.  81 

woraus  nach  ein&chen  Reduktionen 
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Tertansclit  mftn  x  mit  y,  a  mit  fi,  so  kommt 

Endlich  ist 
(1+  !>■)<  -  (1  +  «■)r  -  -j-  [r(jiä(  _  (1  +  ä>)s)  -  <(3,gr  -  (1  +  j,")»)] 

Setzt  man  diese  Aasdrücke  in  (3)  ein  and  dividiert  die  entstehende 
Oleidhung  dardi  "-'^r-r^!  80  ergibt  sich 

Die  Halbachsen  a,  h,  e  der  FUiche  kommen  hier  nar  in  den  zwei  Ter- 
bindangen 

tot;  die  Gleichung  kann  daher  gesohrieben  werden 

(6)  -i*y(U)'+(-'-^j'--B)g-x»-o. 

W^fen  der  Orößenfolge  a  >  &  >  c  sind  A  and  B  positiv. 

Zur  Integration  ron  (5)  bieten  sich  mehrere  Wege  dar.  Man 
kann  z.  B.,  nach  Monge,  versuchen,  durch  einmaliges  Weiterdifferen- 
tiieren  und  Zusammenstellung  der  abgeleiteten  Gleichung  mit  der 
gegebeneu  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  bilden,  welche 
formal  ein&cher  ist  als  die  ursprflDgliche,  die  zwar  nur  von  der  ersten 
Ordnung,  aber  doch  vom  zweiten  Grade  war.  Gelingt  es,  das  Inte- 
gral der  neuen  Gleichung  zu  finden,  so  hat  man  es  so  zu  speziali- 
sieren, daß  auch  die  gegebene  befriedigt  wird.  Setzt  man  nun  zur 
Abkürzung  . 

und  fahrt  die  Differentiation  aus,  so  folgt 

2Axyy'f  +  Äy'(xy  +y)+{^-Ay'-  S)y" 

+  2(x-Äyy)y'-(xy'i-y)-0 
oder 

(6)     (^jr''+  IXxy' -  y)  +  2Äxy!fy"  +  (x'  -  Ay'  -  E)y" -0. 
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Wird  jetzt  aus  (5)  nnd  (6)  die  Größe  (x'  —  Ay*  —  E)  eliminiert,  so 
ergibt  aich  nachWegloasang  des  wesentlicli  positiTeu Fftktors  (Aj/'+l): 

oder,  nach  DiTision  mit  xyy', 

welche  Gleichimg  diu  Integral 

'  dx 
liefert.     Durch  abermalige  Integration  folgt 

y»  =  Cx*  +  C, 
worin  Boch 

genommen  werden  muß,  um  die  Gleicbung  (5)  zn  befriedigen;  G  bleibt 
willkürlich.  Demnach  projizieren  uch  die  Krflmmungslinien  des  Ellip- 
soids  auf  die  {xyyEbene  in  K^elechnitten,  deren  Gleichung  iat 


"  AC+l 


(8)  Cx'  - 

Diese  Integratiousmethode  wird  freilich  nor  durch  den  Erfolg 
gerechtfertigt.  Es  möge  deshalb  noch  ein  anderes  Verfahren  ange- 
geben werden,  bei  dem  man  nach  einer  sehr  einfachen  Transformation 
auf  einen  bekannten  Typus  von  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung kommt.     Multipliziert  man  nämlich  (5)  mit  xy  und  setzt  dann 

so  et^bt  sich 
oder 

Diese  Gleichung  bildet  einen  Spezialfall  der  Ciairautsehen 

n-U'  +  fivl, 

deren  Integral  ist  • 

Setzt  man  hierin 

and  führt  für  £  und  i;  ihre  Werte  ein,  so  erl^t  man  die  Gleichung  (8) 
wieder. 
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Die  Folgenmgen,  die  moD  ans  (8)  ziehen  kann,  werden  Übereicbt- 
licher,  wenn  man  die  EalbacfassD  der  Fläche  anders  bezeiclinet,  die 
Fläoteugleichung  nämlich  in  die  Form  setzt 

(10)  $  +  ^i,.  +  i^.Ü-V.-i- 

Da  areprüngUcb 

a>b>c>0 
war,  so  maß  jetzt 

v>y>ß>0 

sein.    FOr  diese  Bezeichnungen  wird 

^^       yV-P*)"'  r' 

An  Stelle  ron  C  werde  eine  neue  EonBtante  fi*  durch  die  Qleichung 

eii^eftlhrt.  Diese  Sabstitution  setzt  AG  +  1  ^b  positive  GrSße  voraus. 
In  der  Tat,  wäre  ÄC  +  1<0,  so  müßte,  da  ^>0  ist,  C<0  Bein. 
Die  Gleichung  (8)  wOrde  dann  in  der  (:ry)'Ebene  eine  imaginäre 
Kurve  darstellen,  was  der  Realität  der  Krümmangslinien  widerspricht. 
Fahrt  man  die  neuen  Zeichen  in  (8)  ein,  so  kommt 


Diese  Gleichung  ist  symmetrisch  in  fi  und  v.  Sie  stellt  also,  fSr  v 
als  Parameter,  auch  die  Projektionen  der  EjQmmangslinien  der  F^u^e 

(12)  4+-.-*-«-.+    .-^.-1 

auf  die  (2y)-Ebene  dar.  In  dieselbe  Kurve  (für  bestimmtes  n  und  v) 
projiziert  sich  aber  drittens  die  Schnittlinie  der  beiden  Flüchen  (10) 
und  (12).    Denn  die  Elimination  von  e  liefert 

(^  -  '-~;^>- + (viii-:  -  j:e  j:)»--  v-  .■, 

und  diese  Gleichung  führt  nach  ausgeführter  Yereinfachong  und 
Division  mit  »*—(**  auf  (11)  zurück. 

Im  vorliegenden  Falle  kann  man  nun  ans  der  Übereinstimmung 
der  Projektionen  der  beiden  Karvea  in  der  (xy)-Ebene  auf  die  Identi- 
tät der  Kurven  selbst  schließen,  ohne  noch  die  Projektion  auf  eine 
andere  Koordinatenebene  zu  untersuchen.  Denn  die  Kanten  des  im 
räumlichen  Koordinatensystem  durch  die  Qleichung  (11)  dargestellten 
Projektionszylinders  schneiden  die  Ffäche  zweiten  Grades  (10)  beider- 
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BeitB  der  (x^)- Ebene  nur  in  je  einem  Punkte;  m.  a.  W.,  dieser  Zylinder 
kann  die  Fläche  nicht  in  einer  Krümmangslinie  und  einer  Ton  ihr 
verachiedenen  Kurve,  die  Schnittlinie  mit  der  Fläche  (12)  wäre,  fa^en. 
Dieses  Resultat,  auch  lüt  die  letztere  FUohe  ausgesprochen,  besagt, 
daß  die  Durdtdringungskurre  der  Flächen  (10)  und  (13),  die  B«alität 
Torausgesetzt,  KrQmmangslinie  auf  beiden  sein  mofl.  Nun  findet  man 
leicht,  dafi  für 

und  fQr 

(13)  f>f.'>^ 

die  Schnittkurre  reell  ist,  für  n*  >  y^  d^egen  nicht.  Schreibt  man 
im  ersten  Fall  X  flir  p,,  setzt  also  * 

(14)  ^■>J'>0, 
SO  ei^bt  sich:  Die  Fläche 

(W)  ^  +  .-.-!^T.  +  i.4,-.-i 

wird  TOn  den  Flächen 

(16) 
und 

in  ihren  KrQmmungslinien  geschnitten;  und  zwar  erhält  man  die 
beiden  Scharen  dieser  Eurren,  wenn  man  J.  und  (i  alle  Werte  beilegt, 
die  den  Ungleichungen  (14)  und  (13)  genQgen.  Die  durchgeftihrte 
Untersuchung  lehrt,  daß  auch  jede  der  Flächen  (15)  und  (12)  von 
den  Flächen  (10,  12)  nnd  (10,  15)  in  ihren  KrQmmungBlimen  ge- 
schnitten wird,  wobei  der  Parameter  v  alle  Werte 

ZU  durchlaufen  hat. 

Diese  Ei^ebnisse  enthalten  weit  mehr  als  die  Lösung  der  an  die 
Spitze  gestellten  Aufgabe.  Nicht  nur,  daß  sie  die  Eriimmungslinien 
auf  einer  ganzen  Schar  von  Flächen  kennen  lehren,  zu  denen  die  ge- 
gebene ffir  einen  speziellen  Wert  von  v  gehört:  sie  liefern  diese 
Kurven  auch  auf  zwei  anderen  Scharen  von  Flächen  zweiten  Grades. 
Denn  daß  die  Scharen  (15)  und  (12)  von  (10)  tatsächlich  verschieden 
sind,  geht  aus  den  Ungleicbheitsbedingungen  für  X,  fi,  v  unmittelbar 
hervor.  Während  in  (10)  nur  Ellipsoide  enthalten  sind,  stellen  die 
Gleichungen  (15)  und  (12)  zweischalige  und  einscbalige  Hyperbo- 
loide dar. 
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Wie  aas  den  Gleidiangea  ereiclitlicl],  haben  die  Hauptsclmitte 
sämtlicher  Flachen  dieaelben  Brennpankte.  Infolge  dessen  heißen  die 
drei  durch  (10),  (15)  und  (12)  gegebenen  Scharen  ron  Flächen  zweiten 
Gxadea  konfokal.  Das  Resultat  der  Untersuchung  läßt  eich  demnach 
schließlich  dahin  ansaprechen,  daß  konfokale  Mittetpanktsflächen 
zweiten  Grades  sich  gegenseitig  in  ihren  Krümmungslinien 
schneiden.  Auf  Terschiedenen  W^en,  z.  B.  durch  Diskussion  der 
Projektionen  der  Schnittkiuren  auf  die  Eoordinatenebenen,  kann  man 
sich  davon  überzeugen,  daß  koofokale  Flächen  derselben  Art  einander 
niemals  treffen,  solide  von  yerschiedeceu  Arten  d^egen  immer. 

Dos  Schneiden  geschieht  stets  unter  rechten  Winkeln.  Denn  es 
sind  z.  B.  fOr  ein  ElÜpsoid  (10)  und  ein  einschaliges  Hyperboloid  (12)* 
die  RichtnngskosinuB  der  Normale  den  Größen 


proportional,  und  die  Bedingung  der  Orthogonalität  längs  der  Schnitt- 
kar?e, 

ist  ans  dem  Grunde  erfDIlt,  weil  sie   auch  aus  (10)  und  (12)  durch 
Subtraktion  erhalten  wird. 

§65. 
EUlptiaohe  Koordinaten. 
Kehrt  man  jetzt  zn  dem  Ellipsoid 

zurück  und  nimmt  demnach 

V*  -  a',         v>  -  ß'  ^  h*,         1/»  -  y»  -  c» 
an,  so  findet  man  aus  den  Ungleichungen  (14),  (13) 
o»  >  a*  _  /» >  6» 

6*>a'  — /t*>  c*. 
Es  werde  noch 

a*~X*  =  u,        a*  — fi*  =  tj 
gesetzt;   dann   ei^bt   sich   nach  Umwandlung    der  Gleichungen   (15) 
tind  (12): 
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wird  von  den  zweischaligfm  Hyperboloiden 

(2)  i.^  +  i.~i  +  7.!^-'  («■>»>(■') 

und  den  einschftligen  Hyperboloiden 

(ä)  ^  +  S.?^  +  ?^-l  (6'>.>>=^ 

in  seinen  S!r0nimting8linieD  gescboitten. 

Um  die  kartesiBchen  Koordinaten  der  g^ebenen  Fläche  explizite 
darcb  die  Parameter  u,  v  der  Krümmungskurven  darzustellen,  braucht 
man  nnr  die  in  x',  y\  e*  linearen  Gleichungen  nach  diesen  Größen 
aufzolöeen.  Aber  noch  einfacher  kann  man,  wie  ee  z.  B.  Hesse  tat, 
folgenden  Schlofi  machen.  Die  Gleichangen  (1),  (3),  (3)  haben  überein- 
stimmend die  Form 

Für  die  erste  ist  nämlich  s  gleich  NoU,  für  die  zweite  gleich  u  und 
far  die  dritte  gleich  v.  M.  a.  W.,  wenn  man  sich  x*,  y*,  ^  als  Funk- 
tionen von  u  nnd  v  bestimmt  denkt,  so  hat  die  in  s  kubische  Glei- 
chung (4)  die  Wurzeln  s  —  O,  u,  v.  Schafft  man  die  Nenner  weg 
und  setzt 

(5)        3?{V-s){c*-s)+y\<?-s){a*~a)-\-g\a*-sW~8) 

_(„«_s){6»-ä)(c'-s)-G(«), 

so  wird  also  die  Gleichung 

G{s)  ~  0 

durch  5  —  0,  s  —  u  und  s  —  v  befriedigt.  Andererseits  sind  dieselben 
Werte  auch  Wurzeln  der  Gleichung 

G,(s)ss(s-M)(s-t>)  =  0. 

Demnach  [können  sich  die  beiden  ganzen  Funktionen  G  und  Gi  nur 
um  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden,  der  aber  hier  offenbar 
gleich  Eius  ist.    D.  h.  es  gilt  für  beliebige  Werte  von  s  die  Identität 

a;'(ö*-s)(c»-5)-i- (o*-s)Cft»-5)(c>-s)-s(s-«)(s-«). 

Setzt  man  in  ihr  der  Reihe  nach  s^a\  s  —  bK  S"  <?,  so  bekommt  man 
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l' 

»' 

»•(8- 

«■ 

«■<«■ 

(6) 


Diese  Darstellung  der  KoordinateB  des  Ellipsoida  durch  Bogenannt« 
elliptische  Koordinaten  ist  auf  S.  30  bereits  angegeben  worden. 
Sie  gilt  nicht  fQr  eine  Umdrefanngafläche.  Doch  läßt  eich  fDr  solche 
FtSchen  -die  Frage  nach  den  Krümniungslinien  al^mein  erledigen; 
vgl  §69(8.255). 

Von  der  Verteilung  der  KrttmniungBlbien  auf  dem  dreiachsigen 
Ellipsoid  gewinnt  man  eine  aoschaulicbe  Vorstellung,  wenn  man  die 
Annahme,  u  oder  v  seien  einem  Grenzwerte  der  fClr  sie  geltenden 
Intervalle  gleich,  in  ihrer  Wirkong  auf  die  Darstellung  (6)  untersacht. 
Wird  zuerst 

«  —  a* 

eingei^rt,  so  ergibt  sich  x^O,  d.  h.  der  Hauptschnitt,  der  die 
mittlere  und  die  kleinste  Achse  der  Fläche  enthält.  Die  zweite  und 
dritte  Formel  (6)  liefern 

y^~  b'~c'  >     "  ™  b'-c'  ' 

Läßt  man  hierin  den  Parameter  g  stetig  alle  Werte  von  b*  bis  c* 
durchlaufen,  so  findet  man  unter  Beschränkung  auf  den  im  ersten 
Quadranten  gelegenen  Tierten  Teil  des  Hauptschnitts,  daß  der  Funkt  (y«) 
stetig  alle  L^en  zwischen  den  Scheiteln  (0,  c)  und  (6, 0)  dieses  Schnittes 
durchläuft  Entsprechendes  tritt  für  w  =  c*,  also  if  —  0  ein.  Dem- 
nach sind  die  beiden  Hauptschnitte,  die  die  mittlere  Achse  enthalten, 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  den  Krümmungslinien  zuzurechnen;  der 
durch  die  größte  Achse  gehende  der  ersten  Schar,  nämlich  v  ="  const., 
der  andere  der  zweiten  Schar. 

Die  Annahme,  u  oder  v  sei  gleich  dem  gemeinsamen  Grenzwerte  h* 
beider  Parameter,  ergibt  y  —  0,  den  Hauptschnitt  durch  die  größte 
nnd  kleinste  Achse.  Die  erste  und  dritte  Gleichung  (6)  erhalten  die 
Form 

j._f'(«^,'.',    ,■_'■<;-';>-. 

Ist  hierin  t=^v,  und  durchläuft  diesur  Parameter  alle  Werte  seines 
Bereiches,  so  geht  der  Punkt  [xx),  wieder  im  ersten  Quadranten,  von 
dem  Punkte  K  mit  den  Eoordinateu 

KDoblftDoh,  DlffaiuilUIssainsDla.  IS 
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bis  zam  Scheitel  (o,  0)  ^  A,  dem  EDdpnnkt  der  grofien  Achse.  Wird 
aber  (  — u  angenommen,  war  also  die  gleich  V  gesetzte  Größe  der 
Parameter  v,  so  beschreibt  der  Punkt  (xe)  das  StOek  des  Haupt- 
Bchnitts  zwischen  dem  Endpunkt  (0>  e)=  C  der  kleinsten  Achse  bis 
zum  Punkte  K,  Hiernach  gehGrt  von  dem  vierten  Teil  des  Haupt- 
schnitts das  Stück  KC  zur  ersten,  KA  zur  zweiten  Schar  von  Krtlm- 
mungslinien.  K  ist  ein  Kreispunkt  der  FUche  (vgL  S.  110).  Die 
Übertragung  dieser  Resultate  auf  den  ganzen  Hauptschnitt  ergibt 
leicht  die  folgende  Anschauung:  Die  Tier  Kretspunkte  K,  K",  K",  K"' 
lassen  sieh  auf  zwei  Arten  derart  zu  Paaren  gruppieren,  daß  die 
Krümmungslinien  der  ersten  Schar  die  Punkte  K,  K'  und  K",  K'", 
die  der  zweiten  Schar  die  Funkte  K,  K'"  und  K',  K"  umziehen. 

Nachdem  man  einmal  die  Gleichungen,  die  das  Problem  der 
KrOmmuugalinien  auf  dem  Ellipsoid  lösen,  in  die  Form  (2,  3)  gesetzt 
und,  wie  angegeben,  geometrisch  gedeutet  hat,  kann  man  den  Zu- 
aammetthang  der  Parameter  u,  v  mit  den  Halbachsen  der  drei  konfo- 
kalen F^hen  unmittelbar  ablesen.  Eine  geometrische  Bedeutung  der 
Parameter  ISßt  eich  aber  auch  aus  der  Theorie  des  EUipsoids  allein 
entnehmen.  Es  sei  (xyd)  ^  P  ein  beliebiger,  aber  dann  bestimmter 
Punkt  der  Fläche;  die  beiden  zugehörigen  Werte  ron  u  und  v  sind 
die  TOD  Null  rersehiedenen  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  (4), 
d.  h,  Wurzeln  der  quadratischeu  Gleichung 

s»  -  (Sa'  -  2:x*)s  +  Sb'c'  -  2:(b'  +  <^)x*  -  0. 

Demnach  gelten  die  Beziehungen 

«  + 1;  —  o*  +  6'  +  c*  —  (a:'  +  y*  +  .e*) 
^  ^     H«  =  6»c*  +  c*a*  +aH'~  (6»  +  c*)a:'  -  (c»  +  o')y*  -  (o*  +  6»)«» 

Nach  einem  bekannten  Satze  ist  aber  die  Summe  der  Quadrate 
der  Halbachsen  gleich  der  Summe  der  Quadrate  irgend  dreier  konju- 
gierten Halbmesser: 

(8)  a*  +  b'-\-(^  —  a*  +  b'*  +  c'». 

Hierin  werde  insbesondere  c  gleich  dem  Halbmesser  OP  angenommen, 
sodaß 

ist,  so  liefert  die  erste  Gleichung  (7): 

(9)  ■      «+„-a'»  +  6'». 
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a'  und  h'  sind  konjugierte  Halbmesser  der  Ellipse,  in  der  die  zu  OP 
konjugierte,  der  Tangentialebene  in  P  parallele  Diametralebene  di« 
FKche  sehneidet.  Bezeichnen  noch  a  und  ß  die  Halbachsen  diesea 
Schnittea,  so  gilt  die  Olelchong 

(10)  a'*  +  fc'»  -  «»  +  §\ 

Sie  enthält  den  Satz  der  Kegelschnittlehre,  dessen  Ausdehnung  auf 
den   Baum   durch   (8)   wiedergegeben   wird.    Aus   (9)  und   (10)  folgt 

(11)  m-r-a»  +  /S». 

Weiter  ergibt  sich  aus  der  zweiten  Gleichung  (7): 

-(f.+f.+i.)('-(S+l-:+3>5+S+=; 

W  5W-S  +  I^  +  S- 

Kun  ist  -aber 

WO  p  den  Abstand  der  Tangentialebene  im  Ptinkte  P  vom  Mittel- 
punkte der  FUdie  bedeutet.    Demnach  lautet  die  Gleichung  (12) 

(14)  uvp*  —  a*h*i^ . 

Nach  einem  weiteren  bekannten  Satze  ist  der  Inhalt  ahe  des 
rechtwinkligen  Parallelepipeds  ans  den  Halbachsen  gleich  dem  Vo- 
lumen des  ParaUelepipeds,  das  iigend  drei  konjugierte  Halbmesser 
a',  V,  tf'  zu  Kanten  hat  Dieser  Satz  erscheint  als  Verallgemeinerung 
des  auderen,  wonach  daa  Rechteck  aus  a  and  ß  dem  Parallelogramm 
mit  den  Seiten  a  und  h'  inhaltsgleich  ist.  Setzt  man,  unter  Fest- 
haltnng  von  <f  —  OP,  den  Inhalt  des  schiefirinkligen  Parallelepipeds 
^eich  dem  Produkt  aus  Grundfläche  ond  Höhe,  so  kann  man  nach 
dem  zweiten  Satze  die  Grundfläche  von  vornherein  gleich  aß  an- 
nehmen, während  die  Höhe  offenbar  gleich  p  ist.  Der  erste  Satz 
liefert  dann 

o6c  =  aßp, 

und  die  Gleichung  (14)  geht  in 

(15)  ■  uv-a*ß* 
fiber. 
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NbcIl  (11)   und  (15)   bedeates  jetzt  u  nnd  v  die  Qn&drate  der 
Halbachsen  des  dem  HalbmesBer  OP  konjugierten  DiametratschnittB. 
Wird  «  >  fS  Toransgeaetzt,  so  ist 
(16)  M-a»,         t.-/J». 

Den  msnnig£Mhen  Folgerungen  nachzugehen,  die  sich  hieran^ 
ziehen  lassen,  ist  Sache  einer  speziellen  Theorie  der  Flächen  zweiten 
Grades.  Hier  möge  noch  nntersneht  werden,  welchen  Ansdrack  das 
Linienelement  des  Ellipsoids  fQr  elliptische  Koordinaten  annimmL 

Durch  logariÜtmische  Differentiation  folgen  ans  (6)  die  Formeln. 
,  X  /    du      ,      dv   \ 

um  hieraus  da*  =  £dx*  zusammenzusetzen,  bedient  man  sich  zweck- 
mäßig einiger  Formeln,  die  ans  der  Theorie  des  Differenzenprodukts 
entspringen,  i^mlich 


(17) 

^s^- 

=  »1)5' 

^^~ 

ü 

(18) 

2^ 

="»'J(o' 

— "c")" 

0 

(19) 

Sie  liefern 

2(1' 

-li'H«' 

-Ö~ 

1. 

(20)  ds"  -  - 
ili. 

^( 

ud« 

T-p" 

-•)(! 

^). 

(»•-.)»■- 

w;(c'— t 

(21) 

^-!(r 

^ 
-')' 

''"«(a 

-•)(»■ 

-.)('■ 

während   F 
KrammongB] 

Terschwindet,    t 
nien  sein  muß. 

rie    es 

wegen 

der 

Orthogonalität 

der 

Eine  Vereinfachung  der  Formel  (30)  kann  durch  die  Substitution 


iVi 


T>^ 


i-)(i,._.T(7.-.)- •*"-''■'■ 


erzielt  werden,  wo  die  Ausdrücke  links  nach  den  für  u  nnd  v  gel- 
tenden Ungleichheitsbedingungen  reelle  Werte  haben.  Die  Gesamtheit 
der  dargestellten  Kurven  wird  hierdurch  nicht  geändert  (rgl.  §  31), 
d.  h.  u'  und  v'  sind  wieder  als  Parameter  der  Krammungslinien  zu 
betrachten. 
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Die  Formel  (20)  für  ds'  erhält  nun  die  Gestalt 

(23)  ds*  -  (V-  V^(du''  +  dv"), 

wo  ü'  eine  Funktion  von  u',  V  eine  solche  von  v'  allein  bedeatet 
Im  einzelneu  wird 

(24)  ^  -  G'  -  p"  -  r, 

während  F'  gleich  Null  geblieben  ist  Kach  S.  29  sind  die  Bogen- 
elemente  der  Koordinatenlinieo  YW'du'  und  YG'dv;  sie  werden  also 
hier  einimder  gleich,  wenn  man  du'  =  dv'  annimmt.  Man  sagit  in 
einem  solchen  Falle,  die  Fläche  werde  in  unendlichkleine  Qnadrate 
geteilt,  und  nennt  das  Kurrennetz,  das  eine  solche  Zerl^pmg  bewirkt, 
isometrisch.  Hiemach  ei^bt  sich  für  das  EUipsoid  —  und  ebenso 
fOi  die  beiden  Hjrperboloide  —  der  Satz,  daß  die  ExGmmnngslinien 
ein  Netz  iBometriscber  Eurren  bilden. 


Die  Krflmmangiillnlen  der  Farabololde. 
Da«   elliptiscbe  und   das  hyperboliscbe  Paraboloid  werden  dnrch 
die  Oleichong 

dargestellt^  bei  gleichen  und  verschiedenen  Vorzeichen  ron  a  und  h. 
FOr  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  «-Koordinate 
ergeben  sich  die  Werte 


r  —  ~,       s-0,        *  =  j, 

ans  denen  sich  die  Differentialgleichong  der  Krfimmnngslinien  in  der 
Form 

(2)  axyjf'*  +  (Ha*  +  ar»)  -  a(b'  +  y*))y'  -  6ary  -  0 

zusammensetzt.  Transformiert  man  diese  Gleichung  in  der  auf  S.  336 
ang^ebenen  Weise,  so  erhält  man  wieder  eine  Differentialgleichung 
der  Glairautschen  Form,  nämlich 

(3)  V-U  +-b'+-^--- 
Aus  ihrem  Integral 

kann  man  aber  hier  ebenso  wenig  wie  dort  eine  anschauliche  Tor- 
stellnng  von  dem  Verlauf  der  ErOmmangskarren  entnehmen. 
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Kon  läßt  sich  z.  B.  die  Gleichung  des  eUiptischen  Paraboloids 
aus  der  des  EUipaoids  dorch  einen  GrenzQbergang  herleiten.  Man 
darf  daher  erwarten,  daß  auch  die  Hrttaunaagsliiiieii  des  Paraboloids 
durch  Orenzäbergang  aus  denen  des  EUipBoida  werden  abgeleitet 
werden  können. 

Die  Gleichung  dee  EUipBoids  war  (S.  237(10))  in  der  Form 

angenommen  worden.  Hier  ist  x  bevorzugt,  in  der  Gleichung  dea  Para- 
boloids dagegen  g.  Wir  vertauBchen  daher  zunächst  die  Bezeichnungen 
der  Koordinaten  so,  daß  die  Au8gBngBgleichaI^; 

(6)  S  +  ^  +  ;^=' 

wird,  ß  ist  der  Abstand  der  Brennpunkte  des  Hsuptschnitte  y  — ■  0 
Tom  Mittelpunkt. 

Man  verschiebe  nun  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  vermittelst 
der  Substitution 


nach  dem  Brennpunkte  (0,  0,  —  j3),  und  setze  gleichzeitig 

(8)  v-v'^-ß,        y  =  y'  +  ß. 

Da  y  >  /3  war,  so  ist 

/>0. 

Die  Transformation  liefert 


c- 

-s'-y  +  fl 

+  - 

'  +  !? 

2v 

''+V' 

!' 

r 

'fr 

2(r-- 

-7)  +  '- 

-r- 
f 

Unterdrückt  man  nun,  indem  man  ß  unendlich  groß  werden  läßt,  alle 
Glieder,  die  ß  nur  im  Nenner  enthalten,  so  findet  man 

(7)  2(/  +  .-)_|i+__,v;_^. 

Es  ist  w  >  y,  also 

»-'  >  /, 
die  beiden  Nenner  von  x*  und  y*  in  der  Gleichung  (7)  positir,   das 
Paraboloid  ein  elliptisches. 
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Ans  den  Oleichtiugen  der  beiden  Hyperboloide  leitet  msa  in 
deraelbeB  Weise  ab 

(9)  2(,'  +  ,')-^-t^f^y 

Wegen 

jJ>A,    d.h.     ß>X'  +  ß 
und 

r>li>ß,     d.  b.      y'  +  ß>ii'  +  ß>ß 
ist  dabei 

'l'<0,        />p'>0. 

Die  Nenner  in  (8)  sind  also  beide  negativ,  das  Paraboloid  ein  ellip- 
tiscbes,  dessen  konkave  Seite  oacb  der  entgegengesetzten  Riohtang 
gekehrt  ist  wie  die  des  ersten.  In  der  Qleichnng  (9)  ist  der  erste 
Nenner  positiv,  der  zweite  negativ,  die  dargestellte  Fläche  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid. 

Der  Übergang  von  den  drei  Gleichungen  der  Mittelpnnktsfläcben 
zu  (7),  (8)  nnd  (9)  hat  einen  rein  formalen  Charakter;  es  läßt  sich 
also  keineswegs  ohne  nähere  UnterBachang  behaupten,  das  erste  Para- 
boloid werde  von  den  Scharen  der  beiden  anderen  (mit  den  Para- 
metern l'  und  (t")  in  seinen  ErQmmnngslinien  geschnitten.  Nun  gilt 
z.  B.  fGr  die  Schnittkurve  von  (7)  and  (8)  die  Oleichimg 

oder 

(10)  5^  +  <^rrtt^«.__4(,-_,')(j._^'). 

um  zu  prdfen,  ob  sie  mit  (4)  in  Übereinstimmung  gebracht  werden 
kuTin^  hat  man  vor  allem  dort 

'a  —  Sv,        6-2(v'-/} 

zu  setzen.  Denn  daß  in  der  Darstellung  (7)  des  elliptischen  Para- 
boloids,  verglichen  mit  (1),  die  «-Koordinate  noch  um  eine  additive 
Eonstante  g^ndert  ist,  hat  auf  die  Werte  der  partiellen  Ableitungen 
und  demnach  auch  auf  die  Gleichung  (4)  keinen  Einfluß.  Nimmt 
man  nun  noch 

(/-y'Xr-y-) 
vi' 


C ^ 

an,  so  werden  (10)  und  (4)  in  der  Tat  identisch. 
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Wird  BchließUch  ftr 

b'  X'  II    v    y 

wieder 

M      l      fl      V      Y 

goBchrieben  und  sacli  v  als  Parameter  betrachtet,  so  ergibt  Bicb  das 
Resultat: 

Die  Flftcheii  der  drei  Scbaren 

2(,  +  j)  —  :^l-,-^^  kKO) 

(11)  2('  + ")->>- 15^,  (fXKr) 

2('  +  ")-^  +  5(^  (»■<«) 

Bchneiden  einander  in  ihren  KramDinngalimen.  Die  erste  and  dritte 
Schar  besteht  aus  eUiptischeu,  die  zweite  ans  hyperbolischen  Parabo- 
loiden. 

Anf  die  g^eoseitigen  Beziehungen  dieser  Flächen  kann  hier  nicht 
näher  eingegangen  werden.  Bemerkt  sei  nur  noch,  daß  man  durch 
dieselben  SchlQsse  wie  im  vorigen  Paragrt^ben  folgende  explizite 
Darstellung  der  kartesischen  Koordinaten  durch  die  Größen  X,  fi,  v 
erhUt: 

r 

(12)  j,._^(r-i)(r_-**)(!:^rl 

'  — y-(i  + *»  +  *)■ 

Bei  koQBtantem  v  z.  B.  enthalten  diese  Gleichungen  die  Ausdrflcke 
der  Koordinaten  eines  bestimmten  elliptiachen  PaxaboloidB  durch  die 
Parameter  Beiner  KrQmmungslinien.  Für  das  Quadrat  des  Liniea- 
elements  eigibt  sich  ohne  weiteres: 


-^dt^~  du;     y~^^^^dv  =  dv' 


^(r  — f) 


(i8»-(t7'-r)(du' 


Die  KrammongBlinien  bilden  also  anch  auf  den  Paraboloiden  ein  iso- 
metrischeB  Enrrennetz. 
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§67. 

Orthogonals  Eoordinatenllnien. 

Die  Bedingongen  dsfQr,  daß  auf  irgend  einer  Fläche  die  XrUm- 

mungakurTen  die  Eoordinatenlinien  sind,  beatehen  in  dem  gleichzeitigen 

Yench winden   der   beiden   mittleren    FundBmentalgrößen    erster    and 

zweiter  Ordnung.    Denn  die '  Gleichungen 

(1)  ^"=0,        M^O 

besagten,  daß  die  Tanguiten  der  Eoordinateslinien  sowohl  aafeinander 
senkrecht  wie  zueinander  konjugiert  sind.  Ton  der  Differentialgleichung 

(2)  {EM-FL)du'  +  (EK-  GL)dudv  +  {FN-  GM)dv*  -  0 

ansehend,  also  ohne  die  Beziehungen  zum  Dupinschen  Kegelschnitt 

zn  beachten,  kann  man  sie  dadurch  ableiten,  daß  man  fordert,  diese 

Gleichung    solle    die   Integrale    v  —  C,   u^  C    haben,    d.  h.   durch 

äv  —  0,  du  —  Q  erfWt  werden.     Man  erhalt  dann  zunächst 

EM~FL  =  (i 

OM-FN=^0. 

Diese  Relationen  erfordern  aber,  als  homogen  und  linear  in  M  und  F, 

das  gleichzeitige  "Verschwinden  dieser  Größen.    Denn  die  Determinante 

EN—  GL,  die  in  (2)  als  Eoef&zient  von  dudv  erscheint,  kann  nicht 

zugleich  mit  den  Koeffizienten  von  du*  und  dv'  gleich  Null  sein,  wenn 

die  Differentialgleichung  nicht  Oberhaupt  zu   bestehen   aufhören  soll 

PrQfen  wir  nun  die  Vereinfachungen,  die  unter  den  Annahmen  (1) 

mit  den  flächen  theoretischen  Grundformeln  vorgenommen  werden  können, 

und  zwar  zunächst  für  jede  der  beiden  Bediogungen  einzeln.     Es  sei 

F-'O, 
also  die  Eoordinatenlinien  aufeinander  senkrecht.    Die  Christoffelschen 
Verbindungen  aus  den  Fundamentalgrößen  werden  sämtlich  einglied- 
rige Ausdruck^  nämlich 

(3) 

^  '  j        —1  SE  j,         l     äG  j»         1     dG_ 

Ebenso  reduzieren  sich  die  Größen  ^h,  ■  -  •  Vn  '^"^  J^  ^"^  Glied: 

L  M 

"?!!"  ~'e>        "ii»  =  ~  g 
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Die  Werte  (3)  w&ren  in  die  Oaußsehen,  (4)  in  die  Weingarteoscheii 
Gleiclintigeii  emzufOhren. 

Die  elementaren  symmetrischeD  Funktionen  der  Haaptkrftmmnngen 
sind 

und  die  quadratische  Gleichung  selbst,  der  die  Hauptkrümmnngsradien 
genügen,  hat  die  Form 


«  {f-^)(f-^)- 


Jf»-0 


(8)  {LS-  M^o^-  i6L  +  EN)q  +  EG~0. 

Endlich  wird  die  Bestimmnngsgleichung  der  Haupttangenten  oder  die 
Differentialgleicliniig  der  Krilmmungslinien; 

(9)  EMdu'  +  (EN  -  GL)dudv  -  GMdv'  -  0. 

Soll  eine  Fläche,  deren  kartesische  Koordinaten  nrsprßnglich  durch 
beliebige  Variable  u,  v  dargestellt  sind,  auf  orthogonale  Parameter 
u,  v'  bezogen  werden,  so  darf  man  die  eine  Schar  der  neuen  Koordi- 
natenlinien, 

(10)  w'=  y  (h,  v)  •-  conat. 

willkürlich  annehmen.  Die  orthogonalen  Trajektorien,  mit  denen  in 
der  Theorie  der  geometrischen  Differentiationen  beständig  operiert 
worden  ist,  deren  Darstellang  in  der  Form  (10)  aber  dort  nicht  be- 
kannt zu  sein  brauchte,  werden  durch 

J"-0, 
d.h. 

A(«>')-0 

bestimmt.  Nach  der  allgemeinen  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen hängt  nun  die  Lösung  dieser  linearen  homogenen  <}lei> 
chung  erster  Ordnung,  nämlich 

TOQ  der  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zwischen  u  und  v  ab: 
(12)  (Efj-fU).„-(G^J-f||)<i.-0. 
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Bedeutet 

i>(u,  v)  =-  Gonat. 

das  Integral  von  (12),  ao  hat  man  v'  gleich  ^(«,  v)  oder  einer  will* 
kürlichen  Funktion  von  it  zu  setzen. 

Ist  die  gegebene  KnrreuBchar  nicht  in  der  Form  (10),  sondern 
dnrch  eine  Differentialgleichung 
(13)  %^p,du+p,dv~-0 

definiert^  so  tritt  die  Gleichung 
(U)  (Ep,  -  Fp,)du  +  (Fp,  -  Gp,)dv  =  0 

an  die  Stelle  ron  (12).  Sie  entsteht  dnrch  Nullsetzung  der  Fnnktional- 
determinante  der  quadratischen  Differentlalform  A  und  der  linearen 
Differentialform  ^,  (vgL  S.  178). 


EoQJnglerto  Koordlnatenlinlen. 
Es  sei  zweitens 

also  die  Koordinatenlinien  einander  konjugiert.  Von  einer  Tereio&cbung 
der  Koefflzienten  Ton  k~  und  ^-  in  den  Gaufiacfaen  Qleichungen  kann 
hier  zwar  nicht  die  Rede  sein,  aber  w^;eQ  des  Weg&Uens  dea  Gliedes 
mit  X  nimmt  die  zweite '  dieser  Gleichungen  eioe  bemerkenswerte 
Form  an: 

(1)  J!|__T'|i_j-|i_o. 

Betrachtet  man  E,  F,  G  und  damit  J^  und  J,'  als  gegeben,  so  ge- 
nügen also  die  karteaischen  Koordinaten  einer  und  deraelben  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  dea  Laplaceachen  Typus.  Umgekehrt 
fo^  aus  dem  Bestehen  der  Gleichung  (1)  für  x^  x,y,B  die  Bedingung 


d'a: 

äx 

dx 

fiii 

iu 

dt 

8-» 

«» 

Sy 

ä«T. 

die 

8. 

!  gsi; 


-0, 


d.  h.  Jlf  —  0,  wieder. 

Die  Koeffizienten  in  den  Weingartenschen  Gieichnngen  werden 
auch  hier  eingliedrige  Ausdrücke: 
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FL 


nn-" 


Vit  — 

EN 


Die  qaadratiBcheD   Gleichungen   t&i   die  HauptkrOininiingsradien 
und  die  Haupttangenten  lauten: 

(3)  LNq'  -  {OL  +  EN)(f  +  EG-F'~0 

(4)  -FLdu*+(EN-  6L)dudv  +  FNdv'''0. 

Eine  besonders  einfache  Gestalt  nehmen  die  zureite  und  dritte  Fonda- 
mentalgleichnng  an: 

(5) 

Die  Bestimmung  der  Enrrenschar,   die  zu  einer  gegebenen  kon- 
jugiert ist,  erfordert  die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

(6)  (j,|^-J,||)|-^+(iU-M||)|-l--0, 
4  t 

die  auf 

(7)  (i  If  -  J^-8-J)  <*»  -  (»1;  -  ""ll)  <'»  -  0 

{Qhrt.    Der  Gleichung  (14)  des  vorigen  Par^raphen  entspricht  hier 

(8)  (Lft  ~  Mpi)du  +  (Mpt  -  Np^)dv  -  0. 

Die  linke  Seite  ist,  von  einem  Zahlenfaktor  abgesehen,  die  Fuaktional- 
determinante  tod  B  und  ^q. 


Die  ErimunungBkurven  eis  Eoordinateullnlen. 
Formeln  von  Bodrlgues.  Formel  von  Bertrand. 
um  die  Krilmmungskurven  als  Koordinatenlinien  zu  kennzeichnen, 
hat  man  die  Annahmen  in  den  beiden  letzten  Far^p'aphen  mit  ein- 
ander zu  verbinden.  Wegen  des  unmittelbaren  Zusammenhanges  der 
KrQmmnngBlinien  mit  den  Haupttaugenten  und  HauptkrOmmnngea 
können  die  Parameter  dieser  Kurven  als  Hauptparameter  der  Flüche 
bezeichnet  werden.  Die  GauQsche  Gleichung  §  68  (1)  geht^  wenn 
fOr  die  Koeffizienten  J^  und  J',  ihre  Werte  aus  g  67  (3)  eingesetzt 
werden,  in 
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^  '  ditdv       2£  dv  a«       8(?  du    dt 

Qber,  Besonders  einfach  aber  verden  jetzt  die  Weingartenschen 
Gleichnngen,  deim  Dach  §  67  (4)  fOr  Jlf '  0  oder  §  68  (2)  fOr 
F—0  ist 

(2)  In-  -  -£  »      Va  -  0,       %  -  0,       »„  -  -  -g-, 

also 

,ov  dX  L  dx         dX  Jf  dx 

Die  Hsnptkrfimmungen  lasaen  bicIi  rational  durch  die  Fnodamental- 
gröBen  ansdrflcken: 

(i)  «i-E'        "»--ff- 

Bei  dieser  Schreibweise  wird  vorausgesetzt,  dafi  unter  den  Krfimmang»- 
linien,  etwa  durch  die  Ungleichung  n^  >  tt,,  eine  bestimmte  Folge 
festgesetzt  sei,  and  daB  dann  die  erste  KrÜmmnngakorTe  als  Eoor- 
dinateulinie  v~  C  angenommen  werde. 

Für  einen  beliebigen  Nonnalschnitt  bestimmt  die  Formel 

*•  -^  ""  Eitt'+ffdö' 

den  Wert  der  KrOmmung. 

Die  Beziehung  zwischen  zwei  beliebigen,  auf  einander  senkrechten 
Tangenten  wird  durch 

(ti)  Edudu+Gdvdv  =  0 

gegeben,  und  die  zwischen  zwei  konjugierten  Tangenten  durch 

(7)  Ldudu-hNdvdv  =  0, 

woraus  fflr  die  asymptotischen  Richtungen  die  Gleichung  folgt: 

(8)  Ldu'  +  Ndv'  -  Ö. 

Fahrt  man  auch  in  die  zweite  und  dritte  Fundamentalgleichui^  §  68  (5) 
die  Werte  der  GrdBen  J  aus  §  67  (3)  ein,  so  erhält  man 


(9) 


da         i\E^  Gl  du 


Unter  Benuizmig  tod  (4)  Iftsaen  Bich  diese  Gleichongen  scbreibea: 


(10) 


l-:+i(»,-«.)'t-^-o 
'^  +  ;{».-».)"r.°-«. 
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oder  BDcli: 

(1.)  a.--('-Ja. 

du       ZG'V-       fj3u       "■ 

Ana  (10)  folgt  in  Verbindang  mit  §  67  (3)  nmgekehrt: 

j'  _       ^       9n,  j,  __       1       3«, 

•       n,  — H     9r  '  *       n,  —  n,  du 

(12) 

EUmiiiiert  man  die  Fnodamentalgrößen  aas  (3)  und  (4),  so  er- 
gibt sich 

/■t  n\  dX  _    3*  32  dx 

oder 

(1^)  3»  ~  "  *i  3^ '  37  -  -  9»  ST  • 

Es  seien  dx  und  dX  die  Differentiale  von  x  und  X  beim  Fortgaoge 

Hngs  einer  Krümmnngslinie,  also  för  die  erst«  dx  —  —du,  f&r  die 

zweite  dx  —  ^-dv,  usw.    Dann  folgt  aus  (14) 

(15)      da:  -  -  (f^dX,    dy p^rfF,    dz  —  ~  it.dZ         {i  -  1,  2). 

Dies  sind  die  Formeln  von  Kodrigues.  Ihre  linken  Seiten  sind 
den  RichtungskoBinoa  einer  Erümmungalinie  proportional,  die  rechten 
Seiten  den  Kichtangskosiniis  derjenigen  Kurve  auf  der  Einheitekugel, 
die  der  Entmmungshnie  bei  der  Abbildung  durch  parallele  Nor- 
malen entspricht.  Die  Tangenten  der  Krümmnngslinie  nnd  ihres 
sphärischen  Bildes  sind  demnach  in  entsprechenden  Punkten  einander 
parallel. 

Ohne  jede  Spezialisierung  der  Eoordinatenlinien  muß  sich  diese 
charakteristische  Eigenschaft  aacb  aus  den  allgemeiaen  Frenetschen 
Formeln  ablesen  lassen.  Alle  Größen,  die  sich  auf  die  erste  Er&mmungs- 
linie  beziehen,  mögen  durch  den  Index  1  gekennzeichnet,  also 
namentlich  auch  @,  statt  &  geschrieben  werden.  Da  die  orthogonalen 
Trajektorien  einer  Schar  von  Erümmungskurven  mit  der  anderen 
Sohar  dieser  Kurven  identisch  sind,  80  bedeutet  &'  die  geometrische 
Differentiation  längs  der  zweites  Krümmnngslinie;  fflr  diese  soll  der 
Index  2  gelten.  In  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  ist  ^  —  0 
zu  setzen.     Dann  wird  (S.  55  und  200—201) 
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(b)  .  «,A--ftA 

(o)  ®,!X  —  —  «jjli 

(b')                                  Ö,^j-P,^j+«jX 
(c')  ÖgX n,^. 

Um  aach  die  imtioiiale  Form  der  Fundamentalgleichungen  für 
die  ErEImmangelinien  ale  Qrandkarren  anzugeben,  ao  lautet  die  Boiuiet> 
■che  Foimel 

(A)  «,ffi  +»i9t-9{~9i~  ».«.  =■  0, 

nnd  die  beiden  anderen  äleichungen 
,ß-,  Ös«i  ~  (»»1  -  «.)?!  ■=  0 

Sie  fo^en,  wie  sich  von  selbst  Tersteht,  aus  (9)  wieder,  wenn  man 
die  Transformation  dieser  Oleicbungen  in  solche  zwischen  rein  geo- 
metrischen Größen  zn  Ende  bringt,  also  nicht  nur,  wie  beim  Über- 
gang zn  (10)  geschehen,  die  Normalkrümmnngen,  sondern  auch  die 
Tangentialkrflmmungen  der  ErKmmungsliDien  einffihrl 

Ffir  eine  TJmdrehungsääche  erscheinen  die  Bedingungen  F—  0, 
M^O  als  Folge  der  Darstellung  S.  101(10).  Die  Edimmungslinien 
dieser  Flächen  bestehen  also  aus  den  Meridianen  und  den  Parallelkreisen. 

Die  in  diesem  Paragraphen  behandelte  Spezialieiernng  der  Koordi- 
nstenlinien  möge  endlich  beispielsweise  zur  Bestimmung  eines  Vor- 
zeichens benutzt  werden.  Stellt  man  die  Formel  S.  197(24)  mit  der  des 
Eulerschen  Satzes  (S.  84(8))  zusammen,  so  erhält  man  fKr  die  geo- 
dätische Windung  die  Oleichnng 

t'  —  («,  —  «,)'  sin  *w  cos  *w , 
Hierin  kuin  unter  w  der  Winkel  verstanden  werden,  der  durch  posi- 
tive Drehung  der  ersten  Haupttangente  bis  zum  Zusammenfallen  mit 
der  Tangente  der  betrachteten  Karre  entsteht  Nun  wird,  wenn 
^(u,  v)  —  C  die  Darstellung  dieser  Enrve  ist,  für  t  also  der  Ausdruck 
S.  194(11)  gUt,  unter  der  Annahme  f-0,  M=0: 


(OL  —  EN) 
t  — 


dip  dip 


oder,  wegen 


"^»(^(a-D+^d:-)") 

i-i«,,        N-On,, 


D.qil.zMByG001^IC 


S56  VIL  Abtchnitt.    §  69—70. 

'""^"(ifMir" 

Die   trigonometriscben  Funktioaen   tod   w   folgen   aaa   8.37(18,19) 
für  i>  —  v: 


Demnach  wird 

""■■      l/»(|j)"+-(f 

(16) 
oder 

(  — («j  — »,)cosw8inM>* 

(17) 

^  =  v(«.-«i)BinaM'. 

Diese  Formel  rfibii  von  Bertrand  her. 

Da  nur  2w  vorkommt,  so  kann  w,  wie  auch  aonst  daa  Fortgangs- 
prinzip  ISnga  der  Kurve  angenommen  sein  möge,  <  x  vorausgeeetzt 
werden. 

§70. 
AsymptoteDkuTren.    Ihre  Beatimmttng  für  die  geradlinigen  Flftohen. 

Im  §  64  (S.  233)  ist  ein  zweites  Netz  von  FlUchenkurven  er- 
wähnt worden,  die  ebenso  wie  die  Erfimmungalinien  durch  das  Ver- 
schwinden einer  speziellen  geometrischen  Größe,  und  zwar  der  Kormat- 
krümmung  n,  gekennzeichnet  werden,  aber  im  Gegensatz  zu  den 
Erümmungslinien  nur  auf  negativ  gekrQmmteu  Flnchen  existieren. 
Sie  werden  durch  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zweiten 
Grades 
(1)  Xrfw*  +  2Mdudv  +  Ndv'  =  0 

bestimmt.  Auch  im  Hinblick  auf  die  Theorie  des  Dupinschen  Kegel- 
schnitts sind  sie  den  ErUmmungskurven  an  die  Seite  zu  stellen. 
Während  nämlich  die  Tangenten  dieser  Linien  überall  mit  den  Haupt- 
achaen  des  (in  die  Tangentialebene  verlegten)  Dupinschen  Eegelschnitts 
zusammenfallen,  entsprechf>n  die  Tangenten  der  Eurven  (1)  den  Asym- 
ptoten des  EegeUchnittea.  Die  Linien  selbst  heißen  deshalb  Aeym- 
ptotenkurven  der  Fläche. 
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Eine  ihrer  Scharen  ]&&t  sich  ffir  eine  ausgedehnte  Klasse  von 
Flächen  sofort  angeben.     Es  seien 

(2)  a;  —  fl;,  +  öM,         y  =  Va+  *«)         «  —  ^o  +  cw 

die  Gleichungen  einer  geraden  Linie,  wo  die  Terscbiedenen  Werte  von 
u  den  verschiedenen  Punkten  der  Geraden  entsprechen.  Denkt  man 
sich  Xf„  pQ,  ^0,  a,  b,  c  als  Funktionen  eines  Parameters  v,  so  hat  man 
es  mit  einer  Schar  von  Geraden  zu  tun,  deren  geometrischer  Ort  eine 
geradlinige  Fläche  genannt  wird. 

Da  die  drei  kartesi sehen  Koordinaten  der  Fläche  den  Para- 
meter u  nur  im  ersten  Grade  enthalten,  so  genügen  sie  der  partiellen 
Differentialgleicfau  n  g 

-0, 


3^ 
3«' 


was  nach  der  Definition  der  ersten  Fundamentalgröße  zweiter  Ordnung, 

das  Verschwinden  dieser  Größe  nach  eich  zieht  Infolgedessen  hat 
die  Differentia^leichnng  (1)  das  partiknläre  Integral  v  —  const.,  d.  h. 
die  t4-Linien  sind  Asymptotenlinien.  Die  zweite  Schar  wQrde  durch 
Integration  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  ersten  Grades 

Mdn  +  Ndv  -  0 
bestimmt  werden. 

Der  hiernach  für  die  geradlinigen  Flächen  geltende  Satz,  daß  die 
eine  Schar  ihrer  Asymptotenlinien  mit  den  Erzeugenden  zusammen- 
fällt, kann  auf  bestimmte  Flächen  zweiten  Grades  angewendet  werden. 
Auf  die  Kegel-  und  Zylinderfiächen  allerdings  nicht  in  dieser  Form; 
denn  fflr  sie  ist  LN  —  M*  —  0,  und  beide  Scharen  von  Asymptoten- 
linien fallen  mit  den  erzeugenden  Geraden  zusammen.  Dagegen  kann 
von  einem  Netz  von  Asymptotenlinien  auf  den  beiden  einzigen  konvex- 
konkaven Flächen  [^weiten  Grades  {S.  82),  dem  einschaligen  Hyper- 
boloid und  dem  hyperbolischen  Poraboloid,  die  Rede  sein.  Und  da 
jede  der  beiden  Flächen  auf  zwei  verschiedene  Arten  durch  Bewegung 
einer  geraden  Linie  entstehen  kann,  so  müssen  die  Asymptotenlinien 
in  ihrer  Gesamtheit  mit  den  Erzeugenden  Obereinstimmen.  Sie  können 
mithin  ohne  Integration  ToUständig  angegeben  werden,  wenn  die 
F^hen  in  der  Form  (II),  z.  B.  durch  die  ein^hsten  Gleichungen 

KuoblittlohiDUIeniilUIgMmetriii.  IT 
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definiert  sind.  Wollte  man  d^egen  z.  B.  für  das  Hyperboloid  von 
der  Darstellung  der  kartesischen  Koordinaten  durch  die  Parameter  der 
Erümmungskurren  ansgehen  (vgl.  §  65),  so  wQrde  man  bei  der  Be- 
stimmung der  Asymptotenliniea  auf  das  Eolerscbe  Integral  der  nach 
ihm  benannten  Differentialgleichung  geführt  werden. 

Zu  den  geradlinigen  Flächen  gehört  ferner  beispiels weise  die 
Schraub enflä che.  Sie  wurde  durch  eine  Gerade  erzeugt,  die  eine 
feste  Achse  stets  senkrecht  schneidet  and  sich  dabei,  so  bewegt,  daß 
die  Strecken,  um  welche  der  Schnittpunkt  auf  der  Achse  fortrückt, 
den  Winkeln  proportional  sind,  um  welche  die  Gerade  sich  dreht  (S.  23). 
Die  Fläche  war  durch  die  drei  Gleichungen 

a:  ■=  H  cos  « 
(3)  y  —  w  ein  r 


dargestellt;  auch  konnte  man  eich  mit 

(4)  2  =  5arctg| 


Wird  davon  abgesehen,  daß  auf  der  Scbraubenfläche  die  eine 
Schar  von  Asymptotenlinien  yon  Tomherein  bekannt  ist,  so  kann  die 
Fläche  als  einfaches  Beispiel  fflr  die  Bestimmung  dieser  Linien  unter 
der  Annahme 

(in)  s  —  e{x,y) 

dienen.     Als  Differentialgleichung  (1)  ergibt  sich 
(5)  rdst^  +  2sdxdy  +  tSy"  -  0 

und  im  besonderen  folgt  aus  (4) 

(6) 

ihxy  bij/*~x')  —2bxy 

'■""C^'  +  yy'       "=  (x'-i-y')"        '""(P"+yV' 
also 

(7)  xydx^  +  (y*  —  x*)dxdy  —  xydy*  —  0 
oder 

(8)  (ydx  —  xdy)  (xdx  +  ydy)  =  0. 
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Von  den  beiden  Integralen  dieser  Differentialgleichong, 

(9)  y  =  cx,     x^^■y*=  c; 

liefert  das  erste  eine  Ebene  durch  die  Achse  der  Schraubenfläche,  das 
zweite  einen  Ereiszylinder  mit  derselben  Achse.  Die  Asymptoten- 
linien  bestehen  also,  außer  ans  den  erzeugenden  Geraden,  aus  einer 
Schar  von  Schraubenlinien.  Denn  solche  Kurven  werden  nach  S.  18 — 19 
für  konstantes  u  durch  die  Gleichungen  (3)  dai^stellt. 

§  71. 

Sigenaohaften  der  Aeymptotenlinlen. 

BeBtimmnng  dieser  Kurven  anf  den  UmdrehnngsMohen. 

Ist  eine  Asymptotenlinie  nicht  gerade,  so  hat  sie  eine  Schmiegungs- 

ebene,  and  diese  muß,  wie  aus  n  =>  £  cos  (n,  h)  (S.  59)  hervorgeht,  die 

Fläche  berfihren.     Direkt  nach  §  2  und  15  aufgestellt,  wflrden  die 

Bedingungen  dafQr 

P:  Q:E  =  X:Y:Z 

Sem.     Infolge  der  Relationen 

Pdx+  Qdy  +  Bde  =  0 
Xdx  +  Ydy  +  ZdB~0 

sind  sie  aber  einer  einzigen  äquivalent,  die  man  dahin  aussprechen 
kann,  daß  die  rektifizierende  Ebene  die  Fläcbennormale  enthält, 

1  p    «   a  1 

!  da;    dy    Ä*  I  —  0. 
\  X     Y    Z   \ 
Wegen 

Qde  —  Rdy  —  ds'd^x  —  dxdsd*s,  . . . 

(S.  9  (12))  ^t  sich 

2^d*x  -  0 

schreiben.     Man  wird  also  auf 

Ldu*  +  2Mdudv  +  Ndv*  =  0 
zortlckgefilhrt. 

In  der  Gestalt 

(1)  ^dxdX^a 

(S.  74  (3))  besagt  die  Bedingung,  daß  die  Tangente  einer  Asymptoten- 
linie und  die  Tangente  ihres  sphärischen  Bildes  in  entsprechenden 
Ehinkten  anfeinander  senkrecht  stehen. 
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Nach  der  Theorie  des  Dopinscben  Kegelschnitts  sind  die  KrOtn- 
mui^ktirTeii  die  Winkelhalbiernngslinien  der  Asymptotenkurren. 
Sollen  die  letzteren  allenthalben  aufeinander  senkrecht  stehen,  ebenso 
wie  die  KrOmmangslinien  es  tan,  so  muß  die  Bedingung 

(2)  GL~2FM  +  EN-0 

gelten;  sie  ist  notwendig  und  hinreichend.  Nach  S.  77(19)  besagt 
sie,  daB  f(ir  alle  Ftachenpunkte 

n,  +  «,  -  0 

ist.  Man  kommt  auf  diese  Bedingung  bei  der  Fr^e  nach  den  Flachen, 
die  bei  gegebener  Begrenzung  den  kleinsten  Flächeninhalt  eiDSchließen, 
und  bezeichnet  infolgedessen  die  durch  das  Verschwinden  der  mittleren 
Erflmmung  ^(ttj  +  **t)  gekennzeichneten  Gebilde  als  Minimalflächen. 
Außer  dem  schon  im  §  31  betrachteten  Katenoid  gehßrt  z.  B.  die 
Schranbenfläche  zu  den  Minimalfläcben.  Denn  aus  den  Werten  (6) 
dea  vorigen  Far^raphen  folgt  unmittelbar 

(3)  {l  +  g')r-2pqs  +  {\+p')t^0, 

und  diese  Gleichung  ist  nach  S.  80(12)  mit  lf«-0  gleichbedeutend. 
Koch  §  37  sind  diese  beiden  speziellen  Minimalflächen  aufeinander 
abwickelbar. 

Die  Differentialgleichung  der  Asymptotenkurren    möge  fOr  eine 
beliebige  ümdrehnngsfläche  aufgestellt  werden.    Aus  S.  101(10)  folgt 
dv  dt        de   dy  -/  i 

Sit   9r  öu    ölf  I   \   I 

ix  cy  _  dy   Sx 

und  hieraus,  da  der  Größe  u  als  Radiusvektor  das  poeitire  Zeichen 
beigelegt  werden  kann, 

X  -  -    -/?'   -  CO«  V 

(4)  r ,/.'"'     -,  »ini> 

z-     --'      - 

i/i+rw 

Die  Fundamentalgrößeu  erster  Ordnung  waren  (S.  102  (12)) 
(6)  E-l+f{,i)',        F-0,        O-«', 
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und  die  der  zweiten  Ordnung  werden 

Die  Gleichungen  i^=  0,  M=  0  kennzeichneten  die  Eoordinabenlinien 
als  Erfimmungskurven  (S.  255).  Das  Problem  der  Asymptotenlinien 
f&bii  auf  die  Differentialgleichung 

die  durch 

gelöst  wird.  Die  Asymptotenkurren  auf  den  Umdrehungsflächen  lassen 
sich  also  durch  Quadraturen  beBtimmen.  Man  sieht  (vgl.  S.  99 — 100), 
daß  die  Kurven  nur  dann  eostieren,  wenn  die  Meridiankurve  gegen 
die  Achse  der  Fläche  konvex  ist. 

§72. 
Die  Asymptotenkurren  als  Soordinstenllni^i. 
Für  die  Annahme,  daß  das  Netz  der  Eoordinatenlinien  mit  dem 
der  Asymptotenkurven  znaammanfäUt,  gelten  die  Gleichungen 
(1)  Z  =  0,        N=0. 

Dann  wird 

FJlf  EM 


aUo 
(3) 


(5)  ir--i^,      K--s:, 

Die  Beziehung  zwischen  zwei  konjugierten  Tangenten  iet 

m  '^  +  31-». 

und  die  DiffervntialgleicliTmg  der  KrümmungBlinieD 
(8)  Edit'  -  Gde'  -  0 
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%1- 

In- 

0, 

¥i 

H'. 

-^1') 

?(- 

-< 

+^i:) 
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zerfällt  in 

YEdu  +  yädv  -  0,        VEdu  -  YGdv  -  0. 
Die  zweite  und  dritte  Fnndamenta^leichaiig  nehmen  die  Form  an 


SlogM 


(9) 


ll»?:^_(j;'_j;)„0. 


Auf  die  Belationen  zwischen  den  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung 
und  ihren  Ableitungen,  die  man  aus  den  drei  Fundamentalgleichungen 
durch  Elimination  von  M  herleiten  kann,  soll  hier  nicht  einf^egangen 
werden. 

Die  kartesischen  Koordinaten  genügen  den  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen 

(10)  w— ^.a.+-^.-.. 

Ein  SpezialfoU  der  ersten  ist  oben  bei  den  geradlinigen  Flächen  be- 
nutzt worden. 

Das  Linienelemeot  der  Einheitskogel  wird  durch  die  Großen 

nu  n      ^^'        <^  ^-W'         ffl      ^^' 

(11)  ffi-j,,-,       g j..  ,       ® j., 

bestimmt,  die 

(12)  da*  =  ^{Edu*  -  2Fdudv  -|-  Gdv^ 
liefern. 

§73. 
Bedingangen  ftir  die  Isometrie  eines  EurrennetBeo. 

In  den  Paragraphen  65  und  66  ist  gezeigt  worden,  daß  die  Mittel- 
punktsflächen zweiten  Grades  (vom  K^el  abgesehen)  und  die  Para- 
boloide  durch  ihre  Krümmungslinien  in  unendlichkleine  Quadrate  ge- 
teilt werden.  Dasselbe  gilt  für  die  Umdrehungsäächeu  (vgl.  S.  103(16)). 
Man  aberzeugt  sich  leicht,  daß  diese  Eigenschaft  nicht  allen  Flächen 
zukommt;  doch  gibt  es,  wie  GauB  bewiesen  hat,  auf  jeder  gegebenen 
Fläche  unendlich  viele  Netze  iaometrischer  Kurven. 

Unter  den  Bedingungen  für  ein  solches  Netz  ist  die  der  Ortho- 
gonalität  enthalten,  die  man  in  ihren  verschiedenen  Formen,  je  nach 
der  Darstellung  des  Kurvennetzes ,  aus  §  13  entnehmen  kann.  Eine 
zweite  Bedingung  ergibt  sich  durch  folgende  Überlegung. 
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Es  sei  (Fig.  14)  j4„  ein  beliebiger  FULchenpunkt,  betrachtet  als 
Schnitt  zweier  Kurven  des  Netzes.     Der  Fortgang  zu  t 
harten  Punkte  auf  einer  dieser  Linien   werde,  je  nach- 
dem er  längs   der  ersten   oder   zweiten   Tollzogen   wird, 
durch  das  Zeichen  d,  oder  d^  gekeonzeichnet.    £s  sei  also 

Nach  willkürlicher  Annahme  eines  der  beiden  Punkte  Ai^ 
kann  der  andere  durch  die  Bedingung 

(1)  d^s  =  d^s 

bestimmt  werden.  Das  unendlichkleine  Viereck  A^^A^fA„Ail,  das 
Ton  zwei  Knrvenpaaren  des  Netzes  begrenzt  wird,  ist  dann  mit  be- 
liebiger Qenaaigkeit  als  Quadrat  zu  betrachten.     Denn  man  hat 

Aj^Ajt—djS  +  d^djS 

Nun  mSgen  femer  die  Punkte  A^^  und  J^j  durch   die  Festsetzungen 

bestimmt  sein.    Da 

A,tA,f=  diS  ^  didiS 

ist,  so  folgen  daraus  die  Beziehungen 

(2)  d,diS  =  (f,Ä,a 

(3)  did^s  —  dtdiS. 

Wird  durch  A^^  die  zweite,  durch  Agi  die  erste  Kurve  des  Netzes 
gezogen,  so  erscheinen  auch  die  beiden  unendlichkleinen  Vierecke 
AjjA^gA„Ajf  und  AJ^A„AgJA^^  als  Quadrate.  Das  vierte  in  der 
Figur  vorhandene  Viereck,  A^^A^^Ag^A^^,  ist  jetzt  völlig  bestimmt. 
Soll  es  ein  Quadrat  sein,  so  muß  die  Bedingung 

AiiAff  =  AjfA^^, 
d.h. 

d,s  +  dfd^s  +  di{diS  +  d,diS)  =  d^s  +  d^d^s  +  ifj((^s  +  dj^s) 
oder,  nach  Hinzuziehung  von  (1,  2,  3), 

(4)  d^d^d^s  ~  dtd^d^s 
bestehen. 
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Maa  kann  sie  Ton  den  Differentialen  befreien,  indem  man  die 
Riohtungskosiuus  der  Tangenten  der  beiden  Karren  einfSbrt,  fdr  die 
in  den  hier  benntzten  Bezeichnungen  die  Formeln 


gelten.  Es  folgt  i^mlich  aus  der  Bedeutung  von  <2,  und  d^  und  den 
Grundeigen  Schäften,  die  von  den  funktionalen  Ausdrücken  der  karte- 
sischen  Eooriiiiiaten  immer  vorausgesetzt  worden  sind, 

djdiX  —  äid^x, . . ., 
d.  h. 

di{Ad^s)~di{Ä'dfS),..., 

Äd^d^s  -}-  d,s  .  djA  "  A'didfS  -f-  djS  .  diA',, .... 

Multipliziert  man  die  drei  Gleichungen  mit  A,  B^  C,  dann  mit  A', 
B',  C   und   addiert  jedesmal,   so  findet   man   unter  Benutzung    von 

zaa:  =  0 

d^diS  =-  d^s^AdfA' 

Nun  ist 

^AdiA'  =  diS^A  -'-f'  =  ä^s^AeÄ 

—  —  diS^A'&A  —  —ffdiS 
nach  8.  55(15),  nad  entsprechend 

^A'd^A  =  —  d^s^A&'  A^  =  —  g'd^s. 
Mithin  wird 

Setzt  man  ans  diesen  Formeln  d^d^s  nnd  d^d^s  in  (4)  ein,  so  erhält 
man  mittels  (1,  3,  3)  und  der  Formeln  (5,  6)  selbst: 

(7)  eg  =  &'{,'. 

Um  zu  prüfen,  ob  diese  notwendige  Bediugnng,  wenn  nur  von  rom- 
herein    das   Kurvennetz   als    orthogonal    vorausgesetzt    wird,    i^r   die 
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iBometrie  auch  hinreicht,  nehme  man  die  beiden  Sehareo  des  Netzes 
als  Eoordinatenhnien 

b'  _  C,        u'  -  0' 

an.    Naoh  S.  140(11)  ist  Sil  P —  0 

,/  =  „ 1  _  a«; 


und  ferner  hat  man 


Demnach  wird 


•>iaj      a„\         1      »   /"     1      3^\         18/1      80'\ 

1      8   /   1    3 log£'\ 1_   8   /  1    8IogC'\ 

~V'i8""AV8-     8/  ^      'ys f'W^'    '"'    / 

la'iogE^     i_  8' logg' 

—  YE'G'   8V3m'  ~  yö'i"   8«'2t>' 
Ana  (7)  fo^  mithiu 

oder 

wo  i.  eine  Funktion  von  u   tind  v'  bedeutet.     Fflr  das  Quadrat  des 
Linienelemente  gilt  »Iso  die  Formel 

Verändert  man  die  darstellenden  Parameter  der  beiden  KurrenBcharen 
dnrch  die  Substitution 

q)(u")du'  —  dUi,        ^{v')dv'  =  dvi, 
womit 

(9;  ds»  =  l(du[  +  dv\) 

wird,  80  erhält  man  fQr  dUf  ="  dv^ 

d^s  -=  d,s , 
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Bodaß  in  der  Tat  ein  beliebigee,  durch  zwei  Pa&re  benachbarter  Ko- 
ordinatenlinien  begrenztes  Viereck  ab  Quadrat  betrachtet  werden 
kann.     Das  heißt: 

Die  Bedingungeo 

SMogf- 


(10) 


sind  für  die  Isometrie  des  Koordiuateunetzes  notwendig  und  hin- 
reichend. Und  da  die  zweite  von  ihnen  nach  (8)  aaf  (7)  zurückführt, 
so  erweist  sich  diese  Gleichung  mit  der  Orthogonalität  zuBammen 
als  iilr  die  Isometrie  eines  beliebigen  Kurrennetzes  auch  hinreichend. 

§M. 
Beatimmung  isometriaoher  EnrreniietBe. 
Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Fläche  auf  ein  Netz  isometrischer 
Kurven    zu    beziehen,    läßt   sich   so   aussprechen:    Das   Quadrat   des 
Linienelements  soll  auf  die  Form  (9)  oder 

E'(du*  +  dt;'') 

gebracht,  also  u',  v    und  E'  der  Gleichung 

(1)  Edu'  +  2Fduäv  +  Gdv'  =  E'(du*  +  dv'*) 

gemäß  bestimmt  werden. 

Die  ElammergröBe  auf  der  rechten  Seite  kann  man  in  die  beiden 
konjugiert -komplexen  Faktoren  du  ±  idv  zerlegen  Führt  man  eine 
solche  Zerlegung  auch  auf  der  linken  Seite  ans,  so  nimmt  die  Glei- 
chung (1)  die  Form  an 

iyEdu+^^fdv){VEdu+?y^:'dv) 

(2) 

^  ^  =  E'(du  +  idv'){du'  -  idv). 

Es  sei  <l  ein  integrierender  Faktor  des  ersten  der  beiden  Differential- 
ausdrücke  links,  also 

XiYEdu  +  ^-'^--dv)  -  Ä(P  +  iQ), 
yE 

wo  P  und  Q  ENinktionen  von  w  und  v  bedeuten.  Die  Bestimmung 
von  X  aus  der  partiellen  Differentialgleichung 


D.qil.zMByG001^IC 


Beatunmtmg  ieomebriacber  Karvennetie.  267 

erfordert  die  Lösung  der  gewSlmlichen  Diffeientialgleichung 

(3)  yEd«  +  !^^dv-0. 

Hat  maa  deren  Integral  anf  ii^end  einem  Wege  gefunden  nad  in 
die  Form 

P  +  iQ  =  C 
gesetzt,  so  mofi  für 

^  —  li  +  vi 

bei  passender  WabI  von  ft  nnd  v  die  Beziehung 

\E 
stattfinden.    Mit  ihr  gleichzeitig  gilt 

0  -  v%)(^Edv.  +  -  7— dv)  =  dP-idq. 

yE 

Durch  Multiplikation  beider  Gleichungen  ergibt  sich  eine  Formel,  die 
mit  (2)  identisch  wird,  wenn  man 

setzt.     Die  ÄuMndung  zweier  Scharen  von  Linien,  fOr  die 

F/^G',         J"  -  0 
wird,  hängt  also  ab  von  der  Integration  der  Gleichung  (3)  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
nnd  zweiten  Grades 

(4)  Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv'  -  0. 

Allerdings  sind  fi  und  v  Funktionen  von  u  und  v,  während  E'  als 
Funktion  von  u'  \mä  v'  erklärt  ist  Wenn  aber  einmal  die  Inte- 
gration von  (3)  oder  (4)  geleistet  nnd  damit  der  funktionale  Zusammen- 
hang zwischen  u,  v  und  u',  v'  ermittelt  ist,  so  kann  -,  y  ^  in  eine 
Funktion  von  u'  und  v   umgesetzt  werden. 

Angenommen  nun,  es  sei,  gleichviel  auf  welche  Weise,  noch  ein 
zweites  isometrisches  Kurvennetz  gefunden,  und  es  sei  für  dieses: 

ds'-E.CrfwJ  +dv\). 
Dann  besteht  also  die  Gleichung 

(5)  E'(du''  +  dO  =  E^{dH\  +  dvl). 
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Die  GröSeo  u^,  v^  sind  Funktionen  der  urBpritnglichen  Koordintiten 
u  and  V,  olao  aaoh  Funktionen  von  u'  wid  v.    Setzt  man 

dw,  =  ,-i  du'  +  =^  dv' 
80  folgt  aus  (ö): 

3w,  8Ui   ,   3v,  Sy,       ^ 

Die  letzte  Gleichung  ist  das  Ergebnis  der  Elimination  tod  a  ans 
3o,         du,  dv,  1  a«, 

Werden  diese  Werte  in  die  rorhei^eliende  Kelation  eingesetzt,  so  er- 
gibt sieb  für  e  =  ±  1 

gu,         3«,       et>,        de,     _  du, 

dv''^^''du       *0u'"'        dv-"      *aü'' 
Eieraus  folgt  weiter 

ßp'  9u'  1         cu         ' 

d.  h.  die  Größe 

M,  +  »Wj  =  <a 

genügt  als  Funktion  von  m'  und  v'  der  linearen  partiellen  Differential' 
gleicbung  erster  Ordnung 

du^"df>'' 
Ihre  aUgemeine  Lösung  ist 

M  =*  93{«'  —  siV) 

für  qo  als  wiUkarlicbe  Funktion.  Hiemacb  müssen  sieb  u^  und  Vj 
aus 

(6)  «,  +  i.,-y(„'±ii,') 

durch  Trennung  des  BeeUen  und  Imaginären  ergeben.  Versteht  man 
unter  ^{m'  +  iv)  die  zu  y(«'  ±  iv)  konjugierte  Funktion,  d.  h.  die- 
jenige, die  aus  ibr  hervorgeht,  wenn  überall,  auch  in  den  etwa  ror- 
kommenden  komplexen  Eonstanten,  i  mit  —  i  vertauscht  wird,  so 
kann  man  auch  die  Gleichung 

(7)  «,-J«i-i(.(H':f  tu') 
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hinznnehmen  und  u^,  v^  auB  (6)  und  (7)  beetimineii.  DaB  umgekelut, 
wenn  in  den  Qleichnngen 

»1  +  »'"i  —  vi"'  +  *"')»         "i  —  »"i  =■  ^i"'  ~  '"') 
odeT 

»1  -f-  tp,  —  <p(«'  —  (»'),        »1  —  tu,  —  il^(u  +  iv') 

unter  <p  eine  beliebige  Funktion  verstanden  wird,  die  Kurven  u,  =  conBt, 
v,  •*  const.  ein  iBometrisclies  Netz  bilden,  ergibt  aich  unmittelbar. 
Denn  m&n  erbält 

du\  +  du»  =  9'(«'  ±  **•■')*'(«'  T  iv')(du*  -f  dv'*) 
oder,  bei  Hinznaahme  yon  (1), 

<'»■-/♦■(''«!  +  '''■:)■ 

Es  sind  kIbo  auch  für  die  Parameter  u^,  c,  die  ernte  und  dritte 
Fimdomentalgröfie  erster  Ordnni^  einander  gleich,  die  zweite  gleich  KuU. 

Hiernach  können  achlieBlieh  alle  isometrischen  Eurvennetze  auf 
einer  Fläche  als  bekannt  angesehen  werden,  wenn  einea  von  ihnen 
gefunden  ist 

§75. 
Eonforme  Abbildung. 

Mit  der  Theorie  der  isometrischen  Linien  hängt  eine  Abbildungs- 
aufgabe  eng  zusammen.  Man  sagt  allgemein,  zwei  Flächen  seien 
(eindeutig)  aufeinander  abgebildet^  wenn  jedem  Funkte  der  ersten  ein 
Punkt  der  zweiten  entspricht,  und  umgekehrt  Am  einfachsten  kann 
man  sich  eine  solche  Abbildung  dadurch  vollzogen  denken,  daß  man, 
wie  im  §  37,  die  kartesischen  Koordinaten  beider  Flächen  als  Funk- 
tionen derselben  Variablen  «,  v  annimmt.  Von  dieser  Art  ist  die 
durch  parallele  Normalen  vermittelte  Beziehung  einer  beliebigen  FUiche 
zur  EinheltBkugel  (§  35). 

Hier  soll  speziell  von  der  konformen  Abbildung  die  Kede  sein, 
die  durch  die  Gleichung 

(1)  ds,  =  mds 

charakteriBiert  wird,  ds  und  ds,  bedeuten  dabei  ii^end  zwei  ein- 
ander entsprechende  Linienelemente  der  ersten  und  zweiten  Fläche, 
m  eine  Funktion  von  «  und  v.  Sind  E^,  i^,,  G^  die  Fundamental- 
größen der  zweiten  Fläche,  so  ist  (1)  gleichbedeutend  mit 

(2)  E^du'  +  2F^dudv  +  G^dv'  =  m*{Edu'  +  2Fdudv  +  Gdv^), 
und  für  das  Bestehen  dieser  Gleichung  wieder  sind  die  Bedingungen 

(3)  JS,  -  m*E ,        F,  -  m*F,        G^  =  m^G 
notwendig  und  hinreichend. 
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Bei  der  konformen  Abbildung  sind  die  Winkel  zwischen  ent- 
sprechenden Linienelementen  beider  Flächen  einander  gleich.  Denn 
nach  den  Formeln  §  11(8,  12}  hängen  die  trigonometrischen  Funk- 
tionen des  Winkels  zweier  Richtungen  nur  ron  den  Yerhältnisseu  der 
Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  ab,  ändern  sich  also  nicht,  wenn 
man  E,  F,  G  mit  einer  und  derselben  Größe  m*  multipliziert.  Nimmt 
man  auf  den  beiden  Flächen  zwei  einander  entsprechende  unendlich- 
kleine  Dreiecke  an,  so  kann  man,  unter  Vernachlässigung  der  Änderung 
Ton  »1  in  einem  solchen  Dreieck,  sagen,  daß  ihre  homologen  Seiten 
einander  proportional  sind.  Aus  diesem  Grunde  bedient  man  sich  fOr 
zwei  konform  aufeinander  abgebildete  Flächen  auch  des  Ausdruckes, 
sie  seien  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich. 

Wird  die  Größe  m  konstant,  ^  1  angenommen,  so  geht  die  kon- 
forme Abbildung  in  die  Abwickelung  (§  37)  Ober. 

Es  sei  jetzt  die  zweite  Fläche  im  besonderen  eine  Sbene.  Dann 
kann  man 

ds\  =  du\  -f  dv\ 

setzen,  fUr  u,,  v.^  als  rechtwinklige  kartesische  Koordinaten,  und  die 
Gleichung  (1)  oder  dS'-'m^dSi  liefert 

(4)  Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv^  -  ml{du]  +  dcj). 

Dieser  Beziehung  gemäß  ist  der  funktionale  Zusammenhang  zwischen 
M,  0  und  «i,f,  zu  bestimmen.  Die  Form  von  (4)  lehrt  in  Verbindung 
mit  S.  266(1),  daß  die  Aufgabe,  ein  Netz  isometrischer  Kurven  zu 
finden,  mit  dem  Problem  der  konformen  Abbildung  der  gegebenen 
Fläche  auf  eine  Ebene  identisch  ist.  Infolgedessen  werden  die  Größen 
1*1  und  «1,  für  welche  Ei  =  G^,  i^",  =  0  ist,  auch  als  Ahbilduugs- 
parameter  bezeichnet. 

Liegt  die  Aufgabe  vor,  zwei  auf  verschiedene  Parameter  be- 
zogene krumme  Flächen  konform  aufeinander  abzubilden,  d.  h.  u',  v' 
als  Funktionen  von  u,  v  so  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichung 

E'dv!*  -\-  2F'du:dv'+  G'dv'*  -  m\Edu'  +  2Fdudv  +  Gdv*) 

stattfindet,  so  bilde  man  beide  Flächen  zunächst  auf  die  Ebene  ab. 
Dies  geschieht  vermittelet  der  Gleichungen 

Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv'  =  m\{dit\  +  dvl) 

E'du''+  2F'du'dv'+  G'dv''^  m'^idu'  +  dv'^), 

deren  jede  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  zweiten  Grades  voraussetzt.     Sind  «j  und  v,  als  Funktionen  von 
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H  and  i',   u^  und  v'^   ale  Funktionen   von  u'  und  v'  gefunden,  so   iet 
noch  die  Gleichung 

m'^idu*  +  dv'*)  -  m*m\(du\  +  drj) 
zu  erfüllen,  was  nach  §  74  in  der  allgemeinsten  Weise   dadurch  ge- 
schieht, daß  Mj  +  iv'y  gleich  einer  willkürliehen  Funktion  von  «j  ±  iv^ 
gesetzt   wird.      Hierdorch    wird    schließlich   die    gesucht«   Beziehung 
zwischen  u,  v  und  ti',  v'  geliefert. 

§76. 
Eonforme  Abbildung  eines  Botatlonsellipsoida  anf  eine  Ebene. 
Die  Gleichung  des  UmdrehangseUipsoids  sei 

(1)  ^.^  +  ~.-i- 

Im  Anschluß  an  Gauß  ersetzen  wir  sie  durch 
:£  =  a  sin  u  cos  V 

(2)  y  ~  <*  sin  u  sin  v 
#  ~  c  cos  u. 

Die  hieraus  folgenden  Ausdrücke 

(3)  E  -  o'cos'w  +  c*sin'tt,        J"  -  0,        G  -  o»sin*M 
kennzeichnen  nach  S.  266  (10)  die  Eoordinatenlinien  bereits   als  iso- 
metriseh.     Um  die  Abbildung  durchzuffibren,  hat  man  nur  den  Para- 
meter u  durch  eine  Funktion  u'  von  u  derart  zu  ersetzen,  daß  E'  —-  G' 
wird.     Za  dem  Ende  ist  die  Differentialgleicbuug 

Vo*coB*n  4-  c*sm*udu  —  aiamudv  —  0 
oder 

(4)  I/c^'m  4-  ^  dw  "  «rfo  =  0 

zu  integrieren,  d.  h.,  da   die  Variablen   getrennt  und  der  Eoe^ieat 
von  dv  konstant  ist,  eine  Quadratur  auszuführen. 

Es  sei   für  c<a,'also  unter  Voraussetzung  eines  abgeplatteten 
EUipsoides, 

SO  liefert  die  Substitution 

(6)  ctgu--^ctgw 
als  Differentialgleichung: 

(7)  ^.lirJ")*."         ii,_0. 
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Setzt  man  nim 

1 _A  Büaw GBmw 

iinic(l  — i'coa'w)  ^«inw    '    1— «cOBw        I  +  bcobw' 

wobei  A,  S,  C  dnrch  die  Gleichimgen 

bestimmt  werden,  so  erhält  mau  als  Integral  von  (7) 

(8)  log  ctg  1  +  -I  log ;  --;  2^  +  i»  -  0-. 

Es  ist  u'+  vi  gleich  einer  Funktion  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
zu  setzen.    Im  besonderen  kann  man 

f/\\  I       7  1       I   I.     **    A  —  eco«ic\»|  ,       , 

(9)  "-**'>8  "^gylr+Tco^)  ['      ^~^^ 

annehmen. 

Ist  das  Rotationsellipsoid   ein  Ter^ngertes,   also  €">  a,  so   tritt 

(10)  yis-i-i 

ftn  die  Stelle  Ton  (5),  und 

an  die  Stelle  der  Differentialgleichung  (7).    Macht  man  die  Zerlegung 


«nwCI  +  ü'coB»«:;        Bin«  ^  1  +  ri*C08'ic' 
SO  gelten  die  Bestimmungen 

l+7j"'  1+1?" 

und  dos  Integral  von  (11)  wird 

(12)  log  ctg  Y  +  ij  arctg  {tj  cos  w)  -{- iv  =  C. 

Um  der  Bedingung  E'  =  G'  zu  genügen,  darf  man  also  jetzt 

(13j  u'  =  4  log  ctg  ^  +kri  arctg  (rj  cos  w),         v'  —  kv 

setzen. 

Daß  in  (9)  und  (13)  noch  u  för  w  aus  der  Gleichung  (6)  einzu- 
führen ist,  versteht  sich  von  selbst 
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Für  c  —  a  wird  das  Rotationsellipsoid  zu  einer  Kugel,  und  man  liat 

(14)  E^a*,        F=0,        G  =  a»BiQ»M 

log  ctg  |-  +  to  —  C 

(15)  tt' =  Ä  log  ctg  y,        v'~kv, 

wie  auch  Tür  w  =  «,  £  =-  0  und  tj  =-  0  aus  (9)  und  (13)  folgt.     Das 
Quadrat  des  Liuienelements  geht  aus 

a'(dM*  +  ein*  u  dv*) 
in 

über. 

Die  houforme  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebene  ist  für  die 
Kartographie  wichtig,  doch  sollen  Einzelheiten  dieser  Anwendung 
hier  nicht  erörtert  werden.  Xur  das  sei  bemerkt,  daß  die  Glei- 
chui^n  v'=  const.,  u  •=  const.  auf  der  Kugel  die  Meridiankreise  und 
die  ParallelkreJBe  liefern,  in  der  Ebene  zwei  Scharen  paralleler  Ge- 
radsD,  die  aufeinander  senkrecht  stehen.  Diese  Abbildung  entspricht 
also  der  Mercatorschen  Projektion. 

Bezieht  mau  dagegen  die  £bene  auf  Polarkoordinaten  statt  auf 
kartesische,  so  entspricht  die  Abbildung  der  stereographiechen  Pro- 
jektion. Denn  die  Meridiane  gehen  hier  in  gerade  Linien  Über,  die 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Pol  des  Koordinatensystems, 
schneiden,  nnd  die  Parallelkreise  in  konzentrische  Kreise  mit  dem  Pol 
als  Mittelpunkt. 

Die  Aufgaben,  epezieUe  Flächenstücke  Ton  gegebener  Begrenzung 
aufeinander  abzabilden,  gehören  zn  den  interessantesten  der  Analysis. 
Nach  den  Ergebnissen  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  sind 
es  jedoch  nicht  Probleme  der  allgemeinen  FUchentheorie,  sondern  der 
speziellen  Funktionentheorie,  nnd  können  deshalb  hier  nicht  Gegen- 
stand der  Untersuchung  sein, 

§77. 
ZBometriBflbe  Eoordinatealinien. 
Wählt   mau   die   Koordinatenlinien   isometrisch   und   nimmt   dia 
Parameter  Ton   vornherein   als   Abbildungsparameter  an,  so  eHahren 
viele  flächentheoretische  Formeln  eine  beträchtliche  Vereinfachung. 

Knoblanoh,  niOtnotUlgMinalirla,  18 
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So  reduzieren  sich  fttr 
(1)  E=G,        F-O 

die  sechs  ChriBtoffelBchen  Verbindungen  auf  zwei  Größen.     Denn  aaa 
den  Defiuitionsgleicliangen  S.  137(27)  folgt 

j  _      J__  SE  j.        1  dE  ,„      _    1  dE_ 

»              2E    du  '  1  ~  2E  SV'  '   "         3jB  du 

{2} 

,       _    1     es  T'       ^  2jE  T"              *  3B 

•'i  ~       2E\jv  '  '^'-  ^  2E  cu  '  '^«  ~        2£  d'v' 

mithin  ~~ 

Die  Ausdrficke  der  Koeffizienten  in  den  Weingartenschen  Formeln 
werden 

L  M 

'?!!  =  -  ^,  'Ill^-iT 

nnd  demnach  diese  Formeln  selbst 

w  .?— i(^i+*iT)- 

Für  die  Summe  und  das  Produkt  der  HauptkrOmmungen  ergeben  sich 
die  Gleichungen 

und  die  Differentialgleichung  der  KrOmmuDgsHnien  wird 
Mdu^  +  {N-  L)dudü  -  Mdv^  =  0. 
Der   Gaußsche   Ausdruck    des   Krümmungsmaßes  (S.  120  (7))   ist 
durch  die  Gleichung 

W  -^=        2£W«*      ^      ßt.'     ^ 

bestimmt;  die  zweite  und  dritte  Fundamentalgleichung  (S.  229(0)}  lauten 

'"■-'"-(L  +  syi-o 
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Eodlich  haben  die  Fondamentalgrößen  der  Einheitskugel  die  Werte 

(11)  ^--^{L  +  N)M 

aas  denen  aicb  das  Qoadrat  des  Linienelementa  der  EugeL  in  der  Form 

( 12)  da*  -  ^  [{Ldu  +  Mdvy  +  (Mdu  +  Ndv)'] 
zosammeusetzt. 

§78. 
G«odati«ohe  Linien. 
Za  einer  wichtigen  Klasse  von  Karren  fahrt  die  A.a|gabe,  aaf 
einer  Fläche  die  kfirzeste  Yerbindang  zwiachen  zwei  Punkten  zn 
finden.  I^i^  eines  Korrenatückes  mit  den  Endpankten  A^  nad  A^ 
sind  x,  y,  X  als  Funktionen  einer  unabhSi^^en  Variablen  t  za  denken, 
die  alle  Werte  eines  InterraUes  (<o  ■ .  ■  't)  stetig  dnrchlSuft.  Diese 
Funktionen,  die  durch  die  F^heogleichang 

(1)  F(i,y,,)-0 

verbanden  Bind,  müssen  dann  so  bestimmt  werden,  daß 


-fVm'H^'^m''^ 


ein  Minimum  wird. 

Zwischen  A^  und  Ai  sei  noch  eine  zweite,  der  ersten  benachbarte 
Kurve  ongenommeu,  deren  Koordinaten  die  AnsdrOcke  x(t)  +  ^{f), 
y(t)  +  ti{t),  M(f)  +  g(f)  haben  mSgen  und  deren  Bogenlänge  8  heiße. 
Die  Fonktioneo  x  +  ^,  .. .  genQgen  ebenfalls  der  Flächengleichung, 
es  ist  also 

(2)  F(x  +  i,9  +  r3,g  +  0~  0. 

Daß  die  gesuchte  Knrve  nur  mit  solchen  in  ihrer  Nachbarschaft  Ter- 
glichen  wird,  soll  analytisch  darin  seinen  Ausdruck  finden,  daß  g,  r],  t, 
ebenso  wie  deren  Ableitungen,  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte 
Ton  /  dem  absolnten  Betr^^  nach  beliebig  klein  sind.  Unter  diesen 
Voratusetzungen,  im  übrigen  bei  beliebiger  Wahl  ron  |,  tj,  l  maß 
der  Aufgabe  gemäß 

S>8 
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werden.    Kon  iat 

Entwickelt  nuui  in  der  Differenz  ;S  —  5  die  Größe  nnter  dem  Integral- 
zeichen nach  Potenzen  von 


di     dv 
-  ■"-'   dt'  rf( 
der  linearen  Glieder 

^d|dyd^d«d£ 
Ai  i%  "^  dt  dt  ''"  dl  it 

Wegen 

bann  man  dafflr  kSrzer 

ix  dg       dy  dt;       Ai  dg 
ds  dt  "*"  d«  df  "*■  ds  d( 

schreiben.  Daa  Integra!  dieses  Ausdruckes  ist  dae  Anfangsglied  von 
S~  8  und  muß  gleich  Null  sein,  wenn  die  Differenz  beständig  positiv 
sein  soll.  Ob  sie  wirklich  positiv  wird,  hängt  tod  dem  Zeichen  des 
Restausdruckes  ab.  Hiernach  ergibt  sich  als  notwendige,  aber  im  all- 
gemeinen nicht  hinreichende  Bedingung: 

,->,  Ct&a  d\    ,    dy  dl]        dt  df\  .        f. 

las  Integral  in  drei  Summfmden  nnd 
,  so  erhält  man  für  den  ersten  Teil 

Nun  müssen  die  Größen  %,  ^,  ^  fUr  t  =  tQ  und  t  ~  t^  verschwinden, 
da  die  Endpunkte  A^,  A,  für  die  zweite  Kurve  dieselben  sind  wie 
fQr  die  erste.  Die  ersten  Glieder  rechts  fallen  also  weg,  und  die 
Gleicbni^  (3)  wird  durch 


Zerl^  man   das  Integral  in   drei  Summfmden  und  wendet  partielle 
Integration  an,  so  erhält  man  für  den  ersten  Teil 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Geodätische  Linien.  JJ77 

ersetz!    Infolge  dar  Gleichungen  (1)  und  (3)  gilt  dabei  fitr  |,  tj,  t, 
ODter  bestÄndiger  Weglaasung  der  höheren  Potenzen,  die  Bedingung 

Aue  (4)  und  (5)  ist  für  die  gesuchte  Kurre  eine  von  |,  i;,  t  freie 
DiBerentialgleichung  herzuleiten.  Das  Verfahren  ^ird  am  deatlichsten, 
wenn  man,  obwohl  auf  Kosten  der  Symmetrie,  die  unabhängige 
Variable  t  gleich  einer  der  kaitesischen  Koordinaten  selbst,  etwa  x, 
annimmt.     Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  erhalten  dann  die  Form 


/(. 


4-    4'\ 

dF    j^  IF,      „ 


Durch  Elimination  von  g  folgt 


M 


dF    dx 


eine  Bedingung,  in  welcher  nun  rj  innerhalb  gewisser  Grenzen  völlig 
willkttrlich  ist  und  die  daher  nur  besteben  kann,  wenn  der  Koeffizient 
Ton  71  Terschwindet.     Dies  liefert 

.dy       d»        dF    3F 
"rf»  -^d»  "  gy  •  a« ' 

oder  bei  Benutzung  der  Frenetschen  Formeln  (I)  und  der  Anedrücke 
S.  50(12)  fOr  die  Richtungskosinus  der  Flächennormale: 

(6)  b":c"^YiZ, 

i.  h. 

b"=sY,        c"  =  bZ. 

Infolge  der  Identitäten 

tritt  hierzu  noch 

o"-eX, 

womit  die  durch  die  Annahme  t=-x  zerstörte  Symmetrie  wiederher- 
gestellt ist.  Hiernach  müssen  die  Hauptnormale  der  gesuchten  Kurve 
und  die  Normale  der  g^benen  Fläche,  von  den  positiven  Richtungen 
abgesehen,   zusammenfallen;   oder,    was   wegen  des   Senkrechtstehena 
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beider  Oeraden  aaf  der  KurTeiitangente  dasselbe  bea^,  die  Schiiiie- 
ganj^sebene  der  kdrzeaten  Linie  mnß  fiberalL  durcb  die 
Fläcbennormale  hindurchgehen.  Diese  BediDgung  ist  aber  im 
allgemeinen  ebenso  wenig  hinreichend  für  die  Kennzeichnung  der 
kürzesten  Linie  wie  die  Gleichung  (3),  aus  der  sie  abgeleitet  worden 
ist.  Infolgedessen  werden  die  Kurven,  fOr  die  nur  die  eben  an- 
gegebene geometrische  Eigenschaft  besteht,  als  geodätische  Linien 
TOD  den  kürzesten  unterschieden.  Mit  ihnen  beschäftigen  wir  uns  im 
folgenden  auaschlieBlich;  die  wichtige  und  interessante  Untersuchung, 
wann  die  geodäüschen'  Linien  zugleich  kürzeste  sind,  soll,  als  der 
Yariationerechnang  angebörig,  hier  nicht  geführt  werden. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  geodätischen  Linien  läßt 
sich  in  mancherlei  verschiedene  Formen  setzen,  die  alle  auf  verän- 
derte Ausdrücke  der  Bedingung  (6)  hinauskommen.  Die  Orthogo- 
nalität  der  Binormale  zur  Flächennormale  liefert 

(7)  a'X-hb'Y+c'Z^O 
oder 

(8)  PX+QT+RZ^O, 
A.  h. 

I   X       Y      Z   \ 

(9)  \  dx     dy     dz\-  0. 
I  ^x    d^y   <Pz  i 

Je  nachdem  die  Fläche  in  der  Form  (1)  oder  z  =  e(x,y)  ge- 
geben ist,  sind  diese  Gleichungen  mit 


(10) 


dx  dy  8i 
dx  dy  de 
d*x     d*y    vPz 


oder 

(11)  Tp^-Qq-R-^O 
gleichbedeutend. 

Einer  weitläufigeren  Rechnung  bedarf  es,  um  die  Differential- 
gleichung der  geodätischen  Linien  fDr  den  Fall  zu  erhalten,  daß 
X,  y,  s  als  Funktionen  von  u  und  t>  gegeben  sind.  AUein  diese  Rech- 
nung ist  bereits  früher  vollständig  erledigt  worden.  Erinnert  man 
sich  nämlich  der  Formel  S.  125(2) 

I    X       Y      Z 

(12)  ^ds'  =  :    dx     dy     dB   \, 

I  d'a:    c^y.  d^e   I 
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SO  siebt  man,  daß  eine  geodätische  Linie  auch  durch  das  Verschwinden 
ihrer  TangentialkrOmmung  gekennzeichnet  werden  kann.  Nach  der 
damals  angestellten  Transformation,  Tgl.  Ü.  127(6),  wird  also  die 
DilTereutialgleichaDg : 

(J^du'  -\-  2J^dudv  +  J'idv')du  -  (J^du*  +  2Jldudv  +  J"dv*)df; 
^     ^  +  d»d^v  -  dvd'u  =  0 . 

Es  hat  wenig  Zweck,  hierin  die  Änsdrilcke  der  Cbristoffelschen  GröSen 
ans  S.  137  (27)  einzusetzen.  Nur  der  Vollständigkeit  wegen  möge 
die  entstehende  Oleichuog  angegeben  werden: 

(1*)    -iFdu+Gdv)[l-lfdu'-^'^fdudv+{'^-^'^)dv'] 

+  (EG  -  F*){dud^v  ~  dorf'M)  =  0. 

Nach  der  Herleitung  ist  ihre  linke  Seite  gleich  gTds^. 

Die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
muß  zwei  willkfirliche  Eonstanten  enthalten,  die  man  sich  im  all- 
gemeinen durch  Fixierung  zweier  Punkte,  etwa  der  Endpunkte  A^ 
und  A^  der  geodätischen  Linie,  bestimmt  denken  kann.  In  engerem 
Zusammenhange  mit  der  Natur  der  Differentialgleichung  steht  die 
Angabe  nur  eines  Punktes,  zusammen  mit  der  Richtung,  in  welcher 
die  geodätische  Linie  ron  ihm  anageheu  soll. 

§79. 
Versobiedene  Formen  der  Differentlalglelohniic 
der  geodatiBOheu  Idnien. 
Man    kann   die    Gleichung    (13)    oder    (14)    des    Torigen    Para- 
graphen  auch   dadurch  finden,   daß  man  direkt  die  notwendige  Be- 
dingung für  das  Minimum  des  Int^rales 

j  1-^(57) +"iid>  +  öU)'"=» 

ableitet.     Der  Einfachheit  wegen  werde  dabei 

uigenommen,  also  v  längs  der  geodätischen  Linie  als  eine  noch  zu 
bestimmende  Funktion  Ton  u  betrachtet.  Das  zu  untersuchende 
Integral  nimmt  dann  die  Form  an 


3,t7edovGoOt^lc 


VU.  ÄbschuitL    g  79. 


A 


Für  eine  zweite,  der  geanchten  belieb^  nahe  Korve  sei  v  -f  ro 

diejenige  Funktion  von  «,  welche  der  GrdBe  v  für  die  erste  Karre 

entspricht.     Denkt  man  sich  v  -t-  a  ^t  v  in  S,  F,  G  eingeführt,  bo 

geht   z.  B.  £  in  E  •{-  -p—  a  -\-  ■  ■  ■  über.     Bezeichnet  man  nun  wieder 

mit  S  die  Bogenlänge  der  zweiten  EurTe  und  bildet  das  Anfangeglied 

Ton  8  —  s,  indem  man  die  Wnrzelgröße  unter  dem  Integrul  fHr  8 

nach  Potenzen  Ton  «  und  -,     entwickelt  und  bei  den  Gliedern  erster 
du 

Dimension  in  diesen  Größen  stehen  bleibt,  so  findet  man  das  Integral 


./ 


•V'-^j,  ,äf  ■'•  ,  3e/'fn"\„  , /,!.  ,  ,^'^''^■''■ 


welches  Null  sein  muß.     Da 

YMl^  2Fdudv+  Qdv*  -  ds 
ist,  so  kann  man  schreiben 


/'■ 


dM  = 


Bei  Anwendung  partieller  Integration  auf  den  zweiten  Teil  dieses 
Integrals,  der  da  enthält,  ergibt  sich 

Hier  fällt  das  vom  Integralzeichen  freie  Glied  der  rechten  Seite 
weg,  weil  bei  der  Variation  der  Kurve  die  Endpunkte  fest  bleiben, 
o  also  fUr  u  =  u^  und  u  —  u^^  gleich  Null  sein  mnß.  Die  gefundene 
Gleichung  geht  über  in 


f^ 


'       ?■•  '3"  d    Fdu-\-Gdv   1       ,  n 


idsdu  du  da 

Nach  dem  auf  S.  277  angewendeten  Schlüsse  muß  der  Koeffizient  von 
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ra   TerBchvinden ,  und   man  erhält  als  Differentialgleichung  der  geo- 
dätischen Linien 

(1)  *,frf»'  +  2|>i.H   '" 

Sie  geht  entwickelt  in  S.  279(14)  über.  Yertanscht  man  in  der  ganzen 
Rechnung  u  und  v,  so  ergibt  sich 

(2)  -s-  du"  +  2  g-   dudv  +  -^  dt'  =  2ds .  d ^ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichnng  weist  anf  die  EinfQhrung  eines 
der  Winkel  hin,  die  die  geodätische  Linie  mit  den  KoordinatenlJnien 
bildet.  Ist  nämlich  w  der  durch  Drehung  in  positivem  Sinne  ent- 
standene Winkel,  den  die  Kurve  mit  der  positiven  u-Linie  ein- 
Bchließt,  80  hat  man  nach  S.  3.ö(ll): 

Edu  +  Fdv 

(3)  co8  te  — 7^—— 

^^  YEda 

, ..  .  VEä^Jf'*  dv 

(4)  sm w  —  -  ■  ■■, ■ 

^  ■'  \yEds 

Mit  (2)  zosammengestellt  geben  diese  Ausdrücke: 

--du,'  +  2~d«dp  +  \^dv'  =  2ds.d(VE cos  w) 
= ^-=- ZdsyEBUiwdw 

Ye 


2YE'G-F*dvdw 

Eiu  +  Fäv  leE ^ 

«  +  'a»-2]/^ 

-F'dl 

tind  scUieSlick 

1    FiE 

,     ,    \    P  dE  j     .    1 
--2  3-u''» 

\> 

(6) 

oder  acdi 

-F'dt 

(6)    yEG~:^'F'd«i- 

i>+4 

£)U                   Ott                   2 

t^- 

Ana  (3)  tmd  ( 

;4)  folgt 

noch 

(') 

Ctgl* 

e 

VEG  -  i-* 

■Itt                F 
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Die  Elimination  von  w  aus  (5)  und  (7)  würde  wiederum  die  Glei- 
chung S.  279(14)  liefern. 

Bei    Einführung    der    GhristoSelschen    Verbindungen    lautet   die 
Formel  (5): 
(8)  -^-dw^-  (J,dti  +  J',dv). 

§  80. 
Die  geodfttisoheii  Iilnien  auf  der  Engel. 
Bevor  die  allgemeine  Theorie  der  geodätiBcheo  Linien  weit«r  ver- 
folgt wird,  sollen  diese  Kurven  auf  speziellen  Flächen  analytisch  dar- 
gestellt werden. 

Es  sei  erstens  eine  Eugel 

X*  +  j/'  +  g*-  a* 
gegeben.    Die  Differentialgleichung  ihrer  geoi^tischen  Linien  ist  nach 
S.  278  (10): 

I   ^      y      «  j 

I  da;     dy     da  '  =  0. 
'  tPx    dhj    d*z  \ 

Multipliziert  man  die  zweite  und  dritte  Spalte  der  Determinante  mit 
den  willkürlichen  Konstanten  B  und  G  und  addiert  sie  zur  ersten,  so 
erhält  man  die  Qleichung 

X   +    By  +    Cz  ,       y  ,        e    \ 
I   dx  +  Bdy  +  Cds,       dy,       dz     =0, 
d'x  +  Bd*y  +  Cd'z,      tPy,      d^e  '■ 
die  durch 

x  +  By+  Cz  =  0 

befriedigt  wird.  Jede  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  trifft 
also  die  Fläche  in  einer  geodätischen  Linie,  d.  h,  diese  Linien  stimmen 
mit  den  Hauptkreisen  der  Kugel  überein.  Denkt  man  sich  die  Kon- 
stanten B,  C  durch  Angabe  zweier  Punkte  Ä^,  A,  bestimmt,  zwischen 
denen  sich  die  Kurve  erstrecken  soll,  so  ist  natürlich  nur  der  eine 
der  beiden  Bogen  AoA^^  der  kürzeste  Weg  zwischen  diesen  beiden 
Punkten. 

Die  eindeutige  Bestimmbarkeit  der  Ebene  vermittelst  der  beiden 
Punkte  hört  auf,  wenn  diese  einander  auf  der  Kugel  diametral  gegen- 
über liegen.  Alsdann  gehen  unendlich  viele  geodätische  Linien  durch 
das  Punktepaar  hindurch,  nämlich  alle  Kreise,  in  denen  die  Kugel 
von  dem  Ebenenbüschel  mit  der  Achse  Af^Ä^  geschnitten  wird. 
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§81. 
Die  geodfttlaohen  Xilnieu  auf  dem  drelaohalgen  EUipsold. 

Joaahlnuthalsoher  Sats. 
let  ein  Ellipsoid  durch  die  Gleicliang 

^  +  1^  +  ^-1 

dargestellt,  so  lautet  die  DiffereDtialgleichung  der  geodätischen  Linien 


I   dx      äy      de     ""■ 
j  d'x    cPy    ä*x  I 

Uit  Hilfe  des  Differentials  der  Flächengleichung  läßt  sie  eine  fUr  die 
Integration  nützliche  Umfonnoug  za,  die  aber,  weil  auch  sonst  brauch- 
bar, an  der  al^emeinen  Gleichung  S,  278(9)  Torgenommen  werden 
soU.     Aus 

(1)  (Td'a  -  Zd*y)dx  +  {Zd^x  -  Xd*g)dy  +  (Xd*y  -  Yd*x)de  =  0 
ergibt  sich  in  Verbindung  mit 

(2)  Xdx  +  Ydy  4-  2dÄ  =  0 
unter  Einfithrung  eines  Proportionajitätsfaktors : 

(3)  pdx  =-  (Zd^x  -  Xd^g)Z  -  {Xd'y  -  ¥d'x)T 

=  d'x(X*  +  Y'  +  Z')  -  X{Xd^x  +  Yd*y  +  ZdU), 

(4)  ^dx  =  d*x-nd^X. 

Die  drei  einander  entsprechenden  Formeln  für  (idx,  fidy,  iide 
vertreten,  weil  (2)  eine  Identität  ist,  zusammen  die  Differential- 
gleichung (1).  Multipliziert  man  sie  mit  dx,  dy,  dz  nnd  addiert,  so 
findet  man 

^tds*  =  dsä's, 


da 


(5) 

In  manchen  f^eo  gelingt  es,  darch  anderweitige  Gruppierung  der 
drei  Formeln  oder  durch  Hinznnahme  des  Differentials  von  (2)  einen 
zweiten  Ausdruck  &ir  [i  zu  bilden,  der  mit  dem  ersten  zusammen- 
gestellt eine  integrable  Gleichung  und  damit  ein  erstes  Integral  der 
Differentialgleichung  (1)  liefert. 
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Für  das  Ellipsoid  hat  die  Gleichung  (2)  oder  die  mit  ihr  gleich- 
bedeutende 

die  Form 

Die  nochmalige  Bildung  des  Differentials  ergibt 

oder,  wenn 
gesetzt  wird. 
Ferner  ist  für 

■^^W^'        -^"WF'        ^Wl^' 
sodaß  die  Gleichung  (7) 

liefert.     Setzt  man  diesen  Ausdruck  und   den  von  X  in  (3)  ein,   so 
erhält  man 


Die  drei  hierdurch  vertretenen  Formeln  mögen  nun  mit  —5- , 


dx      dy      dg 

multipliziert  und  addiert  werden,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (8): 
„      •^\dxd*x  ,     V    ■^r^xdx 

-\dr+^,wdw. 

Der  hierdurch  bestimmte  Wert  von  n  liefert,  dem  eisten  gleichgesetzt, 
die  Differentialgleichung 

Ihr  Integral  ist 

Ads*  -  VW-, 

für  J.  als  willkürliche  Konstante.     Demnach  stellt  die  Gleichung 
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W     {T'+€  +  i)  (1'"  +  '/."  +  4'")  -  ^('"'  +  <"<'  +  ■*•*) 

das  arste  Integral   der  Differentialgleicliung  der  geodätiachen  Linien 
aaf  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  dar. 

Die  Relation  (9)  hat  eine  einfache  geomeh-ische  Bedentuog.  Es 
seien  a,  ß,  y  die  Riebtungsvinkel  der  vom  Funkte  {x,  y,  i)  nach  dem 
Punkte  [x  -f-  dx,  y  +  dy,  e  +  de)  gehenden  Flächentangente.  Soll 
diese  zugleich  Tangente  der  betrachteten  geodätischen  Linie  sein,  so 
sind  dx,  dy,  da  dieselben  Größen  vie  in  (9),  und  man  bat 

dx  dy  „  dz 

-  -  =.  cosa,         j  -  —  cosa,  j-  =  cosy. 

da  '  ds  '^'  d»  ' 

Die  nach  Division  mit  ds*  auf  der  Unken  Seite  von  (9)  auftretende 
Verbindui^ 


ergibt  sich  aber  aus  der  Flächengleichung  unmittelbar.  Denn  ist  d 
der  Halbmesser  des  Ellipsoids  mit  den  Hichtungswinkeln  a,  ß,  y,  also 
die  Koordinaten  seines  Endpunktes  tf .  cos  a,  d .  cob  ß,  d  .  cos  y,  so  wird 

Der  in  der  Qleicbung  (9)  an  erster  Stelle  stehende  Faktor 

bedentet,  vrie  schoo  auf  S.  243  benutzt,  das  reziproke  Quadrat  des 
Abstandes  p  der  Tangentialebene  im  Punkte  (xyz)  vom  Mittelpunkte 
der  FUcbe.   Die  Gleichung  selbst  geht  in 

oder 

(10)  pd  —  const. 

über,  liefert  denmach  folgenden,  von  Joachimsthal  herrührenden  Satz: 
Legt  man  in  irgendeinem  Punkte  einer  geodätischen  Linie  des  Ellip- 
soids die  Tangentialebene  an  die  Fläche  und  konstruiert  außerdem 
den  Halbmesser  des  Ellipsoids,  welcher  der  Tangente  der  Kurve  in 
demselben  Punkte  parallel  ist,  so  hat  das  Produkt  dieses  Halbmessers 
mit  dem  Abstände  der  Tangentialebene  vom  Mittelpunkte  der  Fläche 
längs  der  ganzen  Kurve  denselben  Wert. 

Durch   Einfühmug  der  elliptischen  Koordinaten  (S.  241)   ist   es 
Jacob!  gelungen,  die  Gleichung  (9)  noch  einmal  zu   integrieren.   Das 
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Quadrat  des  Linienelemenl»  der  Fläche  ist  für  diese  Parameter  bereits 
dargestellt  worden;  setzt  man  zur  AbkQrzmig 


("'- 

('^'         (... 

-•w 

-»)- 
-.)- 

■  u 

■  7, 

»  Ut  lacli  S.  244(20) 

(12)                  di:'  +  dy'  +  d^ 

_  _^_ 

-- 

Zur  Berechunng  von 

2^? 

braQcIit  man  außer  den  dort  angegebenen  Formeln  (17,  18,  19)  noch 
die  folgende: 

Sie  ergibt  sich  ans  jenen  sofort,  wenn 

fcV  -  (a»  ~  6»)  (o*  -  c*)  -h  o'(o'  -f  6»  +  c*)  -  2o* 

gesetzt  und  nach  Dirision  mit  (a*  —  ft')  (o*  —  c*}  Ober  a,b,c  summiert 
wird.    Man  erhält 

t.'*;  „1  -l-^ft.   +   „1   —     i     1^17         FZ- 

Endlich  war  (3.243(12)) 

(15)  ^  +  !^+^-aW- 

Werden  die  'ÄUBdrOcke  (12,  14,  15)  in  (9)  eingesetzt  und  noch  an 
Stelle  von  Ä  eine  neue  Konstante  C  durch  die  Gleichung 

eingefQhrt,  so  folgt 

u-v  /du"  _  dv^\  _  „u  —  v  /«d«'  _  vdv^\ 
"^     i     \U  V  }  ~^     i     \    ü  V   } 

oder 

*■    '  (C-ujr;  ^  (C-w)F  ' 

Hier  sind  die  Variablen  getrennt.  Setzt  man  fOr  ü  und  V  ihre  Werte 
wieder  ein  und  integriert,  so  findet  man  als  Gleichung  der  geodätischen 
Linien  auf  dem  EUipsoid 
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QeodätiHcl 

le  Linien  auf  1 

J  Vio- 

-w)(a 

-«)(c' 

-«)" 

J  Vifi" 

-T)(a 

±y,d, 

>_i>)(Sf 

—  cXc' 

^-.,+"'- 

(!') 


Das  Problem  ist  damit  auf  Quadraturen,  und  zwar  aaf  die  AuafDlirung 
hjperelliptiacber  Integrale  zurückgeführt 


Die  geodätisohen  Iiinien  auf  den  Umdrehnngofläohen. 
Die  Torstehende  Herleitung  gilt  nicht  mehr,  wenn  die  Hauptachsen 
des  EllipBoides  nicht  alle  drei  TOneinander  verschieden,  wenn  also  die 
Fläche  eine  Umdrehungsfläche  ist.    Es  sollen  die  geodätischen  Linien 
auf  einer  heÜebigea  Rotationsfläche  aufgesucht  werden. 

Für  die  im  vorigen  Paragraphen  benutzte  Hilfsgröße  [i  ist  auf 
S.  283  ein  bestimmter  Ausdruck  dadurch  hergestellt  worden,  daß  aus 
drei  Gleichungen,  deren  erste 

fidx  —  ^x  —  nds*X 

ist,  die  Größe  nds*  eliminiert  wurde.  Man  kann  dieselbe  Größe  auch 
aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  allein  wegschaffen,  indem  man  die 
hier  wieder  angegebene  mit  —  Y,  die  zweite, 

(idy  =  rf*y  —  nds*Y, 

mit  X  multipliziert  und  zur  ersten  addiert     Dann  ei^iht  sich 


(1) 

c(i 

■ds-Ydx)- 

Xd's- 

oder  auch 

cF  ., 

3F  „ 

(2) 

1'-  ir 

-  ei'" 

~dF~ 

■L  ■"  - 

-  -.f-dx 

Für  eine  D 

mdrehangsl 

liehe 

(3) 

i!-r(v^+,j')-o 

erhält  man 

nun,  wenn 

man 

V»'  +  r 

•  =  « 

letzt, 

-rwf, 

cF 

al>0 

w 

_  "''s  ■ 

-yd*x 
-ydx  • 

ml- 
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Hier  ist,  ebenso  wie  in  dem  Ausdruck  S.  283(5),  der  Zähler  das  Diffe- 
rential des  Nenners.  Setzt  man  alao  die  beiden  Werte  einander  gleich, 
Eo  ergibt  eich  die  integrsble  Qleichnug 

V  d'B      icti'y  —  yd'« 

da         xdy  —  ydx 

Demnach  ist  das  erste  Integral  der  DiSerentialgleichung  der  geodä- 
tisehen  Linien  auf  einer  Rotationsfläche: 

(5)  xdy  -—  ydx  —  Ods. 

Die  linke  Seite  weist  aaf  Polarkoordinateu   in  der  (2;y)-Ebene 
hin.     Pttr 

X  =  UQ,o6v,        y  — usinv 
wird 

xdy  —  ydx  =  «'de, 
mithin 

(6)  .'%-C. 

Um  diese  Qleichung  geometrisch  zu  deuten,  betrachte  man  die  beiden 
Meridiane,  die  dnrch  zwei  benachbarte  Funkte  A  und 
C  der  geoffötischeu  Linie  hindurchgehen  (Fig.  15).  Der 
Forfgang  von  A  nach  C  geschehe  im  Sinne  der  wachsen- 
den V.  Es  sei  m  der  spitze  Winkel,  den  die  Richtung 
AG  mit  dem  dnrch  A  gelegten  Parallelkreise  bildet, 
AB^udv  der  Bogen  dieses  Kreises  zwischen  den 
beiden  benachbarten  Meridianknrren.  Dann  gilt  die 
Gleichung 


und  (6)  geht  in 

(7)  u  cos  10  =  C 

Über.  Das  heißt:  Das  Produkt  des  Radius  eines  Parallelkreises  mit 
dem  Kosinus  des  Winkels,  den  eine  geodätische  Linie  mit  diesem 
Kreise  bildet,  ist  längs  der  ganzen  Linie  konstant.  Dies  ist  der 
Clairautoche  Satz  der  Theorie  der  geoi^tischen  Linien. 

Ist  w  der  Winkel  der  betrachteten  Kurve  mit  dem  Meridian,  so 
kann  man  auch  schreiben: 

(8)  M  sin  w  =  C. 

Die  Differentialgleichmig   erster   Ordnung  (6)  läßt   eine  weitere 
Integration  zu,  wenn  nach  S.  102(11) 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


OeoiU.ti3oha  Linien  ftuf  ümdrebungsflächen.  289 

ds*  -  (i  +  rw)**"' + "'rf»' 

eii^eführt  wird.     Dann  entsteht  nsmlicli  die  Qleichung 

deren  Integral  ist 

(9)  „-c/l/iJlfl'li+C-. 

Das  Problem  der  Anfaocliung  der  geodätischen  Linien  auf  den  RotatioDs- 
flächen  ist  damit  ebenfalls  auf  Quadraturen  zuriickgefQhrt. 
Es  sei  non  insbesondere  ein  Rotationsellipsoid  gegeben: 


— a'~~ 

■+ö:-'- 

ft«)- 

«y'-:; 

'■W-- 

"-1^1 

rw- 

Das    auszufQhrende   Integral    wird   fllr  u'  =  t,    abgesehen    von    dem 
Faktor    ^  , 


■(a'"e')V  rf^ 


Macht  man  die  Warzel  im  Zähler  rational,  indem  ipan 

setzt,  so  steigt  der  Radikandus  im  Kenner  auf  den  vierten  Grad.  Die 
hyperelliptischen  Integrale,  auf  welche  die  Bestimmung  der  geodä- 
tischen Linien  des  dreiachsigen  Ellipsoids  geführt  bat,  reduzieren  sich 
also  f^r  das  Umdrehungsellipsoid  auf  elliptische. 


SatB  von  LioaviUe. 
Die  Ei^bnisse  der  drei  letzten  ParE^ip^phen  sind  in  einem  all- 
gemeineren, von  LiouTille  herrührenden  Satze  enthalten,  nach  welchem 
man  für  eine  große  Klasse  von  Flächen  die  geodätischen  Linien  durch 
Quadraturen  finden  kann.     Die  Grundl^e  des  Satzes  bildet  der  Zu- 
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s&romenhang  zwischen  der  Theorie  dieser  Linien  und  bestimmteD  Auf- 
gaben der  analytischen  Mechanik.  Eine  geodätische  Linie  erscheint  näm- 
lich erstens  als  Gleichgewichtskurve  eines  Tollkommen  biegsamen,  nn- 
aosdehnbaren  Fadens,  der  über  eine  Fläche  ausgespannt  wird,  ohne  daß 
andere  Kräfte  als  die  Spannung  auf  ihn  wirken;  zweitens  als  Bahn  eines 
materiellen  Punktes,  der  sich  auf  einer  Fläche  ohne  Einwirkui^  be- 
schleunigender EJSfte  bewegt.  Halten  wir  uns  an  die  zweite  Tat- 
sache nnd  stellen  die  Bewegungsgleichungen  nach   Lagrange  in  der 

Form 

-,-.  ddT       dT       f.  dST       cT       f. 

auf,  wo 

,      du  ,      dv 

^  =  y  *"  (aS*  "  2  "•  (^«'*  +  2^«'"'  +  ö«'») 
gesetzt  ist  und  m  die  Masse  des  gegebenen  Punktes  bedeutet.    Die 
Gleichungen  erbalten  fQr  u  und  v  als  Abbildnngsparameter  eine  be- 
sonders einfache  Form: 

Ä(^^:)-4II({S'+DV° 

^.(^a-Tif(a"+(S)>o. 

Das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  besagt  hier,  daß  die  Geschwindig- 
keit des  Punktes  konstant  ist. 

Durch  Zusammenstellung  mit  der  ersten  Gleichung  (2)  folgt 

'  d  (jpdu\         A  SE 

dt\     dl)  "  2£äM      ■ 
oder 

Diese  Differentialgleichung  läßt  sich  unmittelbar  integrieren,  wenn 
^ —  eine  Funktion  von  u  allein,  also 

(5)  E-^[ii)-*(v) 

ist.  Aus  Gründen  einer  gewissen  Symmetrie  in  den  folgenden  Formela 
ist  hier  i>{y)  mit  dem  negativen  Zeichen  eingeführt  worden.  Das 
Integral  ist 

(6)  E'(^)'-Ä(f,m-0), 
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und  aas  (3)  folgt  dann  weiter 

(7)  E' (!})'- ÄI,C-m). 

Dnroli  Elimination  von  dt  ans  (6)  nsd  (7)  ergibt  sich  als  Differential- 
gleichnng  der  Babnknrve 

Da  die  Variablen  getrennt  sind,  so  werden  die  geodätischen  Linien 
durch  Quadraturen  gefunden.  Dies  tritt  also  immer  dann  ein,  wenn 
die  Fläche  auf  ein  isometrisches  Koordioatennetz  derart  bezogen 
werden  kann,  daß  E  die  durch  (5)  definierte  Form  hat  För  die 
Rotationsflächen  und  die  Flächen  zweiten  Grades  bilden  die  Krüm- 
mungslinien  ein  solches-  Netz. 

Die  Flächen,  für  welche  bei  passender  Wahl  der  Parameter 

ds'  =  (q>(M)  —  t{v))(dtt'  +  <iu») 

gesetzt  werden  kann,  werden  als  Llourillesche  Flächen  bezeichnet. 
Der  LiouTillesche   Satz   kann  auch  direkt  aus  den  Formeln  des 
§  79  bewiesen  werden.     Aus  (3,  4,  7,  5)   dieses  Paragraphen  (S.  281, 
folgt  nämlich  für  E  -  G,  F  =- 0: 

(9)  coBiv  ~YE^,         Binw-YE^ 

(10)  ^^  =  ^ 

(11)  Edw~y^du-^^dv. 

Da  hier  -^  -  nur  Ton  u,  -^  -  nur  von  «  abhängt,  so  möge  die  letzte 
Gleichung  so  umgeformt  werden,  da£  die  erste  der  beiden  partiellen 
Ableitungen  mit  du,  die  zweite  mit  äv  maltipliziert  erscheint.   Es  wird 

2Edw'-  ~r    ctgwrff  —  ,     tgwäu, 

(12)  2£sin  w  cos  wdw  =  -.-     zo^wdv  ~  „  -  Bin^ifd«, 

Fahrt  man  jetzt  i^'=  9)(u)  ~  ^(v)  ausdrücklich  ein,  so  nimmt  die 
Gleichung  die  Form  an 

29i(M)8inM'coewdtt'+9!'(H)sin*MJdH=2^(ü)sinM.-co8W(iw-^'(u)co8*!frfti 

d(y{M)  sin'w)  —  —  d(i('(c)  cos*»). 
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Das  Integral 

(13)  f(u)  Bin*  u>  +  ^(v)  cos*  w  =  C 
oder 

(14)  '«»-'l/S^f 

liefert  wegen  (10)  wieder  die  Gleichung  (8). 

Auch  die  Bogenlänge  einer  geodätiechen  Linie  kann  unter  der 
gemachten  Annahme  dnreh  Qnadratnren  bestimmt  werden.  Aus  (9) 
ei^ibt  sich  nämlich 

(15)  d5  =  |/£(co8M><i«+  Binwdt;), 
und  aus  (14) 

coaw  — +  y      -;g — ,        smw  =  ±e  [/ — ^^, 
mitiim  wird 

(16)  .s  =  ±Jy^{u)-Cdu  ±  tfyc-il>(v)dv  +  c. 

§84. 

Anwendung  des  IiioavUleaolien  Satses  auf  das  SUipsold. 

Es  ist  interessant,  die  geodätischen  Linien  auf  dem  dreiachsigen 
EUipsoid  und  auf  einer  beliebigen  Rotationsfläche  noch  einmal  vom 
allgemeinen  Standpunkt  der  Theorie  der  Liouvilleschen  Flächen  zu 
betrachten  und  namentlich  das  erste  Integral  der  Differentialgleichung 
in  der  LiouviUeschen  Darstellung  ins  Auge  zu  fassen. 

Für  das  EUipsoid  war  (S.  286(12)) 

m,  ,       M  —  v/vdu'       vdv'\ 
'''-^-{-u   — V-)- 

Um  das  Linienelement  auf  die  Lionrillescbe  Form  zu  bringen,   hat 
man  die  Substitution   S.  244(22)    anzuwenden.     Dann   wird  nämlich 

(S.  245  (23)) 

ds*  =  {ü'~  V')(du'+dv''), 

und  die  Gleichung  (13)  (s.  oben)  liefert,  wenn  C  =  1'  gesetzt  wird, 

U'  sin*  w  +  V'  cos*  w  —  /*. 
Der  Herleitang  nach  sind  aber  U'  und  V"  nichts  anderes  als  u  und  v 
selbst,   betrachtet   als    Funktionen   von  w'  und  v.     Die   Differential- 
gleichung der  geodätischen  Linien  auf  dem  EUipsoide  hat   also  das 
erste  Integral 
(2)  usin»(t'  +  vco8»H'-P. 
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Nach  S.  244  sind  u  und  v  die  Quadrate  der  Halbachseii  a  und  ß 
des  zu  der  Tangentialebeae  im  betrachteten  Punkte  parallelen  Zentral- 
schnitts  der  Fläclie,  und  zwar  ist  wegen  a  >  (3 

(3)  «■=«',        K  -  ß*, 
also 

(4)  «»sin»!*  +  ß'coe'w  =  P. 

Der  ursprQnglicKen  Erklärung  zufolge  iet  tv  der  RiditungBunterschied 
der  Tangente  t  der  geodätiBchen  Linie  gegen  die  Tangente  der  Eoor- 
dinatenlinie  v  =  coust.  Dieae  Kurre  ist  hier  Krümmnngalinie,  ihre 
Tangente  eine  bestimmte  Hauptachse  der  in  die  Tangentialebene  ver- 
legten Indikatriz.  Nun  befinden  sich  der  betrachtete  Zentralschnitt 
und  der  Dupinsche  Kegelschnitt  in  parallelen  Ebenen,  sind  also  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen.  Demnach  kann  iv  auch  als  Winkel  in  der 
Ebene  des  Zentralschnitts  gedeutet  werden,  nämlich  einer  Parallelen 
zu  t  (durch  den  Mittelpaukt)  mit  einer  der  beiden  Achsen  2a,  2ß. 
In  welcher  Folge  diese  Acbsea  und  die  des  Dupinschen  Eegelschnitts, 
also  auch  (t,  und  (tg,  einander  entsprechen,  ist  geometrisch  leicht 
festzustellen.  Rein  analytisch  wird  die  Zuordnung  am  dentlichsten 
bei  wirklicher  Berechnung  der  Eauptkrümmungsradien.  flehört,  wie 
früher,  p^  zu  v  —  const.,  9,  zu  u  =  const.,  so  ist  nach  den  Formeln 
Ton  Rodrigueß  (S,  254  (14)) 


dX 

Aus  S.  241(6)  folgte 

und  es  wird 

(6) 

X 

X- 

dx                     X 

s7--2(ii- 

bc     X 

(7)                         p,  - 

_«y"i 

p.---^^. 

abc  ' 

Hiemach  ist  j  Pi  |  >  i  pj !,  sodaB  a  der  Große  Qj  entspricht  und  w  den 
Winkel  der  Richtung  t  mit  einer  bestimmten  Richtung  der  Achse  2a 
bedeutet. 

Schreibt  man  die  Gleichung  (4)  in  der  Form 

«•  ß'     "  b'P" 

so  erscheint  anf  ihrer  linken  Seite  von  selbst  das  reziproke  Quadrat 
des  zu  t  parallelen  Halbmessers  d  der  Fläche.     Es  wird  also 
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(8)  d--^'-    ■ 

Den  JoachimBtlialsclieD  Satz  «rhält  mau  hieraas  wieder,  wenn  man 
die  Formel  S.  243(14) 

in  der  Gestalt 

(9)  aßp  =  abc 
benutzt.    Eb  wird 

(10)  ixi-4^. 

§85. 
Folgerungen  aua  dem  Joaohimsthalsohen  Sotse. 
Der  Llonvüleaohe  Sata  ftlr  UmdrehnngaOHolieii. 
Über  die  Werte  der  Konstante  l*  in  der  Gleichung  (3)  ^t  sich 
noch  Genaueres  aussageo.     Schreibt  man 

P  •=  V  +  (u  —  v)  sin*  tv 
=  «  —  («  —  »)  cos'm;, 

so  sieht  man,  daß  l*  mindestens  gleich  v  und  höchstens  gleich  u  ist. 
Die  Größe  muß  also  zwischen  c^  und  a'  liegen. 

Angenommen  femer,  eine  durch  den  Punkt  (uv)  gehende  Linie 
berühre  in  ihm  die  erste  oder  die  zweite  Erümmungskurve,  so  ist 
sin  u)  oder  cos  w  gleich  Null.  Im  ersten  Falle  ist  l*  gleich  v  selbst, 
im  zweiten  gleich  u.  Die  Integrationskonstante  bedeutet  also  dann 
den  Parameter  derjenigen  KrQmmungsIinie,  die  von  der  geodätischen 
Linie  berührt  wird.  Seine  Grenzen  sind  6'  und  c*  im  ersten,  a*  und 
h*  im  zweiten  Fall.  Es  ist  von  Interesse,  l'  gleich  dem  Werte  6*  zu 
setzen,  in  dem  diese  beiden  Intervalle  zusammenhängen.    Die  Gleichung 

(1)  M  sin'  je  +  «  cos*  w  =  b' 

wird  durch  u  =-  ti  =  6'  befriedigt,  und  der  dadurch  bestimmte  Punkt 
ist,  wie  man  aus  (7)  des  vorigen  Paragraphen  verifizieren  kann,  ein 
Ereispunkt  des  Ellipsoides  (vgl.  S.  UO). 

Die  Eonstallte  in  der  Gleichung  des  Joachimsthalschen  Satzes 
bestimmt  sich  für  P  =  b*  aus  (10)  (s.  oben);  man  erhält 


Hierin  ist  ac  von  der  Richtung  der  Kurve  unabhängig;  m.  a.  W.,  die 
Konstante  hat  für  alle  durch  einen  Ereispunkt  gehenden  Linien  den- 
selben Wert.     Übrigens   sind    für   alle   vier  Ereispunkte    die   beiden 
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Faktoren  des  Produktes  pd  einzeln  konstante  Größen.  Dies  folgt 
anmittetbar  daraas,  daß  alle  der  Tangentialebene  in  einem  Kreis- 
pimkte  parallelen  Ebenen  das  EUipsoid  in  Kreisen  schneiden,  und 
daß  insbesondere  fUr  den  Zentralscbnitt 

(3)  d~b 
ist.     Hieraus  ei^bt  sich  dann 

(4)  P-r- 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  veracbiedene  Kreispnnkte  K,  K'  und 
lassen  durch  jeden  ron  Ihnen  eine  geodätische  Linie  hindurchgehen. 
Die  beiden  Kurven  mögen  sich  in  A  schneiden.  Für  die  erste  gilt 
die  Gleichung  (2),  filr  die  zweite  entsprechend 

p'd'  —  ac. 

Bezieht  man  jetzt  die  vier  Größen  p,  d,  p',  d'  auf  den  Punkt  A,  so 
ist  p'  mit  p  identisch,  als  Abstand  der  Tangentialebene  in  A  vom 
Mittelpunkte  der  Fläche.    Die  Beziehung 

pd=-p'd' 
liefert  also 

d  und  d'  sind  Halbmesser  des  der  BerOhrungsebene  parallelen  Zentral- 
schnitts, und  zwar  diejenigen,  die  den  Tangenten  der  beiden  geodS- 
tischen  Linien  KA  und  K'A  in  A  parallel  gehen.  Sind  sie  einander 
gleich,  so  müssen  sie  gegen  jede  der  Hauptachsen  gleich  geneigt  sein. 
Oder,  wenn  man  zur  Tangentialebene  zurückgeht:  Verbindet  man  einen 
beliebigen  Punkt  A  des  Ellipsoids  mit  zwei  Kreispunkten  durch  geo- 
dätische Linien,  so  bilden  diese  mit  jeder  der  beiden  durch  A  gehenden 
Krümmungskurren  gleiche  Winkel. 

Diese  ÄoBeinandersetzungen  sollten  nur  beispielsweise  zeigen,  was 
für  anschauliche  Ergebnisse  aun  dem  Joachlmsthalscben  Satze  her- 
geleitet werden  können.  Eine  systematische  Diskussion  dieses  Satzes, 
namentlich  auch  in  der  LiouTilleschen  Schreibweise,  würde  hier  zu 
weit  ttlhren. 

Es  bleibt  noch  zu  prüfen,  was  aus  der  Gleichung  S.  292(13}  für 
eine  beliebige  Botationsääche  wird.  Nach  S.  103(16)  gilt  für  das 
Quadrat  des  Linienelements  die  Formel 

ds»  =  l^,(M,)'(dM!  +  rfl'*)- 

^  Mithin  erhält  man 

^,(«i)»8in»M'  =  0 
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oder,  da  lt'i(«i)  =  «  war, 

uainw  =  coDst. 
Das  ist  aber  wieder  der  Glairantscte  Satz  (S.  288  {8}). 

§86. 
OeodtLtiBOhe  Erelae  und  geo^tiBohe  Parallelktirven. 

Nebmeo  wir  nau  die  allgemeine  Theorie  der  geodätischen  Linien 
wieder  anf.  Von  einem  beliebigen  Flächenpunkte  A  seien  nach  allen 
Richtungen  hin  solche  Kurren  gezogen,  die  Fläche  aber  so  begrenzt, 
daß  sie  sich  nicht  zum  zweiten  Male  schneiden.  Irgendeine  von  ihnen 
sei  als  erste  angenommen;  dann  kann  man  jede  andere  Kurve  der 
Schar  durch  Angabe  des  Winkels  bestimmen,  den  ihre  Tangente  im 
Punkte  A  mit  der  Tangente  der  ersten  bildet.  Denkt  man  sieb  auf 
den  geodätischen  Linien  Ton  A  aus  gleiche  Bogenlängen  AB,  AB', 
AB",  ■  ■ .  abgetr^en,  so  soll  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte 
B,  B',  B",  ...  als  geodätischer  Kreis  bezeichnet  werden.  Dabei 
ist  jedoch  festzuhalten,  daß  eine  solche  Kurve  im  allgemeinen  nicht 
selbst  geodätisch  ist.  Qibt  man  der  Bogenlänge  andere  Werte,  so 
erhält  man  eine  ganze  Schar  geodätischer  Kreise.  Behauptet  wird, 
daß  sie  die  geodätischen  Radienvektoren  AB,  .  .  .  unter  rechten 
Winkeln  schneiden. 

Die  auf  den  geodätischen  Radien  abgetn^ene  Bogenlänge  heiße 
u,  und  V  sei  der  Winkel,  den  ein  beliebiger  dieser  Radien  mit  einem 
festen  bildet.  D.  h.  die  geodätischen  Linien  durch  A  und  die  geo- 
dätischen Kreise  sollen  als  KoordinatenlinieQ  betrachtet  werden.  Dieses 
Netz  erföUt  nur  in  A  selbst  nicht  die  im  §  9  festgesetzten  Be- 
dingungeuj  im  übrigen  geht  durch  jeden  Punkt  des  F^henetflckes, 
auch  in  beliebiger  Nähe  von  A,  eine  geodätische  Linie  v  —  const.  und 
ein  geodätischer  Kreis  u  •=  const.  hindurch.  Die  Bedingung  dafQr, 
daß  die  Linien  v  ^  const.  geodätisch  sind,  daß  nämlich  die  Differen- 
tialgleichung S.  279(13)  oder  (14)  durch  du  -  0  erfällt  wird,  ist 

(1)  J,=  Q 
oder 

(2)  ■E(li-|.v)-|^|-?-''- 

Bedeutet  ferner  ds  das  Bogenelement  der  ersten  Koordinatenlinie,  ist 

SO  folgt,  da  u  selbst  die  Bogenlänge  der  geodätischen  Linie  bezeich- 
nete, ds'  also  gleich  du  sein  muß, 

(3)  E-1. 
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Die  Einfillmmg  dieses  Wertes  in  (2)  liefert 

w  1?-». 

d.  h.  F  iai  von  u  nicht  abhängig.  Gelingt  es  demnach,  F  f^r  irgend- 
eine besondere  Annahme  über  u  zn  bestimmen,  so  gilt  der  ermittelte 
Wert,  der  Funktion  von  v  sein  kann,  allgemein.  Wir  nehmen  u  nn- 
endlichklein  an;  der  geodätische  Kreis  u  =  const.  geht  dann  in  einen 
ebenen  Ereis  über,  und  AB,  AB',  . . .  können  als  geradlinig,  nämlich 
als  die  Radien  des  Kreises  betrachtet  werden.  Auf  der  Peripherie 
dieses,  und  damit  jedes  geodätischen  Kreises  stehen  mithin  die  geo- 
dätischen Linien  senkrecht;  der  Wert  von  F  ist  auch  Ton  v  unab- 
hängig, nämlich  gleich  Null. 

Die  eben  definierten  Größen  u,  v  heißen  geodätische  Polar- 
fcoordinaten. 

Man  kann  den  bewiesenen  Satz  als  Grenzfall  eines  anderen 
auffassen,  dessen  Voraussetzungen  folgende  sind.  Es  sei  auf  der 
Fläche  eine  beliebige  Kurve  sjigenommen,  deren  Punkte  eindeutig- 
durch  eine  Variable  v  bestimmt  sind.  Durch  einen  Punkt  A  der 
Kurve  sei  eine  geodätische  Linie  gezogen,  deren  Tangente  auf  der 
Kuirentangente  senkrecht  steht.  Eine  solche  Linie  soll  geodätische 
Normale  der  Kurve  heißen.  Sie  ist  durch  den  Wert  v  definiert,  der 
dem  Punkte  A  zugehört.  Denkt  man  sich  die  ganze  Schar  geodä- 
tischer Normalen  längs  der  angenommenen  Kurve  konstruiert  und  auf 
ihnen  allen  von  der  Kurve  aus  nach  einer  bestimmten  Seite  gleiche 
Bogen  »  abgetragen,  so  bilden  die  Endpunkte  eine  neue  Kurve,  u  ~  C 
Durch  Variation  von  0  innerhalb  eines  Intervallee  entsteht  eine 
Schar  solcher  Linien,  die  sich  nirgends  schneiden  und  daher  geodä- 
tische Parallelkurven  genannt  werden  sollen.  Stellt  man  jetzt 
die  Bedingung  dafür  auf,  daß  die  Kurven  v  =  const.  geodätisch  sind, 
so  ergibt  dieselbe  Rechnung  wie  vorher,  in  der  nur  v  eine  andere 
geometrische  Bedeutung  hat,  daß  F  fOr  alle  u  denselben  Wert  haben, 
muß.     Nun  ist  für  «  —  0  und  für  alle  Werte  von  v 

F^O, 

da  die  ursprüngliche  Kurve,  die  für  C  =  0  zu  der  Schar  u  —  C  ge- 
hört, auf  den  Linien  v  —  const.  senkrecht  ist.  Demnach  ist  allgemein 
F^O,  d.  h.  die  geodätischen  Parallelkurven  schneiden  die  geodätischen 
Normalen  der  Ausgangskurve  unter  rechten  Winkeln.  Die  Parameter 
u,v,  die  sich  auf  dieses  Knrvennetz  gründen,  werden  als  geodätische- 
Parallelkoordinaten  bezeichnet. 
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Läßt  man  in   dem  zweiten  Satze  die   gegebene  Karre  in  einen 
Punkt  ausarten,  so  erhält  man  den  znerst  bewiesenen  wieder. 
Die  Bedingungen 

(5)  E=l,        F-0, 

mit  denen  wir  es  in  beiden  Fallen  zu  tan  gehabt  haben  und  die 

(6)  rf«*  -  d«»  +  Gdv* 

lieüem,  führen,  wie  anmittelbar  ersichtlich,  zu  einer  Schar  geodätischer 
Koordinatenlinien  und  der  Schar  ilirer  orthogonalen  Ttajektorien  zurflck. 
Sieht  man  aber  davon  ah,  daß  der  Parameter  u  gerade  die  Bogen- 
länge der  geodätischen  Linien  bedeuten  soll,  so  erkennt  man  durch 
Zusammenstellung  von  F  —  0  mit  (2),  da&  fflr  ein  solches  Netz 
orthogonal-geodätischer  Koordinatenlinien  schon  die  Annahmen 

d.  h. 

(8)  F=0.        E  =  <p(uy 

hinreichend  sind.  Setzt  man  tp(u)äu  =  du'  und  schreibt  für  «'  wieder 
u,  so  erhält  man  die  Bedingungen  (5)  wieder. 

Im  Falle  geodätischer  Polarkoordinaten   laßt  sich   auch  Aber  die 
dritte  Fundamental^öBe  G  noch  etwas  aussagen.     Wird 

(9)  YG-m 

gesetzt,  so  hat  die  Bogenlänge  eines  geodätischen  Kreises,  gezählt 
Ton  der  ersten  geodätischen  Linie  an,  den  Ausdruck 

oder,  wenn  m  für  hinreichend  kleine  Werte  von  u  nach  steigenden 
Potenzen  dieses  Arguments  entwickelt  wird, 


fnigdv  +  ufm'^dv  +  - 


m„,  m'o,  . . .  sind  die  Werte,  in  die  m,  .  ,  . , .  für  u  =-  0  Obergehen. 
Mit  unbegrenzt  abnehmendem  u  zieht  sich  der  geodätische  Kreis  mehr 
und  mehr  um  den  Pol  A  des  Koordinatensystems  zusammen,  seine 
Bogenlänge  muß  unabhängig  von  der  oberen  Grenze  v  zu  Null  ab- 
nehmen.    Demnach  hat  man  mg=0. 

Für  sehr  kleine  u  ist,  wie  schim  oben  bemerkt,  die  Trajektorie 
der  geodätischen  Radienrektoren  als  ebener  Kreis  zu  betrachten,  seine 
Bogenlänge  wird  gleich  utt.   Dies  zieht  die  Bedingung  mj,  =  1  nach  sich. 
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Zusammengefaßt:  unter  Yorsossetzung  geodatisclier  Folarkoordi- 
naten  ist  fSr  u  =  0 

(10)  «,  =  >/ß  =  0,        |^^^=1. 


§  87. 

Oithogonal-geodlLtiBOlie  EoordinBtenlinien. 

Es  ist  auf  S.  296  erwähnt  worden,  daß  die  orthogonalen  Trajek- 

torien  einer  Schar  Ton  geodätischen  Linien  im  allgemeinen  nicht  selbst 

geodätisch  sind.    In  der  Tat  kann  diea  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn 

bei    passender   Wahl    der    krammlinigen   Koordinaten    die    drei    Be- 


ir  =  0,      J,-o,      j;'-o 

gleichzeitig  gelton.  Denn  die  dritte  ist  der  Ausdruck  dafCtr,  daß  auch 
«  =  C  ein  partikuUres  Integral  der  Differentialgleichni^  der  geodä- 
tischen Linien  darstellt.     Die  Bedingungen  sind  mit 

F-0,        1^=0,         gJ-O, 
d.  h. 

gleichbedeutend,  und  es  wird 

<2s»  =  9.(M)*dM»  +  ^{v^dv* 
'arameter  in  l 
ds*  =  du'*  -f-  dv 

Dies  iat  das  Quadrat  des  Linienelements  einer  Ebene.  Demnach  kann 
eine  FUche  nur  dann  zwei  aufeinander  senkrechte  Scharen  geodätischer 
Linien  enthalten,  wenn  sie  auf  die  Ebene  abwickelbar  ist 

Führt  man  die  Annahme  £=-1,  F=0  in  die  Differentialgleichong 
der  geodätischen  Linien  ein,  so  erhält  man 

(1)    II- duHv  +  jlf  dvdv'  +  2  G  g  J  dv'  +  G(dud'v  - dvd'u)  =  0. 

Diese  Gleichung  dient  zur  vollatändigen  Bestimmung  der  betrachteten 
Knrven,  wenn  eine  spezielle  Scbar  von  ihnen  neb»t  deren  orthogonalen 
Trajektorien  bekannt  ist.  Die  Annahmen  gelten  z.  B.  für  die  Rotations- 
flächen, wenn  die  Linien  v  =>  const.  mit  den  Meridianen,  u  =  const. 
mit  den  Parallelkreisen  zusammenfallen  und  u  die  Bogenlänge  der 
Meridiankarre  bedeutet  (S.  102).     Außerdem  ist  für  diese  Flächen 

e -*(»)■, 
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eodaß  für  u  als  unabhängige  Variable  die  Oleichimg  (1)  in 

(2)  *(«)  ä'ji  +  ♦(»)■*■(»)  (^)'+  ä*'«  K  -  0 

übergeht.     Setzt  man 

80  erhält  man  die  Differeotialgleichong  erster  Ordnung 

£  +  *(.)♦-«.'■ +  2  ig  .'-o, 

die  durch  die  Substitution 
in  die  lineare 

transformiert  wird.    Ihr  Integral  findet  eich  nach  bekannter  Methode: 

«.■-4*.(«)' -♦(»)', 

worauB  dnrch  Benutzung  der  TraDsformationsgleichungen  und  noch- 
malige Integration 

folgt.  Diese  Gleichung  kann  nur  der  Form  nach  von  der  auf  S.  289 
unter  (9)  angegebenen  verschieden  sein  und  geht  in  der  Tat  in  diese 
über,  wen|^ 

gesetzt  und  die  Beziehung  zwischen  u  nnd  derjenigen  Variablen  be- 
rücksichtigt wird,  die  im  §  31  ursprünglich  mit  u  bezeichnet  wurde. 
Von    den  Vereinfftchungen,    die    die    al^emeinen  Formeln    der 
Fläehentbeorie  für 

£=1,         F=0 

erfahren,  mögen  nur  folgende  hervoi^ehoben  werden.  Die  Werte 
der  Christoffelschen  Größen  sind 

Jj  =  j,  =  j;=o 


j,        1     cO  j„  1   9G  -j.,,        1     dO 


(5) 

Besonders  brauchbar  wird  außerdem  die  aus  der  Gaußschen  Relation 
(6)    L^-M'-^,,\j»^-2G^=-«^  =  -VG^0- 
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folgende  Darstellting  des  KrQmmungsinafiea: 
(-71  K  '    ^'V^ 


Abwickelbare  FltLohen. 
Die  letzte  Formel  kann  man  z.  B.  dazu  benutzen,  Qber  die  Flächen 
vom  KrfiaimungsmaB  N^ull  etwas  anaznaagen.     Für  jede  solche  Fläche 
muß 

(2)  yÖ^u9>(t.)  +  ^(r) 

sein,  wo  <p{y)  and  ^(e)  willkürliche  Fnnhtionen  ihres  Arguments  be- 
deuten. Für  u  und  v  als  geodätische  Parallelkoordinaten  (S.  297) 
werde  noch  die  heeondere  Annahme  hinzugefügt,  daß  die  Ausgangs- 
kurve der  geodätischen  Normalen  selbst  eine  geodätische  Linie  ist. 
Analj^isch  aufgefaßt  heißt  das,  u  =  0  ist  eine  Partikularlösung  der 
Differentialgleichung  S.  399(1).    Die  Bedingung 

(am     _o 

liefert  im  Torliegenden  Falle 

V(i;)  =  0 
oder 

v-w-o. 

Es  ergibt  sich  also 

d^  "  du*  -\-  ^{yfdv^ 
oder 

ds*  =  dM»  +  n'(p{vydv'^. 

Beide  Fonneln  stellen  wieder  das  Linieaelemeut  einer  Ebene  dar.  Die 
Flächen  vom  Krümmungsmaß  Null  sind  demnach  auf  die  Ebene  ab- 
wickelbar. Wenn  keine  Verwechselung  vorkommen  kann,  so  bezeichnet 
man  eine  Fläche  dieser  Art  als  abwickelbar  ohne  weiteren  Zusatz, 
um  alle  abwickelbaren  Flächen  zu  finden,  hat  man  wegen 


(p.+  gl+l). 

die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(^)  "ai*  W  ~  is'^sy) "  "^ 
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aUgemeiii  zu  integrieren.     Das  Zwischeniutegral  lautet 

und  das  allgemeine  wird  durch  die  Oleichongen 

(5)  e  =  tx  +  <p{t)y  +  il,{t) 

(6)  0=  X  +  <p'{t)y  +  K-XO 

dargestellt,  aus  denen  man  sich  den  Parameter  t  eliminiert  zn  denken 
hat.  Die  zweite  Gleichung  ist  die  partielle  Ableitung  der  ersten 
nach  t.  Für  konstantes  t  stellt  (5)  eine  Ebene  dar,  (5)  und  (6)  zu- 
sammen die  Schnittgerade  dieser  Ebene  mit  der,  die  zu  dem  Werte 
t  +  dt  des  Parameters  gehört.  Die  gesuchte  Fläche  ist  der  geome- 
trische Ort  aller  dieser  Geraden,  die  sogenannte  Enreloppe  der 
Schar  von  Ebenen 

is-tx-  <p(t)y  -  ^(0  =  0 
bei  veränderlichem  t 

Die  Gleichungen  (5,  6)  sind  auf  Kosten  der  Symmetrie  so  an- 
gesetzt worden,  daß  sie  nur  gerade  die  fQr  das  al^emeine  Integral 
TOn  (3)  nötige  Anzahl  von  Funktionen  enthalten.  Schreibt  man 
statt  (5) 

(7)  Äx  +  ßy  +  Ce  +  n  =  0, 

wo  A,  B,  C,  D  Funktionen  von  t  sind,  so  tritt  an  die  Stelle  von  (6) 

(8)  Ä'x  +  B'y  +  C'g  -!-  D'  =  0. 
Die  Akzente  kennzeichnen  die  Differentiation  nach  t. 

Daß  die  Ebene  in  jeder  ihrer  Lc^en  die  Enveloppe  berührt,  läßt 
eich  aus  (7)  und  (8)  in  folgender  Weise  ableiten.  Es  sei  F{x,y,e:  f) 
die  linke  Seite  von  (7),  and  F{x,y,z)  die  Funktion,  die  gleich  Noll 
gesetzt  die  Enveloppe  darstellt.  F  entsteht  ans  F  durch  Elimination 
von  t  mittels  der  Gleichung  (8),  deren  linke  Seite  gleich  -^r-  ist. 
Die  Gleichling  der  Tangentialebene  der  Enveloppe  lautet 


2lf(^-)"0. 


Da  aber  t  als  Funktion  von  X,  y,  e  durch  die  Gleichung    ,^  ■-  0  be- 
stimmt ist,  so  wird 
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also  die  Tangentialebeue 

d.  h.  wegen  (7): 

Ä:^+B^  +  Ci  +  D  =  0. 

Zq  (7)  und  (8)  werde  noch  die  Gleichnng 

(9)  A"x  +  S"y  +  C"s  +  I>"  -  0 

hinzugenommeD,  so  defioiereD  die  drei  Qleiehni^en  zasammen,  bei 
AaBscUuß  einer  unmittelbar  ersicbtlicben  Beziehung zwiBchen  A, ... C", 
eine  Baumkurre.     Behauptet  wird,  daß  die  Gerade  (7,  8),  also 

At  +  s\|-^c^  +  D~o 

mit  der  Tangente  der  Kurve  identisch  ist.  Man  könnte  dies  durch 
Fortsetzung  der  eben  angewendeten  SchloßweiBe  zeigen.  Will  man 
die  Tangente  direkt  mittels  ihrer  Gleichungen 

(11)  ,-._,_-,_,-, 

darstellen,  so  hat  man  die  Verhältnisse  der  Differential qnotienten 
x',  ^,  /  aus  (7,  S,  9)  zn  berechnen.  Die  Differentiation  Ton  (7)  liefert 
unter  BerQcksichtigung  von  (8) 

(12)  Ax'+By'+  Ce=0, 

und  ebenso  die  Differentiation  von  (8)  bei  Hinzunahme  von  (9) 

(13)  A'x+By+C't'-O. 

Diese  beiden  Beziehungen  reichen  schon  aus.  Werden  x',  y,  /  ans 
ihnen  und  den  Gleichungen  (11)  eliminiert,  so  ei^bt  sich 

^(j-a;)+£(9-y)  +  C(i-»)  =  0 

Ä'(x-x)  +  B'{i)-y)  +  O'ii^z)  -  0. 

Das  sind  aber  wegen  (7)  und  (8)  die  Gleichungen  (10). 

Die   von  den  Geraden  der  Enveloppe  berührte  Kurve  heißt  die 
BOckkehrkante  der  Fläche. 

Differentiiert  man  (12)  weiter  uud  zieht  (13)  hinzu,  so  findet  man 

(14)  Äx-+By"+Cii"=0 
und  daraus  in  Verbindung  mit  (12): 

A-.B'.G^  y'g"  —  z'y" :  s'x"  —  x'e" :  x'y"  —  y'x". 
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Die  Glieder  rechts  sind  die  Koeffizienten  in  der  Gleichung  der  Schmie-' 
guDgsebene,  Bodaß  diese  die  Form 

A(x-x)  +  Bi\)-y)  +  Cij,-z)  =  0 
annimmt.     D.  h.  die  Ebene  (7) 

JE  +  .B?  +  Ci-f-Z>  =  0 
ist  Schmiegongsebene  der  Rilckkehrkänte. 

Daß  eine  beliebige  Kaumkurve  als  Rückkehrkante  einer  abwickel- 
baren Fische  betrachtet  werden  kann,  ergibt  sich  unmittelbar.  Der 
Ort  der  Tangenten  ^Bt  sich  nämlich  als  Enveloppe  der  Schmiegnngs- 
ebenen  auffassen,  und  die  Euveloppe  jeder  Ebenenschar  führt  auf  die 
Oleichung  (3)  oder  eine  ihr  äquivalente  zurück. 

Man  kann  auch  direkt  von  der  Darstellung  der  Tangenten- 
fläche ausgehen.  Sie  wird  durch  die  Gleichungen  (11)  g^eben, 
wenn  darin  x,  y,  g  beliebige  Funktionen  eines  Parameters  sind,  der 
jetzt  V  heißen  möge.    Berechnet  man  aus 

(16)  (_»{.;) +  «,■(«) 

}-.(»)+«»■(.) 

die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  und  setzt  sie  in  den  Aasdmck 
des  Erümmnngsmaßes  ein,  so  fallen  alle  Glieder  bis  auf  drei  von 
Tomherein  weg,  und  diese  geben  zusammen  den  Wert  Null. 

Außer  der  TangentenSache  hängen  mit  einer  Raumhurre  noch 
andere  abwickelbare  Flächen  zusammen,  von  denen  aber  hier  nur  die 
rektifizierende  Fläche,  die  Enveloppe  der  rektifizierenden  Ebenen, 
erwähnt  sei.  Die  Hauptnormale  der  Kurve  ist  Normale  dieser  Fläche, 
mithin  die  Kurve  seibat  eine  geodätische  Linie  auf  der  Fläche.  Nun 
reduziert  sich  für  ds*  =  du*  +  dv*  die  DifiFerentialgleichung  der  geo- 
dätischen Linien  auf 

dud*v  —  dvd^u  =  0, 

und  das  a%emeine  Integral  dieser  Gleichung, 

au+bv  +  C'-O, 
stellt  in  der  Ebene,  auf  die  die  Fläche  abgewickelt  wird,  eine  gerade 
Linie  dar.     Bei  der  Abwickelung  der  rektifizierenden  Fläche  auf  die 
Ebene  geht  also  die  Raumkurve  in  eine  gerade  Linie  Über.    Dies  ist 
der  Gmnd  für  die  bereits  auf  S.  9  eingeführte  Bezeichnung. 

Die  Theorie  der  rektifizierenden  Fläche  rechtfertigt  auch  die  Be- 
zeichnung „Allgemeine  Frenetsche  Formeln".    Betrachtet  man  lümlich 
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eine  beliebige  BaunakurTe  als  ihrer  rektißziereaden  Fläche  angebörig, 
so  daß 

sin  qo  =  0,         ff  =  0 

Ut  (TgL  S.  59—60),  Bo  wird 

«  =  th,  t  '-Ic 

X  "»  sa",      ä'  =  ea, 

and    die    Gleichungen   (a,  b,  c)  (S.  55)    gehen    in    die    gewöhnlichen 
Prenetechen  Formeln  (I,  II,  III)  (S.  16)  über. 

Obwohl  die  Annahme  K  =  0,  sowohl  längs  eines  Flächenstilckes 
wie  auch  in  einzelnen  Punkten,  hier  stets  als  ausgeschlossen  be- 
trachtet werden  soll,  so  lange  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil  be- 
merkt wird  (wie  z.  B.  S.  108),  so  möge  doch  erwähnt  werden,  daß  in 
jedem  Punkte  einer  abwickelbaren  Fläche  die  beiden  Äsymptoten- 
linien  —  wenn  man  diese  Bezeichnung  hier  noch  anwenden  will  — 
miteinander  und  mit  der  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche  zu- 
aammen&llen.  Die  eine  Krümmungslinie  wird  dann  ebenfalls  mit 
dieser  Geraden  identisch.  Die  Krümmungslinien  der  zweiten  Schar 
sind,  wie  immer,  die  orthogonalen  Trajektorien  der  ersten.  Es  sind 
also  speziell  für  die  Zylinderflächen  ebene  Kurven,  deren  Ebenen  anf 
den  Kanten  senkrecht  stehen,  für  die  Kegelääcben  die  Schnittlinien 
mit  einer  Schar  von  Kugeln,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  mit  der 
Spitze  zusammenfällt.  Im  besonderen  liefern  diese  Besnltate,  auf 
Flächen  zweiten  Grades  angewendet,  eine  Ei^änzung  des  in  den  Para- 
grapheu  64  und  66  Bewiesenen. 


Über  die  allgemeine  Bestimmung  der  geod&tisolieii  Farallelkarran 
und  der  geodätdaohen  Linien. 
Will  man  eine  in  beliebigen  Parametern  gegebene  Fläche  auf 
orthogonal-geodätische  Koordinaten  beziehen,  so  hat  man  ein  partikn- 
\är^  Integral  einer  bestimmten  Differentialgleichung  2.  Ordnung  zu 
ermitteln  und  dann,  behufs  Darstellung  der  orthogonalen  Trajektorien, 
noch  eine  Di£Ferentialgleichnng  1.  Ordnung  zn  integrieren.  Wir  nnter- 
euchen  die  Aufgabe  genauer  und  stellen  die  Frage  so:  Welchen  Be- 
dingungen müssen  zwei  Funktionen  ip{u,  v)  und  ilp(u,  v)  genügen,  da- 
mit die  Kurven  p(u,  v)  ==  const.  und  ^(u,  v)  '^  const.  ein  orthogonal- 
geodätisches  Netz  bilden?  Und  zwar  sollen  die  geodätischen  Linien 
dorcb  ^  —  const.,  ihre  orthogonalen  Trajektorien  durch  {p  =  const. 
dargestellt  werden. 

KDoblanch,  DlffsnatlatgKinclri«.  SO 


jdnyGoot^lc 


306  Vn.  Abadmitt.    g  80. 

Setzt  man 

(1)  y(«,  •>)-«■.    *(»,.)-»', 

so  Bind  nach.  S.  298  (8)  die  Bedingungen  dafBt  zn  bilden,  d^ 

(2)  f"-0, 
E'  eine  Funktion  von  u'  alleio, 

(3)  •  £■-/■,(«■) 
wird. 

Nun  liefern  die  Formeln  für  die  TransfonnatioQ  der  krumm- 
linigen Koordinaten  (S.  43  (20)),  wenn  Docli 

geschrieben  wird: 

&(»',  !/)  -  0 

Die  erste  dieser  Gleichungen, 

(6)  ^'f-m, 

stellt  sieb  als  partielle  Differeatialgleichung  1 .  Ordnung  fQr  die  Funk- 
tion ip{u,,  v)  allein  dar.     Ist  diese  bekannt,  so  bestimmt  die  partielle 
Di  ffer  en  tialgleichung 
(6)  A(qp,  ^)  =  0 

die  zweite  Funktion.     Endlich  liefert  daon  die  dritte  Gleichung 

(7)  '^'♦-i 

den  Wert  von   G'  und  damit  den  vollständigen  Ausdmck  för  das 
Quadrat  des  Linienelements, 

(8)  dÄ«  =  ^^^^^  +  GW*. 

Hierzu  ist  ft^ilicb  zu  bemerken,  daß  nach  der  Bedingung  (3)  in 
Verbindung  mit  (4)  nur  die  Existenz,  aber  nicht  der  Ausdruck  der 
Funktion  f  als  bekannt  gelten  kann.  Angenommen  nun,  f  sei  will- 
kürlich gegeben,  so  kann  man  zu  einer  Einsicht  in  die  Katur  &€r 
durch  (5)  definierten  Kurven  ip  —  conet.  auf  folgende  Weise  gelangen. 
Man  betrachte  in  der  p&rtiellen  Differentialgleichung  als  Unbekannte 
an  Stelle  von  <p  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  g{ff>).  Vermöge 
der  Eigenschaft 

(9)  A^W-sW^'f 
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des  Biffereatialparameters  1.  Ordnung  geht  die  Gleichung  (5)  in 

^'ff(<p)  -  ffXvyfiv) 

ober.     Wählt  mim  also  ffi^))  der  äleichung 
gemäß,  nämlich 


'  Vrt») 

Bo  lautet  die  tramformierte  DifTerentialgleichnng 

(10)  A'5(9)_l. 

Ea  sei  nun  weiter  g{ip)  —  u',  also  A'w'  —  1.    Nach  S,  42  (20)  ist 
diese  Gleichung  mit 

a'=E'G'-F'' 

gleichbedeutend.  Ist  die  andere  Schar  von  Eoordinatenünien,  v'->  oonat., 
zu  u'— const  senkrecht,  alsi  J^'— 0,  so  folgt  £'=1.  Diese  beiden 
Bedingongen  kennzeichnen  aber  das  Kurvennetz  b3s  orthogonal- geo- 
dätisch, nnd  u'  als  Bogenlänge  der  geodätischen  Linien  v'—  G,  ge> 
rechnet  von  einer  bestimmten  Trajektorie  ans. 

Hiernach   kann   die  Beatimmung    der    orthogonalen  Trajektorien 
einer  Schar  geodätischer  Linien  an  die  vereinfachte  Gleichong 

(11)  A'<p  =  l 

geknfipft  werden.  Keimt  man  eine  Lösung,  die  eine  nicht- additive 
willkQrliehe  Konstante  a  enthält,  so  ist  zur  Anfauchung  der  geodä- 
tischen Linien  selbst  keine  weitere  Integration  erforderlich.  Es  sei 
nämlich 

g?  =  fr(M,  «;  a) 

diese  liöeung,  sodaß  die  Gleichung  A'd"  ^  1,  d.  b. 

identisch  besteht.     Dififerentiiert  man  sie  uach  a,  so  findet  man 

'' 8=-  äiTJS  -^[Si  Tili  +  H  SlSäj  +  -^  87  8,8i  "  "' 

In  der  Form 

,8»  ,8» 

(<'l!-^l?)^+(^l*-^l!)-r-<' 
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geschrieben  besagt  dies  Ergebnis,  daS  i^  » -^  eine  Lösong  der  par- 
tiellen BüFeFentialgleichung 

A(*,  *)  =  0 
ist.     Die  Olflichnng 

mit  den  beiden  willkürlicben  Eonstanten  a  und  C  stellt  also  die 
geot^tisohen  Linien  dar. 

§90. 
Zwei   Soharen   geodätiBoher  Farallelkorven   als  Soordinatenlinien. 
GeodätlBOhe  SUipaea  und  HTperbeln. 
£e  seien  jetzt  die  beiden  Scharen  der  neneo  Koordinatenlinien 
orthogonale  Trajektorien  von  Scharen  geodätischer  Linien,   und   ihre 
Parameter  u',  v'  von  vornherein  den  Tereinfaehten  Gleichnngen 
(1)  AV-1,         AV-1 

gemäß  gewählt,  u'  und  v'  sind  dann  allgemein  die  geodätischen  Ab- 
stände eines  Flächenpnnktes  von  zwei  willkürlich  angenommenen 
F^chenkurven.     Die  Bedingungen  (1)  lauten   in   den   neuen  Faoda- 


(2)  E'=G'=E'G'-F'*. 

Aue  ihnen  folgt,  wenn  #'  den  Eoordinatenwinkel  bezeichnet, 
^'=  £'»(1  -  coe»d'},         -E'-  sW' 
F'^E'coa»'—^^.- 

(3)  ds»  -  ^,^,  (du'*  +  2  coa  »'du'dv  +  dv'*) . 

Um  eine  bestimmte  Umwandlung  des  Linienelements  als  mdg- 
lich  nachzuweisen,  braucht  man  nicht  immer  die  Transformations- 
gleichungen in  ihrer  Allgemeinheit,  sondern  kann  häufig  einfacher 
schließen.  Ln  vorliegenden  Falle  seien  v^  =  const.  die  geodätischen 
Linien,  zu  denen  die  Kurven  u'  ^  const.  der  Voraussetzotig  nach  ortho- 
gonal sind,  so  mufi  sich  setzen  lassen 

ds'  =  d„'»+G,duJ. 
Andererseite  ist 

ds'  —  E'du''  +  2F'du'dv'  +  G'dv''. 
Hiemach  wird 

E'du''  +  2Fdu'dv'  -i-  G'd^*  -  du'* 
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dag  Quadrat  einer  Imeoren  Differentialform,  V^(2f^,  und   es   muß 
deshalb  die  Detenninante 

(E'-1)G'-F'* 
gleich  Null  sein.    Ebenso  seien  u,  =>  const.  die  geodätischen  Linien, 
die  TOD  den  Kurven  v'— const.  senkrecht  geschnitten  werden,   so  ist 

ds*-E^du\  +  dv''. 
Die  Gleichung 

E'da''  +  2F'dudv'+  G'dv''-dv'*  =  (YE^du^y 
liefert 

£'(<?'- i)--f"'-o, 

and  beide  Bedingungen  zusammen  geben  die  Gleichungen  (2)  wieder. 

Es  werde  noch 
(4)  «'+«'"  2h,        u—v'—2v 

gesetzt,  wo  also  a  und  v  von  den  vorher  so  bezeichneten  allgemeinen 
Parametern  verschieden  sind.     Führt  man 

du  —  d«  +  dv,         dv  —  dn  —  dv 
in  die  Formel  (3)  ein,  so  ergibt  sich 

ds'  =  -j^T^  (2du*  +  2dv»  +  2  cos  *'(dM»  -  dv')) 


V*W\ 


,»:^.rf„«4.2sin'^dt;» 


(6)  rfs" »-  +  "-(7. 

,..■-     ».•- 

FOr  die  durch  (4)  definierten  Parameter  u,  v  ist  also 

(6)  -B---»-        "-(>,         0 i-^, 

oder 

(7)  E+G-EG-O,        F~0. 

Die  Gleichung  i^— 0  liefert  folgenden  anschaulichen,  zuerst  von 
Gilbert  gefundenen  Satz  der  Geometrie  auf  den  Flächen:   ' 

Denkt  man  sich  auf  einer  Fläche  die  beiden  Scharen  von  Linien 
konstruiert,  fDr  deren  Punkte  die  Summe  und  die  Differenz  der  geo- 
^tischen  Abstände  von  zwei  beliebigen  Flächenkurven  konstant  ist, 
80  schaeiden  die  beiden  Scharen  einander  unter  rechten  Winkeln. 

Speziellere  Sätze  erhält  man,  wenn  man  eine  der  beiden  festen 
Kurven  oder  beide  in  Punkte  ausarten  läßt. 
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Es  seien  im  besonderen  auf  eioem  dreiachsigen  EUipsoid  zwei 
Kreisptuikte  K,  K'  als  Aa^aogspunkte  geodätischer  Linien  aiige- 
nommen.  Behauptet  wird,  daß  die  EuTTen,  ^gs  denen  Summe  und 
Differenz  der  geodätischen  Abstände  Ton  K  und  K'  konstante  Werte 
haben,  mit  den  ErÜDimungslinien  zusammenfallen.  Dieser  Satz,  dessen 
rein  analytischer  Beweis  mit  Hilfe  elliptischer  Integrale  zu  führen 
wäre,  möge  hier  als  Beispiel  daitlr  dienen,  wie  man  unter  UmsÜLndeu 
anschauliche  Ergebnisse  mittels  der  Anwendung  des  Dnendlichkleinen 
in  der  Geometrie  erzielen  kann. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  nehmen  wir  K 
und  K'  beide  auf  der  positiven  Seite  der  (29)-Ebene  an  und  betrachten 
eine  der  ErOmmungslinien  v  =  conet.,  in  denen  das  EUipsoid  von  den 
konfokalen  einschaligen  Hyperboloiden  geschnitten  wird. 
A  und  B,  zwei  benachbarte  Punkte  dieser  Kurve,  sind 
mit  K  und  K'  durch  geodätische  Linien  verbunden 
(Fig.  16).  Ti%t  man  den  Bogen  KA  auf  KB  bis  A' 
ab,  K'B  auf  K'A  bis  B'  und  verbindet  A'  mit  A,  S' 
mit  B  durch  den  Bogen  je  eines  geodätischen  Kreises,  so  sind  in  den  un- 
eudlichkleinen  Dreiecken  ABA'  und  ABB'  die  Winkel  bei  A'  und  B' 
rechte,  nach  einem  Satze  des  §  86.  Nach  dem  im  §  85  Bewiesenen 
sind  aber  in  diesen  Dreiecken  noch  zwei  andere  Winkel  einander 
gleich.  Es  bildeten  i^mlich  die  beiden  geodätischen  Linien  KA  und 
K'A  im  Punkte  A  gleiche  Wiukel  mit  der  Krümmnngslinie.  Diese 
Winkel  können,  ohne  daß  ein  Mißverständnis  zu  befürchten  ist,  in 
der  Figur  mit  KAC  und  K'AB  oder  B'AB  bezeichnet  werden.  Da 
femer  der  geodätische  Radiusvektor  KB  von  KA  unendlich  wenig 
abweicht,  so  ist  mit  unbegrenzter  Genauigkeit  iT^f? ->■  KAC.  Daraus 
folgt  dann  B'AB  =  A'BA,  die  Dreiecke  ABB'  und  ABA'  sind  kon- 
gruent, woraus 

*        ^  AB-^BÄ, 

d.h. 

K'A-K'B^KB-KA, 

KA-\-K'A  =  KB~i-K'B 
folgt.  Die  Summe  der  geodätischen  Abstände  eines  Punktes  der 
Krümmungslinien  von  K  und  K'  bleibt  beim  Fortgange  längs  der 
Kurve  ungeändert.  Oder,  nach  der  ersten  auf  S.  290  angegebenen 
mechaaischen  Bedeutung  der  geodätischen  Linie:  Befestigt  man  einen 
Faden  mit  seinen  beideu  Enden  in  zwei  Kreispunkten  des  Ellipsoids 
und  läßt  dann  einen  Stift  so  auf  der  FUtche  entlang  gleiten,  daß  er 
den  Faden  gespannt  erhält,  so  beschreibt  der  Stift  eine  Rrfimmungs- 
linie. 
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Für  die  ErflmmuDgBlmien  der  zweiten  Art  erweist  eich  die  Diffe- 
renz der  geodätischen  Abstände  ihrer  Punkte  von  ff  und  ff'  als 
konstant,  wie  es  nach  dem  Gilbertschen  Satze  erwartet  werden  kann. 

Bei  unmittelbar  verständlicher  Definition  kötmen  hiemach  die 
KrttmmuQgslinien  des  Ellipsoids  als  geodätische  Ellipsen  und 
Hyperbeln  mit  zwei  Ereispnnkten  als  Brennpunkten  bezei<^net 
werden. 

§  91. 
Totalkr&mmiuig  eines  geo^tUtdien  Dreiecks. 

Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  geodätischen  Linien  möge  hier 
noch  der  Beweis  eines  von  Oauß  gegebenen  Satzes  folgen,  der  sich 
auf  ein  Ton  drei  solchen  Kurcen  begrenztes  Dreieck  auf  der  Fläche 
bezieht.  FOr  den  Ausspruch  des  Satzes  ist  es  nötig,  die  Definition 
des  Begriff  der  Totalkrflmmung  Toraozuschicken,  der  mit  dem  des 
Krümmnugsmaßes  eng  zusammenhängt,  bisher  aber  nicht  gebraucht 
worden  ist. 

Die  TotalkrQmmung  eines  Flächenstfickes  S  wird  durch  den  In- 
halt des  Stückes  S  auf  der  Einheitskugel  gemessen,  das  jenem  bei 
der  Abbildung  durch  parallele  Normalen  entspricht.  Aber  die  abso- 
lute Größe  2J  soll  nicht  ohne  weiteres  der  Totalkrfimmung  gleich 
sein,  sondern  erst  nach  HinzufQgung  eines  bestimmten   Vorzeichens. 

Im  §  35  ist  das  Erümmungsmaß  k  dem  Quotienten  der  beiden 
unendliohkleinen  Dreiecke  du  und  dS  gleichgesetzt  worden,  versehen 
mit  dem  positiven  oder  negativen  Zeichen,  je  nachdem  die  Dreiecke 
in  ähnlicher  Lage  sind  oder  nicht  (S.  IIb).  Nachdem  l;  gleich  dem 
Produkt  K  der  Hauptkrümmungen  gefunden  ist,  gilt  also  die  Formel 

(1)  x-.g. 

FOr  ein  Flachenstflck  2]  von  endlicher  Ausdehnung  folgt  duBus: 

(2)  2:  =  ftKdS. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  daß  das  Integral  eigentlich,  als  Doppel- 
integral zu  schreiben  ist,  und  daß  die  Grenzen  in  bestimmter  Weise 
angeordnet  werden  müssen,  damit  27  >  0  wird.  Die  Totalkrümmung 
soll  nun  durch  die  Gleichung 

(3)  St  =  ai: 

erklärt   sein,  wo  t  dasselbe  Zeichen  ist  wie   vorher,  also,  wie  man 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


312  Vn.  Abschnitt.  ,§  91. 

sE^en  bann,  gleich  +  1  oder  —  l,  je  nachdem  das  KrttnunungsmaB 
positiv  oder  negativ  ist.    Aus  (2)  tmd  (3)  ergibt  Bich 

(4)  ^^jKdS. 

Ist  K  für  einen  Teil  von  S  positiv,  für  einen  anderen  negativ,  so  hat 
man  in  bekannter  Weise  zunächst  eine  Zerlegung  vorzunehmen. 

Da  der  analytische  Ausdruck  von  K  bekannt  ist,  so  kommt  es 
zur  Berechnung  von  ß  noch  darauf  an,  das  Flächenelement  dS  zn 
bilden,  was  anch  fOr  das  Komplanations- Problem  wichtig  ist.  Das 
unendlichkleine  Dreieck  auf  der  Fläche,  von  dem  eben  wieder  die 
Rede  gewesen  ist,  kann  mit  unbegrenzter  Genauigkeit  aU  Hälfte  eines 
Vierecks  aufgefaßt  werden,  das  von  zwei  Paaren  benachbarter  Kurven 
des  Koordinatennetzes  eingeschlossen  wird.  Betrachtet  man  jetzt  dieses 
Viereck  selbst  als  Flächenelement,  so  wird 

(5)  dS  =  ds' .  ds" .  sin  ff. 
Dabei  ist 

Wird  femer  die  Bezeichnung  so  gewählt,  daS  Uings  der  beiden  im 
Punkte  A  =  (uv)  zusammenlaufenden  Seiten  von  A  aus  in  positivem 
Sinne  fortgeschritten  wird,  so  hat  man 

ds'^YEdu,        ds"  =  yGdv, 
also 

(6)  dS^Tdudv. 

Hiemach  lautet  die  Komplanations-Formel  in  beliebigen  Koordinaten: 

(7)  S  =  JjYEG'-^F^dudv. 

Für  U'^  X,  V  =•  y  gebt  sie  in  die  aus  den  Elementen  der  Integral- 
rechnung bekannte 

Aber. 

Die  Totalkrlimmung  wird  durch  die  Formel 

(9)  fi  =  JJK  YEG^F*  dudv 

bestimmt.  Dieser  analytiBcbe  Ausdmck  und  seine  geometrische  Be- 
deutung sind,  abgesehen  von  dem  Namen  Totalkriinuuung,  von  Ro- 
drigues  gegeben  worden. 
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Es  soll  nun  die  TotolkrQnimuiig  eines  geodätischen  Dreiecks, 
d.  h.  eines  von  drei  geodätischeii  Linien  begrenzten  Flächenatfickes 
ermittelt  werden. 

Der  eine  Eckpunkt  A  sei  Anfangapnokt  eines 
Systems  geodätischer  Polarkoordinaten  (Eig.  17). 
Werden  die  Winkel  von  der  Seite  AB  aus  gezählt, 
80  heißt  das,  diese  geodätische  Linie  bat  die 
Gleichung  v  —  0.  Für  a  als  Dreieckawinkel  bei 
A  ist  die  Oleichung  der  Linie  AC  n».  it. 

v  —  a. 
Ffir  orthogonal-geodätische  Koordinaten  ist  ferner 

yo  du'  ' 


-JJ^ 


Das  Integrationsgebiet  kann  durch  die  Überlegung  bestimmt  werden, 
daB  man  alle  Punkte  des  geodätischen  Dreiecks  erhält,  wenn  man 
einen  beliebigen  geodätischen  Radiusrektor  AD  durchläuft  und  dieaen 
alle  Lf^en  zwischen  AB  und  AC  annehmen  läßt.  AD  ^  u  ist  dabei 
eine  Funktion  von  v,  die  von  der  Art  des  Verlaufes  der  Dreiecksseite 
BC  abhängt.     Hiemach  ist,  genauer  geschrieben: 

Die  Ausführung  der  ersten  Integration  liefert 

,/  du*  du       \du/u=o 

Nun  war  aber  fUr  geodätische  Polarkoordinaten 

(?;')__  =  1 

(S.  299),  sodüB 

wird.  Statt  ^  ,  das  eine  von  der  Lage  des  Punktes  D  abhängige 
Funktion    von  v  ist,   kann  der  Winkel   eingeführt  werden,   den  die 
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geodätische  Linie  BC  in  diesem  Punkte  mit  der  positiven  Koordinaten- 
linie  v  =  coDßt.  bildet.    Es  war  (S.  282  (8)) 

Edw r(J,du  +  Jjdv), 

d.h.  hier,  nach  S.  300(5), 

13eht  nun  v  von  0  bis  a,  so  darchläuft  D  die  Dreiecksseite  BG  in 
der  Richtnng  von  B  nach  0.  Die  positive  Richtong  der  drei  in  der 
Fignr  vorkommenden  Linien  v  =  const.  geht  von  A  nach  S,  D  und 
C  Demnach  sind  die  Grenzen  für  w  gleich  n  —  ß  und  y,  nnd  es 
ergibt  sich 

St=fdv+fdu-, 

(12)  St  =  a  +  ß  +  y-x. 

Hierans  folgt  noch 

<13)  i:-B(_a  +  ß  +  y^x). 

Ist  der  Radius  der  Bildkngel  nicht  gleich  Eins,  sondern  gleich  a, 
so  tritt  in  dieser  Formel  rechts  a*  als  Faktor  hinzu,  nndidie  Oesamt- 
oberfläche  der  Kugel  ist  dann  gleich  4a*jt.  Also:  Der  Inhalt  des 
Dreiecke  auf  der  Kugel,  das  bei  der  Abbildung  durch  parallele  N^or- 
malen  einem  beliebigen  geodätischen  Dreieck  auf  einer  positiv  oder 
negativ  gekrümmten  Fläche  entspricht,  verhält  sich  zn  der  Oberfläche 
der  Kugel,  wie  der  Eszess  oder  Defekt  der  Winkelsumme  des  geo- 
dätischen Dreiecks  zu  4x. 

Gauß  selbst  nennt  diesen  Satz  eia  theorema  elegantissimum. 

§92. 
QeodätlBoher  EontingenEvrinkel,  geod&tisohe  Krfimmong. 
Im  §  78  sind  zwei  sachlich  übereinstimmende  charakteristische 
Eigenschaften  der  geodätischen  Linien  angegeben  worden:  1.  die 
Scbmiegungsebene  einer  geodätischen  Linie  entMlt  die  FlächeDUormale; 
2.  die  TangentialkrOmmung  einer  solchen  Kurve  ist  gleich  Null. 
Setzt  man  diesen  Begriff  nicht  voraus,  so  kann  man  umgekehrt 
die   Tangentialkrümmung  einer  Fläehenkurve  mit  Hilfe  der  Theorie 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


GeodätiBche  Erämmung.  315 

der  geodätischen  Lioiea  erbl&reii,  und  zwar  in  einer  Art,  die  der 
Definition  der  Krümmung  einer  beliebigen  Kurve  mittels  des  Kon- 
tingenzwinkelB  (§  4)  genau  entspricht. 

Wir  denken  uns  in  zwei  benachbarten  Funkten  einer  Flächen- 
kurre  die  sie  berllhrenden  geoc^tiscben  Linien  konstruiert.  Der  un- 
endlichkleine  Winkel,  den  diese  Linien  mit  einander  bilden,  heißt  der 
geodätische  Kontingenzwinkel  der  gegebenen  Kurve,  der  Quotient 
aus  diesem  Winkel  und  dem  Bogenelement  die  geodätische  Krüm- 
mung. Es  soU  bewiesen  werden,  daß  die  geodätische  Krümmung 
mit  der  Tangentialkfümmung  Übereinstimmt. 

Offenbar  genügt  es,  diesen  Nachweis  für  eine  Koordinatenlinie 
2a  führen.  Denn  solange  das  Koordinatennetz  beliebig  bleibt,  kann 
mau  immer  annehmen,  daß  die  gegebene  Kurve  einer  der  beiden 
Scharen  des  Netzes  angehört.  Nach  einer  schon  wieder- 
holt gemachten  Bemerkung  verzichtet  man  dabei  frei- 
lich auf  die  gleichzeitige  Ermittelung  des  allgemeinen 
Bildungsgesetzes  för  die  auftretende  Öächentheoretische 
Größe.  . 

Die  gegebene  Kurve  sei  eine  der  Linien  u  =  const. 
(Fig.  18).  A  und  B  sind  zwei  benachbarte  Kurven- 
punkte,  AC  und  BC  die  beiden  durch  sie  gehenden 
geodätischen  Tangenten,  D  deren  Schnittpunkt,  also 
C'i)C  der  geodätische  KontingenzwinkeL  AE  und 
BF  bedeuten  die  beiden  durch  A  und  B  gehen- 
den  Linien   v  —  const.,    B'    den    Schnittpunkt    von    BF   mit   AG'. 

Das  Zeichen  d  kennzeichne  hier  nicht,  wie  gewöhnlich,  den  Über- 
gang von  A  nach  B  (in  positiver  Richtung),  sondern  im  Sinne  des 
§  79  den  Fortgang  längs  der  geodätischen  Linie  AC.     Dann  ist 

C'AE  =  w,        C'B'F  -w  +  dw, 
und  es  werde  noch 

CBF^tv  +  äw 
gesetzt   Für  den  geodätischen  Kontingenzwinkel  dtv'  ergibt  sich  dann 
bis  auf  Größen,  die  gegen  die  vorkommenden  Differentiale  unendlich- 
klein sind, 

(l)  dw'^dw-dw. 

Läßt  man  diese  Formel  unter  allen  Voraussetzungen  gelten,  so  sieht 
man,  daß  dw'  auch  negative  Werte  haben  kann.  Denn  würde  man 
z.  B.  in  der  Figur  die  u-Linien  nach  der  Seite  positiv  nehmen,  nach 
welcher  die  gegebene  Kurve  konvex  ist,  so  würde  dw>dw  werden. 
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Es  sei  Dim 

die  DefiaitioDsgleichiuig  fSr  die  geodätische  Krümmung  der  gegebenen 
Karre  im  PtuJcte  A.  Wegen  der  Annahme  J^  —  0  iat  tv  —  -^r 
,e  +  Sw=  ^,   also  ff  —  ^^  ,  femer  nach  S.  281  (5, 7) 


d.lL 
(8) 


ist  noch  Ss  = 
_  1 /dEa 

1       ihE-i/G     . 


Für  die  Linie  n  =-  const  ist  noch  Ss  =  YGdv,  mithin 
1       /dEdtt      dG\ 


sffj/i;  i 


mit  dem  Ausdrack   der  ToDgentialkrQmmnng  nach  8.140(11)  über- 
einstimmend. 

Für  die  Geometrie  anf  den  Flächen  ist  diese  Definition  der  geo- 
dätischen KrOmmni^  von  vresentlicher  Bedeutung.  Denn  nachdem 
die  geodätischen  Linien  einmal  in  anmittelbarem  Anschluß  an  die 
Theorie  der  kürzesten  Linien  erklärt  sind,  erfordert  sie  nicht  mehr,  wie 
es  ursprünglich  bei  der  Tangentialkrflmmnng  der  Fall  war,  ein  Herans- 
treten  aus  der  FUiche  durch  Benutzung  der  Normale. 


Der  DifferentialpaFameteF  sweiter  Ordnung. 
Um  aus  einem  so  speziellen  Ausdruck  wie  (3)  ein  allgem 
Bildungsgesetz  herzuleiten,  hat  man  in  den  meisten  Fällen  umfang- 
reiche ^[;d  im  Toraus  schwer  zu  überblickende  TransformationeD  aus- 
zuführen. Im  vorliegenden  Falle  wird  man  versucheo,  die  Koordinaten- 
Terwandlung  zu  benutzen,  da  die  Formel  mittels  besonderer  Annahmen 
über  das  £oordinatensystem  gefunden  worden  ist.  Die  Theorie  der 
Tangentialkrümmung  soll  dabei  ebensowenig  wie  Torher  hinzugezogen 
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Die  letztliin  schon  mehnnals  benutzten  TransformatioDSgleichungeii 
Isntfiten 

(1)  ww^-r'-'''9.   gi^,-H%*).  ys^^-AV. 

Hier  ist  <p{u,v)  =v!,  ^{u,v)~v'  und  nacli  der  Yoraueeetzung  im 
Torigen  Paragraphen  F'  =  0.  Die  Grundlage  der  Untersuchung  bilden 
mithin  die  Qleichungen 

<2)  AV  =  ^,        A(9',il')-0,         A'if--^ 

zoBammen  mit 

rt\  «  1      äff' 

<3>  ^- ^-^W'Tv:' 

Ala  bekannt  gelten  die  Fundamentalgrößen  E,  F,  O,  die  in  den 
Differentialparametem  als  Koeffizienten  Torkommen,  sowie  die  Funk- 
tion fp  nebst  ihren  Ableitungen,  dagegen  nicht  die  Funktion  ^,  deren 
Bestimmung  vielmehr  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  erfordern  wQrde.  Das  Ziel  ist,  9„-^g„  durch  E,  F,  G 
und  die  Ableitungen  von  q)  darzustellen. 

Von  den  drei  Großen  E',  G'  und   ^— ,-  erscheint  nur  die  erste, 

onmittelbar  in  der  Torlangten  Form.  Schon  G'  selbst  ist  dagegen 
noch  von  i>  abhängig.  Um  die  Ableitung  ^  /  auszudrücken,  hätte 
man  zu  bilden 

"z  du'        3«A'i/.    gu^auA'^    du 

nnd  die  ümkehrungsformeln  (S.  40  (12))  zn  benutzen.  Nach  Einfüh- 
rung der  drei  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (3)  hat  man  noch  die 
Ableitungen  von  i/»,  die  bis  zur  zweiten  Ordnung  vorkommen,  heraus- 
zuschaffen. Wie  uuflbersichtlich  diese  Rechnung  werden  würde,  falls 
man  sie  ohne  weiteres  nach  den  Vorschriften  der  gewöhnlichen 
Eliminatioustheorie  in  Angriff  nehmen  wollte,  lehren  schon  die  ersten 
Schritte.  Wenn  man  sich  dann  also  auch  von  der  Möglichkeit  über- 
zeugt lütte,  mittels  einer  endlichen  bestimmten  Anzahl  wohldefinierter 
Operationen  zum  Ziel  zu  kommen,  so  würde  man  doch  sicher  sein 
können,  für  die  gesuchte  Größe  einen  sehr  verwickelten  Ausdruck  zu 
erhalten.  Mit  einer  solchen  Lösung  eloer  fläohentheoretischen  Auf- 
gabe darf  man  sich  niemals  zufrieden  geben;  vielmehr  ist  in  die  Auf- 
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gäbe  stets  tou  Tornherein  die  Forderang  anfzuaehmen,  daß  das 
Bildnngsgesetz  der  Schlußformeln  sich  ia  ein&cher  Weise  beschreiben 
lasse. 

Die  anzustellende  Rechnung  würde  noch  umständlicher  werden, 
wenn  man  ihr  die  Transformationsgleichungen  in  der  ersten  Gestalt 
(8. 39(8))  ZQgruude  l^en  wollte.  Die  Gleichungen  (1)  haben  wenigstens 
den  Vorzug,  daß  ihre  rechten  Seiten  in  dem  früher  {§  43)  besproche- 
nen Sinne  vom  Eocrdinatensystem  unabhängig  sind.  Gelange  es,  aueh 
die  zweiten  Ableitungen  einer  willkürlichen  Funktion  zu  derartigen  Ver- 
bindungen, also  zu  Biegungskovarianten  (S.  151)  zu  gruppieren,  eo  würde 
deren  Einführung  offenbar  für  unseren  Zweck  von  großem  Nutzen  sein. 

Zwei  solche  Ausdrücke  lassen  eich  nun  sofort  angeben,  A'A'9> 
und  A(q[),  A'qa).  Femer  ist  im  Anschluß  an  die  Christofifelsche  Ko- 
Tariante  eine  Größe  dieser  Art  hergestellt  worden  (3,170(12)),  und 
zwar  ebenfalls  zum  Zweck  einer  übersichtlichen  Darstellung  von  ff 
Die  Benutzung  jener  Größe  an  dieser  Stelle  würde  also  nur  auf  eine 
Verifikation  der  Formel  S.  171  (15)  hinauskommen.  Aber  auch  ohne 
die  Chrietoffelsche  Kovarianz  kann  man  einen  Ausdruck  der  in  Rede 
stehenden  Art  aus  den  zweiten  Ableitungen  finden,  dessen  Anwendungs- 
gebiet in  der  Flächentbeorie  sehr  groß  ist:  den  Beltramischen  Diffe- 
rentialparameter zweiter  Ordnung. 

Seine  Existenz  und  sein  Wert  kann  aus  einer  im  §  51  gemachten 
Bemerkung  geschlossen  werden.     Wenn  die  Gleichung 

(5)  ^f,  =p,dtt-i-pjdK  =p[du  +p'fdv' 

stattfindet,  so  ist  nach  Formel  (17)  dieses  Paragraphen  (9. 191) 


(6) 


/■Sft  _  ^P>\       ^  f^P'      2p'A 


Eine  lineare  Differentialform  ^j,  deren  Koeffizienten  die  ersten  Ab- 
leitnngen  von  q?  enthalten,  hängt  aber  unmittelbar  mit  der  Theorie 
der  orthogonalen  Trajektorien  der  Schar  ip  ^  const.  zusammen.  Wegen 
der  Homogeneität  des  Zwischenparameters  in  Bezug  auf  die  Ableitungen 
von  tli  erfordert,  wie  schon  auf  S.  250  bemerkt  wurden  ist,  die  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichung 

allein  die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

\     öp  du/  \     dv  du} 

Die  linke  Seite  der  letzteren  geht  nach  Division  mit  T  bei  einer  be- 
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liebigen  Transformation  der  krummlinigen  Koordinaten  in  den  formal 
gleichgebildeten  Ausdruck  über  (S.  150(22)).     Nimmt  man  demnach 

und  setzt  bleibend 

]/£»  — .F'Vö»    Y^G  —  F^         t!v     yEG  —  F^  / 

so  gilt  die  Gleichung 

(8)  AV  =  A»y. 

I^ip   ist  der  Differentialparameter   zweiter   Ordnung   TOn    ip. 
Sein  Ausdruck  kann  in  mannigfacher  Weise  umgestaltet  werden. 
Führt  man  zuerst  die  Di£ferentiationeD  aus,  so  wird 

(9) 

"*■  T  \\du  T        dv  T  I  Zu'^  \do  T        du  T  I  dv ) }  ' 


Hiemach  hat  der  Koeffizient  Ton  ~^  die  Form 

_   y^  _   v^  I 

«V«,       °"^»,  8«,+"!'      3»,     )  ('<•)• 

Will  man  die  Ableitungen  durch  die  CbristoJfelBclien  (Jrößen  ereeteen,. 
90  hat  man  sich  der  Formeln  §  50(11,31)  zu  bedienen: 

8i, 


alogVa  «"Vi*  M 


a?=2(«..lVl+v(V)) 

ogVa 
efem 

/aSi     8?;v\ 
_i_      V«  _  _i^ 
y/;  V"8"r      8",  / 

-^Cl-'D  — H»..|Vl-^«..|Vh«a{Vl) 
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oder,  wena  mau  die  gewöhnIicheD  Bezeichnangen  iür  die  FnndaiueiitBi- 
größeo  wieder  einfuhrt  und  demnach  auch  für  die  Christoffelschea 
Verbindungen  die  Zeichen  J^, .  ■  ■  Jj"  (S.  137)  schreibt: 

Beim  Einsetzen  in  (9)  treten  die  GröBen 

aV"  -  ''i  3u  -  *'«  s^  =  *■" 

(12)  .^-l-  -  J'  I»  -  J'  I?  ^  ,,„ 

(S.  129),  also  die  Koeffizienten  der  GhristoffelBchen  Kovariante  an^  nnd 
für  den  DifiTerentialparameter  zweiter  Ordnung  ergibt  sieh  die  Formel 

(13)  AV  -  f.  CGy„  -  2f V.,  +  Eip^,), 
die  mit 

(14)  aV-Ä,»'.. 

oder,  nach  8.160(3),  mit 

(15)  -  AV-fl.(A,») 
gleichbedeutend  ist 

Die  Gleichnng  (8)  lautet  aitsgesclirieben 


(16) 

TVä; T +8. T--- 

~  r\du           r           1  Hv          r 

Für  ip 

■=  y  =  «'  oder  =  v   folgt  daraas 

(17) 

A».,'       1  f  d     G'        3    F'\ 

.,  ,        1   /  S     E-         ?     F-\ 

Es  mögen  gleich  an  dieser  Stelle  einige  spezielle  Anwendungen 
des  Differentialparameter B  zweiter  Ordnung  angeschlossen  werden. 
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FQr  ein  Netz  isometriBcher  Earren   waren  nach  S.  366(10)  die 
Bedingangen 

3' log -ST 

(18)  F-0,       ^^-0 


notwendig 

und  binreiclieiiii. 

Nun  ist  far  F 

'-Omidi 

(") 

(19) 

A'»'- 

und  isch  8.42(20) 

(20) 
•Uo 

A'i 

AI    '           1 

f21)  :^^^  -  - ^ 

^^^  A'«'       2       du- 

Die  zweite  Oieichiuig  (18)  wird  demnach 

^e'  A'w 
und  liefert  integriert: 


Oenan  ebenso  erMlt  man 


-5(f'), 


d.  h.  die  Parameter  beider  Scharen  des  iaometriachen  Netzes  müssen 
einer  partiellen  Differentialgleiehong  zweiter  Ordnang  der  Form 


•m 


gendgen.  Dafi  auch  umgekehrt  jeder  Lösung  dieser  Gleichang,  bei 
beliebiger  Wahl  drä:  Funktion  f,  eine  isometrische  Karveoschar  entr 
spricht,  ergibt  sich  uomittelbar.  Denn  setzt  man  93  <—  u'  und  versteht 
unter  v  •—  const.  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Schar  u'  —  const., 
so  kommt  man  auf  die  Bedingangen  (18)  zurück. 

Filr  gegebenes  f  läßt  sieh  die  Gleichung  (22)  nt>ch  vereinfachen. 
Es  sei  ^(91)  eine  willkürliche  oder  zn  bestimmende  Funktion  von  ip, 
so  ist 

(23)  A'A(9')-Ä'(9))»A> 
(S.  306(9))  und 

(24)  A»A(v)  -  h'(tp)A'ip  +  Ä"(y)AV. 

EuoblBnoh,  DlffeimtUlsHminTla.  tl 
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AiJ.C™\         *'f?^'M+*ü^  AU/'»,-! 


Hierin  werde  nau  über  die  Funktion  h(<p)  der  Bedingung 

h'f+h"~0 
gemäß  verfögt;  d.  b.  es  werde 

(25)  Ä(9))-jJ'e-//"'''*d9.  +  B 

gesetzt,  wo  A  and  B  willkürlicbe  Konstanten  bezeichnen  nnd  die 
Integrale  als  solche  mit  bestimmter  unterer  Grenze  voraasgesetzt 
werden.    Dana  reduziert  sich  die  partielle  Differential^eichnng  (22)  auf 

(26)  A'h{g>)  =  0, 

und  umgekehrt  fahrt  die  Substitution  (25)  diese  in  jene  über. 

Von  der  Orthogonalschar  kann  leicht  gezeigt  werden,  daß  zu 
ihrer  Darstellung  nur  Quadraturen  nötig  sind.  Diese  Darstellnng 
hängt  zunächst  ab  Ton  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

A(y,  ii>)  -  0, 

d.  h.  Tou  der  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

(27)  {E^-Fll)äu+{F^-Gll)j.-0. 

Bezeichnet  nau  ^  einen  integrierenden  Faktor  der  letzteren,  so  gilt 
die  Bedingung 

oder 

-"^v + -;-  ((« l:-  -f  ff ) ':- + (^  Ir-  -  ^  is  la)  -»■ 

Hierin  kann 

log;*- ff  (y) 

genommen  werden,  denn  dann  ergibt  sich 

^V  +5'(9}^'V  =  0 
oder  wegen  (22) 

und  daraus  läßt  sich  in  der  Tat  g()p)  bestimmen.     Es  ist 
ein  integrierender  Faktor  der  Differentialgleichung  (27). 
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Eine  zweite  Anwendung  betriffi  die  Berechnung  von  A'a;,  A*y, 
A**.    Nach  8.126(4)  war 

DoranB  folgt 

.,  1  (dZ  dy        S¥  dl         dZ  dy    ,    dY  di\ 

^"^  T\cuW     du  '3v      dv  du  "^  ~dv  du)  ■ 

Mit  Hilfe  der  Weingartenschen  Gleichungen  ei^ibt  sich  weiter 

A*a: (i?,i  +  ')m)-X, 

worin  nach  S.  225(16) 

~{'?u+^«)  =  -H" 
ist.     Die  gesuchten  Formeln  lauten 

A'a;  -  EX 

(28)  AV  -  EY 
t?z  -  HZ. 

Sie  Bind  fOr  die  durch 

ir-0 

charakterisierten  MinimalSächeu  (vgl.  S.  360)  TOn  Bedeutung.    Die  för 
die  Koordinaten  jeder  solchen  Fläche  geltenden  Gleichungen 

(29)  t?x  -  0,        A»y  -  0,        A*«  -  0 

besagen  nach  dem  Vorhergehenden,  daß  die  Fläche  durch   ii^endeine 
Schar  paralleler  Ebenol  in  isometrischen  Kurven  geschnitten  wird. 

§94. 
AuBdraok  der  geod&Usoheit  Krttmmnng. 
Wir  nehmen  die  Umwandlung  der  Formel  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen, 

wieder  auf. 


^2)  *«..'-      1       ^^'  1      3£' 


afi'ö'  9»'       2i:'»  du  ' 
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vor,  und  außerdem  noch  -5-^,  das  man  mit  Hilfe  einer  anderen  Eo- 
TEuiante  darstellen  kann.     Ea  ist  nämlich,  immer  fUr  i^— 0: 

(8)  a(»;AV}--;Aj|^', 

also  weiter 

g^.  _  1  e'YWa{u;  a'«')  -  yW6.'u 

(4)  j,   ^^(f^f^.j^'j? 

2(A'9)*  (AV)* 

Diese  Korarianten-Yerbindung,  aus  welcher  jede  Beziehung  zur  Ortho- 
gonalschar  ir  =  const.  verschwunden  ist,  stellt  den  gesuchten  Wert 
der  geodätischen  Krümmung  fOr  die  gegebene  Kurve  dar.  Da  sie 
nur  Biegungskovariauten  enthält,  so  ergibt  sich  aufs  neue  der  Sat» 
(S.  171),  daß  die  geodätische  Krümmung  bei  der  Biegung  einer  Fläche 
ungeändert  bleibt. 

Die  Formel   kann   in    mannigfacher  Weise   umgestaltet   werden. 
Kimmt  man  z.  B.  in  der  Oleichnng 

f(z)  —  y=,      t-^'v, 

80  folgl; 

(6)  A(y,  i»  -  -  2(A'»)»  A  (,,  ^^,_) 

nnd  demnach 

Setzt  man  weiter  hierin  für  die  DiSerenti&Lparaineter  ihre  Werte 
ein,  80  erhält  man 


---£? ?1  + 
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oder 


(8)      99-~ 


3t  _  „3^ 

du      '  3t 

„df       „dtp 


rllS 


Dieser  Ätisdnick  ist  schon  im  %  51  (S.  188)  auf  anderem  Wege  her- 
geleitet uBd  dort  als  Integrabiliiäts- Invariante  gedeutet  worden  (8. 191). 
Er  läßt  erkennen,  daß  die  orthogonalen  Trajektorien  einer  Schar  geo- 
dätischer Linien  tp  —  const.  durch  Quadraturen  bestimmt  werden 
kdnnen.  Denn  die  Bedingung  p^  —  0  kann  dahin  aosgesprochen 
werden,  daß  der  reziproke  Wert  von 


für  die  Differentialgleichung 
eis  integrierender  Faktor  ist. 


EoTven,  die  bei  gegebener  L&nge  ein  mS^lohat 
groAes  FlKohenatüok  begrenzen. 

Die  geodätischen  Linien,  also  die  Flächenkurren,  deren  geodä- 
tische Krümmung  gleich  Null  ist,  verdankten  ihre  Entatehung  einer 
Aufgabe  der  Theorie  der  Maiiima  und  Minima  (§  78).  Auch  zu  den 
Linien  konstanter  geodätischer  KrQmmuug  Oberhaupt  führt  eine  Auf- 
gabe dieser  Art,  die  folgendermaßen  ausgesprochen  werden  kann. 
Zwischen  zwei  Punkten  A  und  B  einer  Fläche  sei  eine  Kurve  ge- 
geben; gesucht  wird  eine  andere  Kurve  mit  denselben  Endpunkten 
und  von  vorgeschriebener  Länge,  die  mit  der  ersten  zusammen  einen 
möglichst  großen  Flächeninhalt  einschließt. 

Wie  im  §  78  soll  ohne  Rücksicht  auf  Symmetrie  die  erste  kar- 
tesische  Koordinate  in  der  IJntersnchuDg  bevorzugt  werden.  Wir 
betrachten  die  Projektionen  der  gesuchten  und  der  gegebenen  Kurve 
auf  die  (iry)-Ebene.  Die  erste  heiße  A'C'B',  die  zweite  A'CiB'. 
Längs  jener  ist  y  eine  zu  bestimmende  Funktion  von  x,  y»f)(iE), 
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für  diese  sei  y  ='  fi^\  wo  f  eine  gegebene  Fonktion.  Die  Fläche  Bei 
in  der  Form  (III) 

gegeben,  so  hat  der  Flächeninhalt,  der  ein  Maximam  werden  boII,  den 
Anadmck 

ffVp^Tä^+'idxdy  s  s 

(3.  312(8)).  Das  Integrationsgebiet  wird  von  den  beiden  Karren  A'C'B' 
imiA'CjB'  begrenzt  Die  ersten  Koordinaten  der  Endpunkte  beider 
Linien  auf  der  Fläche  seien  Xg  und  x,;  dann  kann  man  bei  passender 
Znordnang  dieser  Werte  zu  den  Punkten  A  und  B 

'.     /(') 

(1)  S~fdxfVp'  +  q'"+idy 

setzen.  Die  Länge  der  gesuchten  Kurve  ist,  hÖchBteuB  vom  YcTzeicben 
abgesehen, 

Nach  der  VorauBBetznng  gilt  die  Gleichung 
(3)  s  -  t, 

fOr  {  als  gegebene  Konstante. 

Verändert  man  die  Kurve  AGB,  jedoch  bo,  daß  ihre  lÄnge 
gleich  l  bleibt,  bo  ändert  sich  im  allgemeinen  auch  die  Projektion 
A'C'B',  und  y  wird  eine  andere  Funktion  von  x.  Sie  heiße  91(3:)  +  'S  W- 
Ab  Stelle  von  ip{x)  in  (1)  eingeführt,  muß  sie  einen  Wert  S'  liefern, 
der  kleiner  ist  als  S.  Um  die  Differenz  S  —  S'  darzustellen,  bezeich- 
nen wir  das  unbeBtimmte  Integral  j  Vp'  +  q*  +  i  dtf,  als  Funktion 
von  y  betrachtet,  mit  J(jf),  and  erbalten 

S  -  f{J(.f)  -  J{f))dx 
S'  —JiJf)  —  j!(p  +  rj))dx 

S  -  S'  ^  f(J':<p  -{-rji-Jiip^dx. 

Bei  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  i;,  welches  beliebig  klein 
angenommen  werden  kann,  entsteht  als  Änfaogsglied 
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und  da 

ist,  BO  wird 

(4)  iS-Jyp'+q'+lr,dx, 

wo  in  der  Wurzelgröße  «p  fUr  y  gesetzt  zu  denken  ist.     Dieser  Aus- 
druck 6S  muß  verschwinden,  wenn  S  ein  Maximum  werden  soll. 

Hat  jetzt  s'  dieselbe  Bedeutung  für  s  wie  S'  für  S,  und   wird 

zt,  so  ei^ibt  sich 


.-/Vi+P+-'>)-+(i<-±»)V 

und  man  erbiUt  ab  Anfangsglled  von  s'  —  8  (vgl,  S.  276 — 277) 

Die  partielle  Integration  liefert 

wo  der  erste  Teil  verst^windet,  weil  tj  und  damit  auch  g  fOr  x  —  o^ 
and  x  —  x^  gleich  Null  ist.  Allgemein  erluUt  g,  bei  AbktirzuDg  auf 
das  Glied  erster  Ordnung,  den  Wert 

Da  nun  s'— s—O  sein  soll,  so  muß  sicher  auch  da  verschwinden, 
und  die  Formel  (5)  liefert 


(«) 


f(M  +  ^$)^^'-°- 


Das  Ei^ebnis  ist  also,  daß  fQr  alle  Werte  von  i;,  die  der  Bedingung  (6) 
genOgen,  die  Gleichung  SS  —  O  oder 
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atatt&Dden  maB.     Hiernach  ist  y  za  bestimmen. 
Es  verde  zur  Abkürzung 

femer 

(9)  fß'^dx  —  m(x) 

gesetzt.  Dann  ist  die  Größe  ij  nur  der  Bedingung  zu  auterwerfen, 
daß  die  aus  iUr  gebildete  Funktion  o  für  x  —  Xi  Terscbwindeb;  im 
übrigen  ist  r},  immer  innerhalb  gewisser  Qrenzen,  gans  willkürlich. 
Setzt  man  aus  (9) 


1]  = 


'M 


in  (7),  nämlich 
ein,  so  folgt 


far]  dx  —  0 


f\ 


-ja>\x)dx- 


d.  h.   bei   nochmaliger  AusfOhning   einer   partiellen   Integration   und 
Benutzung  der  Gleichungen  «(äo)  — 0,  o(a^)  — 0: 


(10) 


Hierin  ist  m  eine  willkürliche  Funktion,  die  nur  an  die  eben  ange- 
gebenen Gleichungen  gebunden  ist.     Daher  wird  schließlich 

dj  . 

-,—  —  0         oder         -^  —  const., 
dx  a  ' 

d.h. 

:.dy   ,      dt 

(11) T^  _^^  _  -  —  CODSt. 

Entwickelt  man  hier  die  DiB'erentiale  im  Z^iler  .und  zieht  die  Aus- 
drücke der  Richtungskosinus   der  F^chennormale  (S.  52  (16))  hinzu, 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


EdiTan  koDituiter  geodaüscbei  Ki-nmmnng  329 

Bo   erhält  mao  nach   einer  leichten  Umformung   iür   die   linke  Seite 

einen  Wert,  der  anch  aua  §  39  (3)  für  d*x  —  0  hervorgeht.     Ea  wird 

also 

(12)  g-C 

eine  notwendige  Eigenschaft  der  gesuchten  Linien;  d.  h.  die  Enrren, 

die  bei  gegebener  Bogenläuge  ein  möglichst  großes  StQck  einer  Fläche 

begrenzen,  haben  konstante  geodätische  ErOmmnng.    Dieser  Satz  rOlirt 

von  Min  ding  her. 

Wie  in  den  Elementen  der  Yariationsrochniing  gezeigt  wird,  auch 
aus  der  eben  ansgeführten  Rechnung  selbst  leicht  geschlossen  werden 
kann,  stellt  das  Ergebnis  eine  notwendige  Bedingung  für  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  des  Integralauadnickes  XS-\-  fis  dar,  in  welchem 
keine  der  beiden  Größen  S  und  s  TOt  der  anderen  bevorzugt  ist.  Auf 
dieselbe  Bedingung  fDhrt  daher  auch  die  Aufgabe,  unter  allen  Kurven, 
die  mit  einer  gegebenen  zusammen  ein  FUchenstQck  von  vorgeschrie- 
benem Inhalt  einschließen,  diejenige  zu  suchen,  die  die  kleinste 
Länge  hat. 


Orthogonale  EurvenaoluTen  konstanter  geotUtiBCher  ErSmmiuig. 

Ans  S.  325  (8)  folgen  für  die  geodätischen  KrOmmongen  der  Ko- 
ordinatenlinien die  Ausdrücke 


®  ^.=  -t(^^- 


Soll  das  Koordinatennetz  aus  Kurven  konstanter  geodätischer  Krümmung 
bestehen,  so  muß  (?_  eine  Funktion  von  «,  g,  eine  Funktion  von  v 
sein.  Nimmt  man  außerdem  an,  daß  die  beiden  Scharen  des  Netzes 
sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  so  erlwlt  man  als  Bedingungen 
für  die  Fundamentalgrößen 

Die  Funktionen  <p  und  f,  deren  Form  f^r  die  Voraussetzungen  ohne 
Bedeutung  is^  können  durch  Differentiation  entfernt  werden.    Es  folgt 
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oder 

Nach  §  73  liefert  diese  Gleichung  den  Satz:  Sind  zwei  Scharea  Toa 
Linien  konstanter  geodätischer  KrUmmuDg  aufeinander  senlcrecht,  bo 
bilden  sie  zugleich  ein  iBometriscbes  Eurvennetz. 

Hat  umgekehrt  die  geodätiBcbe  ErHrnmung  einer  Eurrenechar, 
die  mit  einer  anderen  zusammen  ein  isometrisches  Netz  bildet,  längs 
jeder  einzelnen  Linie  einen  konstanten  Wert,  so  Jat  dies  auch  für  die 
zweite  Schar  der  Fall.  Es  seien  wieder  die  beiden  Scharen  zu  Ko- 
ordinatenUnien,  und  ihre  BestimmungsgrSßen  so  gewählt^  daB 

E~G,        F-Q 
ist.     Dann  wird 

,cs  1  ^yE  VE  VE 

(6)  Sx^-E-hu—  du  '     ^•-'jr- 

Nach  der  zweiten  Annahme  ist 


'PI 

du 

-  »>(«), 

eine  Gleichung, 

die  in  der  Form 

(') 

ÖMÖC 

geschrieben,  die 

Behauptung 

27 

-*C») 

liefert. 

Die  Gleichung  (7)  ist  mit 

1 

V'E~ 

u+v 

gleichbedeutend, 

WO  U  nur  von  u, 

Fnur  1 

1  V  abhängt.  Die  Flüchen, 
für  welche  die  Voraussetzungen  der  obigen  Sätze  gelten,  haben  dem- 
nach die  Eigenschaft,  daß  das  Quadrat  ihres  Linienelements  auf  die  Form 

(8)  ds'-    („^y,, 

gebracht  werden  kann.     Diese  Bemerkung   ist  von  Bonnet    gemacht 
worden. 
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Hfloidfllt  AB  sich  nicht  darum,  über  das  Linienelement  etwas  auszu- 
sagen, so  können  die  beiden  angegebenen  Sätze  ohne  jede  Rechnnng 
aus  der  ffir  die  Isometrie  eines  orthogonalen  Kurvennetzes  charak- 
terieÜBcheu  Bedingung 

(9)  eg  =  yg- 

abgelesen  werden.  Ist  nSmlich  g^g^  längs  der  Kurve  q>  —  const. 
konstant,  so  heiSt  das,  es  besteht  die  Gleichung 

(10)  »g  =  0. 
Gilt  gleichzeitig  auch 

(11)  ©y=o, 

so  ist  die  Bedingung  (9)  erfüllt.  Und  umgekehrt  zieht  diese  mit  einer 
der  beiden  (10),  (11)  zusammen  die  andere  nach  sich. 

Ein  beaoDders  einfacher  Wert  ei^ibt  sich  fQr  g^  unter  Zugrunde- 
legung orthogonal-geodätiecher  Koordinaten.  För  £  —  1,  f  —  0  folgt 
zui^hst,  wie  es  na<^  §  86  sein  muß, 

(12)  J.-O, 
und  weiter 

Die  Gleichung  (13)  kann  als  Spezialfall  von  (4)  betrachtet  werden. 
Setzt  man  Jetzt  wieder,  der  Gleichung  (3)  entsprechend, 

d.  h.  nimmt  mau  die  Parallelkurren  als  Linien  konstanter  geo^tlscher 
Erllmmung  an,  so  kommt 

und  es  wird  bei  passender  Wahl  der  Koordinaten 
(14)  ds*-du^^^>Ji^^fiv*. 

Das  heißt:  Existiert  auf  einer  Fläche  eine  Schar  geodätischer  Parallel- 
korren  von  konstanter  geodätischer  Krümmung,  so  ist  die  Fläche  auf 
eine  Umdrehungsääche  abwickelbar. 

Umgekehrt  gibt  es  auf  jeder  in  eine  Rotationsfläche  verbiegbaren 
FUtche  ein  orthogonales  Kurrennetz,  fflr  welches  die  Gleichungen 
(16)  j-0 

(16)  sy-0 

gelten. 
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§97. 
Znsommeuhang  der  geod&tdsohen  Windong  mit  der  Theorie 
der  geodätiBOhen  Linieo. 
Die  Windung  einer  geodätisclieQ  Linie  läßt  sich  unmittelbar  aua 
der  Formel  S.  61(18} 

(1)  k'^t+»9 

bestimmen,  in  welcher  ip  den  Winkel  der  Hauptnormale  mit  der 
FISchennormale  bedeutete.  Nach  der  charakteristischen  EigenschafD 
der  geodätischen  Linien  ist  nämlich  9^0,  also 

(2)  if_(. 

Die  Größe  <  ist  im  §  16  eingeföhrt  nnd  im  §  52  berechnet  worden.  Im 
Gegensatz  zu  dem  allgemeinen  Ausdruck  von  k'  hängt  ihr  Wert  Ton 
Differeutialeo  zweiter  Ordnung  nicht  ab,  sondern  enthält  auSer  den 
Fundamentalgrößen  nur  das  Verhältnis  duidv.    Denn  es  war  (S.  193(7]) 


{EM-FL)du'  +  (EN-—GL)dudp  +  {FN—OM)dv' 
r(£(if.'  +  2Fdudi  +  'Gdv*) 


(3)  *- 

Betrachtet  man  nun  gleichzeitig  mit  einer  beliebigen  Kurve  eine 
geodätiBche  Linie  mit  derselben  Tangente,  für  welche  also  im  ge- 
gebenen Punkte  das  Differentialyerhältnis  -j  -  denselben  Wert  hat,  so 
erscheint  die  geodätische  Torsion  jener  Kurve  als  Windung  dieser 
berührenden  geodätischen  Liuie.  Das  ist  der  Grand  für  die  Bezeich- 
nung. Allerdings  entspricht  der  Begriff  der  geo(^tischen  Windung 
nicht  dem  der  geodätischen  KrQmmung;  denn  sonst  müßte  unter  dieser 
die  Krümmung  der  bertthrenden  geodätischen  Linie,  also  die  Normal- 
kr&mmung,  verstanden  werden. 

Die  im  %  53  über  die  geodätische  Windung  bewiesenen  ^tce, 
namentlich  der  durch  die  Gleichung 

(4)  (._(„,_„)(„_„,) 

(S.  197)  vermittelte  Zusammenhang  mit  der  Normalkrümmung  nnd 
den  beiden  Hauptkrümmungen,  gewinnen  durch  die  Beziehung  zur 
geodätischen  Linie  eine  anschauliche  Bedeutung. 

Aus  der  Gleichung  (1)  erhält  man  interessante  Resultate,  wenn 
man  eine  oder  zwei  der  darin  vorkommenden  Größen  gleich  Null  setzt 

Nimmt  man  z.  B.  &<p  =-  0  an,  so  folgt  die  Gleichung  (3)  wieder. 
Für  alle  Kurven  also,  deren  Hauptnormale  mit  der  Flächennormale 
einen  konstanten  Winkel  bildet,  stimmt  die  Windung  mit  der  geodä- 
tischen Windung  überein. 
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Will  man  t  zu  Xnll  machen,  so  hat  man  zu  beachten,  daß  der 
Zliiler  dea  Ansdruckea  (3)  diejenige  quadratische  Differentialfonn  T 
war,  die  gleich  Null  gesetzt  die  Krammungskiuren  liefert  (S.  233). 

Setzt  man  nun  z.B.  t  =  0  und  ip  —  0,  so  wird  V— 0.  Die 
Knrre  muß  dann  eben  sein.  Denn  das  Verschwinden  von  Je'  ist  nach 
S.  13  (7)  gleichbedeutend  mit 

dx     (iy     dB    j 
d'x    d?y    d*.?  I  -  0 
;  ^x    d*y    d*«  \ 


oder  (S.  13(3)) 

Die  Int^ratioD  ergibt 


QdB  —  EdQ  —  0. 


S{dxd*y  -  dyd'x)  -  C(de  d*x  -  dxdh)  -  0 
dxißd^y  +  GcPs)  -  {Px{Bdy  +  Cdx)  -  0 

dx 
Adx^BdyJr  Cde-0 
Ax  +  By  +  Ct  +  D~0, 

eine  lineare  Qleichuog  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Also:  Wenn  eine  ErOmmnngslinie  zugleich  geodätische  Linie  ist^ 
BO  muß  sie  eben  sein. 

Wird  gleichzeitig  ^  —  0  und  A;'— 0  angenommen,  so  ist  die  be- 
trachtete Kurve  eiue  ebene  ExfimmungsUnie.  Es  ist  dann  9rp  —  0, 
d.  h.  ip  längs  der  Kurre  konstant  Kun  liegt  die  Hauptnormale  einer 
,  ebenen  Kurve  in  ihrer  Ebene.  Man  erhält  mithin  den  Satz:  Wenn 
eine  KrQmmnngslinie  eben  ist,  so  bildet  ihre  Ebene  mit  der  Flächen- 
normale,  d.  h.  auch  mit  der  Tangentialebene,  einen  konstanten  Winkel. 

Umgekehrt:  Schneidet  eine  Ebene  eine  Fläche  unter  konstantem 
Winkel,  so  ist  die  Schnittkurre  Krümmungslinie. 
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VIII.  Abschnitt 

Die  Einheitskagel. 

EintShmng  io  die  Theorie  der  StrahlensjsteHe. 

Geradlinige  Flächen. 


Formeln  aiu  der  Theorie  der  EiuheitBkngeL 
Wenn  Flächen  ans  vorgeachriebenen  Eigenschaften  bestimmt 
werden  sollen,  so  ist  es  oft  zweckmäßig,  nicht  sofort  auf  die  karte- 
sischen  Koordinaten  anszugehen,  sondern  znent  die  Tangential- 
koordinaten  der  F^he  zo  ermitteln.  Man  versteht  darunter  irgend 
drei  Größen,  die  geeignet  sind,  die  Tangentialebene  zn  bestimmen. 
Dazn  gehören  vor  allem  die  Ricbtungskosinns  2,  ¥,  Z,  die,  durch 
die  Identität 

(1)  '^X'-l 

Terbunden,  zwei  Unabhängigen  äquivalent  sind.  Ale  dritte  Bestimmungs- 
größe möge  der  algebraische  Wert  des  Abstandes  der  Tangentialebene 
im  Funkte  {xt/e)  vom  Anfangspunkt  der  Koordinaten  genommen 
werden.     Da 

die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist,  so  wird 

(2)  ^xX  s  P 
dieser  Wert 

Im  Fönenden  sollen  nicht  statt  X,  Y,  Z  zwei  passend  gewählte 
Funktionen  zweier  Variablen  eingeführt,  vielmehr  der  Symmetrie  wegen 
die  Kichtungskosinue  aUe  drei  beibehalten  und  die  Gleichung  (1)  be- 
ständig hinzugezogen  werden. 

Betrachtet  man  unter  dieser  Voraussetzung  X,  Y,  Z  und  P  als 
gegebene  oder  zu  bestimmende  Funktionen  der  Parameter  u  und  v, 
so  liefert  die  Gleichung  (2) 


24?=: 
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Bei  der  Auflösung  der  Grleichungen  (2,  3)  nach  x,  y,  e  kann 
man  eich  bestimmter  Formeln  aus  der  Theorie  der  £inheitskugel  be- 
dienen, die  anch  für  weitergehende  Untersuchungen  nützlich  sind.  Sie 
sollen  nebst  einigen  anderen  Formeln  au9  demselben  Gebiet  hier  im 
Zusammenbange  entwickelt  werden. 

Aus  (l)  folgt 

(4) 
oder 

mit  der  Bestimmung 

~^U«  dv      'S»  dv) 

Bedeuten  nun  wie  immer  @,  %,  &  die  Fundamentalgrößen  erster  Ord- 
nung der  Einheitskugel,  %  die  positive  Quadratwurzel  aus  ihrer  Deter- 
minante S®  —  5*,  so  wird  A  =  e%,  und  demnach  bei  passender  Wahl 
des  Vorzeichens  c: 


X-- 


dz  dY\ 


7       J    ß?i^l       dYdX\ 


r  ■ 

Für  die  bei  der  Auflösung  Ton  (2)   und  (3)   im  Nenner  auftretende 
Determinante  ergibt  sich  dann  die  Formel 

X        Y       Z\ 

ex    ar    ^z  \ 

(6)  dv.     du     'cu  \-s%. 


3X     9r     sz  \ 
e,     ar     a.  1 

Ferner  M,  ebenfalls  in  Folge  Ton  (5), 

(7)                r||_2|l_ijgä?_ 

(8)                          i-lf 

.sr     1  /~ax 
-^äir-;il5a7- 
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Die  FundamentalgrÖSen  zweiter  Ordnung  der  Kugel  brauchen 
niclit  erst  eingefOhrt  zu  Verden.  Aus  (4)  folgt  nämlich  durch  Weiter- 
differentiieren 

d.  h. 

(9)  ö  -  -  e,     3»  -  -  g,     SR  ^  -  ®. 

Uhne  jede  Rechnung  ergeben  sich  diese  Gleichungen  aua  der  Be- 
merkung, daß  ^r  die  Einheitskugel  sämtliche  Nonnalkrümmangen 
einander  gleich,  und  zwar  nach  der  im  §  22  getroffenen  Zeichen- 
bestimmung  gleich  -~  1  sind.    Danach  ist  aämlich 

ndö'  =  —  da*, 
also 

ädu'  +  2^dudv  +  9Zrfr*  =  -  {f&du*  +  2grf«rfv  +  ®dv*). 

Die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  X  lassen  sich  nach  S.  223 
(4,  5,  6)  als  homogene  lineare  Funktionen  von  X,  g—  und  -i^—  dar- 
stellen. Denn  die  a.  a.  0.  aufgeführten  Gaußschen  Gleichungen  gelten 
fQr  jede  FUche,  also  auch  fiir  die  Einbeitskugel,  bei  der  eben  die 
kartesischen  Koordinaten  gleich  X,  Y,  Z  selbst  sind.  Berücksichtigt 
man  von  vornherein  die  Gleichungen  (9),  so  erhält  man 

-  (10)  -f-f  ■  =  34-+  3,  |-^  -  ffiX 


3. 

s; 

l#+3;'.^ 

3; 

■|#+s:K 

(12) 

und  entsprechende   Ausdrücke  Mr    .   ,  ,  -^   i-  usw.     Hierin  sind    die 
Größen  S,,  . . .  %  aus  ®,  %,  @  ebenso  gebildet  wie  J,,  .  . .  J","  auB 
B,  V,  6  (S.  137(^7)). 
Aus  (ö)  folgt  noch 


(13) 

y^-^Z^'^i^%^^^)^^\ 

(14) 

r.^...  =  A[a(»)-_,g|xax^,(«). 
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Bezeichnet  man  die  Differentialparameter  (einBcUieBlich  des  ZwiedLon- 
psrsmeters),  deren  Koeffizienten  der  qoadnttisclieQ  Differenti&Ifonn 

(15)  ffirfu»  4-  2%dudv  +  ®dv*  =  E 
entnommen  sind,  durch  einen  Index  e,  so  kann  man  achreiben 

(16)  rz--A,(r,z) 

(17)  r»  +  z»-A;x. 


Tormeln  sos  der  Theorie  der  BphSTiflohfln  Abbildong  einer  FlKche. 

AUe  diese  Gleichungen  sind  ron  der  Theorie  der  Normalen  an- 
abhängig; eie  gelten  fBr  irgend  drei  Funktionen  von  u  und  v,  deren 
Qaadratsumme  gleich  Eins  ist. 

Gibt  man  nnn  X,  Y,  Z  ihre  gewöhnliche  Bedeutung  wieder,  so 
gelten  die  Formeln  des  §  61,  namentlich  (10,  11),  (SM)  und  (22). 
Wir  untersuchen,  was  dann  aus  den  verschiedenen  Gleichungen  des 
TOrigen  Paragraphen  wird.  Die  direkte  Bildung  der  Determitumten 
zweiten  Grades  auf  den  rechten  Seiten  von  (51  liefert  mit  Hilfe  von 
8.225(13)  sofort 

21"  32_  SZSY^g.^ 
du  df>        du  dv  " 

/,■.  dZcX       dX  dZ       FTv 

Ebenso  erhalt  man,  den  Gleichungen  (7,  S)  entsprechend: 
(2)  ^5,-  -^ei-TV^d^-  ^  S.) 

Erwähnt  seien  femer  noch  die  aus  der  Definition   von  X,  Y,  Z  on- 
mittelbar  folgenden  Formeln 

(4)     r^  — i(s^U'-F(|:|^  +  |^»»)  +  B|f|i) 

(6)      r.+z.-,'.(s(»:)'-2^|-|f+^(|jy) 

int-.dyGoot^lc 
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oder 

(6)  rZ--A(y,*) 

(7)  r»  +  z»  =  A'«, 

die  den  obigen  Gleichnngeii  (13),  (14),  (16),  (17)  aa  die  Seite  treten. 
Besonders  wichtig  aber  sind  die  Formen,  die  die  GnindglGichongen 
der  ErQmmongBtheorie  anneluneti,  wenn  man,  wie  es  in  der  Theorie 
der  sphärischen  Abbildung  das  Xatürliche  ist,  die  Fundamentalgrofien 
der  Engel  an  die  Spitze  stellt  Es  handelt  sich  also  daram,  (S,  %,  @ 
statt  E,F,6za  beTorzngen;  die  Fundamentalgrößen  zweiter-Ordi^ong, 


sind  aas  den  kartesischen  Koordinaten  der  Fläche  und  der  Kugel  in 
gleicher  Weise  gebildet  und  spielen  daher  hier  dieselbe  Rolle  wie 
Mher.  Ans  S.  226  (25),  nämlich 

(8)  ^-iu,  +  n,)M~n,n,F 
@l  =  (n,  +  «,)Jff  — Mj«,G 

folgt  durch  Auflösung  nach  E,  F,  G 

(9)  F-(q,  +  ^)M-q,q,% 
und  hieraus  weiter 

(10)  ^.  +  ^.-»^-'1?+^'' 

(11)  .,».-^i;""- 

Setzt  man  in  (8)  die  Atisdrücke  yon  n,  -t-  tt,  und  n^n^f  in  (9)  die  eben 
angegebenen  für  p^+  p,  nnd  p,  p.  ein,  so  kann  man  schreiben: 

ffi  -  -^  (Gi"  -  2FLM  +  EM') 

(12)  ^-^(aLllI-F(LN  +  JI[')  +  EMM) 

@  -  j!,  (GW  -  2FMN  +  EN') 
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(13)  F  -  ^(ßLM  -  %{LN  +  M')  +  f&MN) 

tf  -  ^  {®M^  -  2^MN  +  ffi  Jf»). 

Jedes  dieser  Gleichungssysteme  ist  wieder  die  Auflösuag  des  anderen. 
Die  quadratisclie  BeBiimmiuigBgleicIiUDg  der  Haapttangenten,  ur- 
sprüa  glich 

I  Edu  +  Fdv,         Fdu  +  Gdv  j 

lldu+Mdv,        Mdu  +  Ndv\        ' 
wird 

....  ,  ISdti+  %dv,         gd«  +  @df  : 

*•    ^  ILdu  +  Mdv,         Mdu  +  Ndv'~    ' 

and   der  ZuBammeahang  zwischen  Haupttangeuten    und  HauptkrDm- 
mungsradien  wird  durch  die  Beziebnngen 

oder 

Termittelt. 

Transformiert  man  die  Formel  S. ! 


mittels  des  Eulerschen  Satzes 

n  —  »,  cos*«»  +  Mjsin*«;, 
so  erhält  man 
(18)  k"j  =  nfcos'«!  +  n|Bin*w. 

§  100. 
Die  WeingarteuBOhen  Formeln  nnd  die  FandamentalgleiohimKen 
in  der  Theorie  der  sphSrisohen  Abbildong. 
Eb  bleibt  noch  übrig,  auch  die  Weingartenschen  Formeln,  sowie 
die  Fundamentalgleichungen  in  eine  Gestalt  zu  setzen,  in  der  die  auf 
die  Einheitskngel  bezüglichen  Gröfien  bevorzugt  sind.  Insofern  das 
sphärische  Bild  der  Fläche,  nämlich  das  Größensystem  {X,  Y,  Z)  als 
g^^ben   gilt,  wird    man   die  Weingartenschen  Gleichungen  als  nach 

1^      3p  ■  ■  ■  aufgelöst  voraussetzen.     Nun  war  (S.  225(14,  15)) 
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TU.  Abiohmtt. 

§  100 

i{ 

1«F. 

-In 

8X' 

i{- 

+  1., 

(1) 


Um  diese  Oleicbangen  auf  die  verlangte  Form  zn  bringen,  könnte 
man  z.  B.  durch  §  98  (7,  8)  und  §  99  (2,  3)  bindurchgeten.  Aber  das 
uatQrlicbBte  Verfabren  beetebt  oEFenbar  darin,  aus  den  Koeffizienten 
auf  den  rechten  Seiten  die  Größen  E,  F,  G  mittele  der  drei  Relationen 
zu  eliminieren,  die  die  Fundamentalgrößen  erster  und  zweiter  Ordnung 
der  Fläche  mit  den  Fundamentalgrößen   der  Einheitskugel  Terbinden, 

I  finden.    Die 


und  die  sich  nach  E,  F,  0  «ufgelösl  i  t.  S.  unter  (13 

Berechnong  der  Größen 

FM~GL 
1„ p     -, 

^  '                                      FS -GM 

FL- EM 

FM~EN 

(3.  224(12»  liefert 

K f.—    . 

1„      -Bi  +  SÄ 
K             'X' 

K  ~           f 

Sclireibt  man  also 

(4) 


(ö) 


~dv        "»'2«  '^^«dv  > 
SM-fflL  ^  %L-l&M 


d.  k  O'j,,  #^,  d'j(,  'd'j,    unterscheiden  sich   Ton   ij^i,  iju,  t),,,  i;„  nnr 
dadurch,  daß  E,  F,  G  durch  E,  %,  &  ersetzt  sind. 

Mit  Hilfe  dieser  einfachen  Bemerkung  kann  man  leicht  beurteilen, 
wie  jetzt  die  Fundamentalgleichungen  aussehen  werden.  Sie  hatten 
nach  §  63  für  die  Gauß-Weingartenschen  Gleichungen  die  Bedeutung 
Ton  Integrabilitäts-Bedingungen.  Läßt  man  in  der  dort  beschriebenen 
Rechnung 

X,     3., ...s;', "  -<s,     ~%,     -@ 

an  die  SteUe  von 
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treten,  wie  es  wegen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (10, 11, 12) 
des  §  98  sein  maß,  so  ei^eben  sieb  drei  Gleichungen,  deren  erste  aus 
S.  120  (7)  dadurch  herroi^eht,  daB  links  Eins  statt  K,  rechts  %  g,  @ 
statt  E,  F,  G  gesetzt  wird.  Sie  besagt  nur,  daß  der  GaoBsche  Aas- 
druck  des  KrUmmungsmaBes  fdr  die  Eiuheitskagel  gleich  Eins  ist. 
Die  beiden  anderen  lauten,  entsprechend  S.  229  (D): 


SU 


d<» 


3;e  -  X%  ~  (II  -  3iS-  3,®)  -  0 


g„  -  sf.s  -  3;®  -  (si  -  3;'ffi-  3;'5)  -  o- 

Sie   sind    vermöge    der  Werte  der  Christoffelscben   Größen    identisch 
erfQUt. 

Um  die  beiden  anderen  Fundamentalgleichungen  zu  finden,  moÖ 
man  also  hier,  wo  die  Weingartenschen  Gleichungen  zu  dem  erstge- 
nannten System  partieller  DiSerentialgleicbungen  in  keinem  Ab- 
hängigkeitsTerhaltnis  stehen,  diese  Gleichungen  (4)  ausdrücklich  hinzu- 
nehmen. Dabei  hat  man  nur  auf  einen  einzigen  Punkt  zu  achten, 
daß  nämlich  bei  der  Gleichsetzunir  von  -t: — ^-  und  ^— ^  -  als  Koeffizient 
ron  X 

links     -  {g*„  -f  @*„),  rechts     -  (IS*,,  +  g#„) 

vorkommt;  Größen,  die  die  Stelle  von 

-Mijii  -h  JVi?„        und        I.ij,i  +  ifij„ 

vertreten.    Im  Ctbrigen  kommen  L,  M,  N  hier  genau  so  vor  wie  dort. 
Es  ist  aber 

g*„  +  @*„  =  e#„-i-2f#„, 

sodafi   die   beiden  Glieder  sich  auch  hier  aufheben.     Die  zweite  und 
dritte  Fundamentalgleichung  werden 


(6) 


-(|f-3.Jlf-3,Jf)-0 

-s;l-s;m)-o. 


§  101. 
Faruueter  der  AByniptotenliiüen.     Die  Formeln  Ton  Lelieuvre. 
Es  seien  jetzt,  wie  im  §  72,  die  KoordiDateDlioien  mit  den  Asjm- 
ptotenknrrea  identisch.    Unter  den  Bedingungen 
(1)  £-0,        N-0 
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geben  die  Oleichongeii  (4)  und  (6): 

8«      I'l     "1»       "».  ) 

(8) 

Setzt  man 

(4)  -  <),e,  =  e» 

und  benutzt  die  aus  S.  338(11)  folgende  Gleichung 

(5)  PiPt j,  , 

SO  kann  man  p  selbst,  dem  Vorzeichen  nach,  durch  den  AnBfttz 

(6)  (I  =  -j- 

bestimmen.  Statt  Jlf  möge  dann  p  in  die  Fundamentalgleichungen  (3) 
eingeführt  werden.  Dabei  Bind  die  fflr  die  Determinante  jeder  qua- 
dratischen Differentialform  geltenden  Gleichungen  S.  185(21) 


för  Ya  — 

% 

zu  benutzet 

(') 

Eb  folgt 
(8) 

?'•«•_ -23;, 

Das  Zusammenbestehen 

dieser  beiden  Gleichungen  erfordert  die  Be- 

dingung 
(9) 

8»         f» 

Sie  gibt  eine  Differential-Relation  zwischen  den  Fundamentalgrößen 
der  Einheitekugel,  wenn  diese  auf  Koordinatenlinien  bezogen  ist,  die 
den  Asymptotenkurren  der  gegebenen  Fläche  entsprechen. 
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Stellt  man  nun  umgekehrt  die  Koordinaten  X,  Y,  Z  der  Einheits- 
kngel  durch  zwei  Parameter  u,  v  so  dar,  daS  die  Beziehung  (9)  gilt, 
so  kann  man  p  aus  (8)  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmen. 
Ea  mSgen  dann  x,  y,  e  durch  drei  Qleichangspaare  gleicher  Form 
definiert  werden,  deren  erstes  ist 

(10)  '-     ^^  '■""       "'> 

Ihre  Integrabilitätebedingnngen  sind  erfüllt.  Femer  gelten  offenbar 
die  Gleichungen 

d.  h.  die  ärSBen  X,  Y,  Z,  die  von  vornherein  durch 

^Z'=l 

verbunden  sind,  bedeuten  für  die  Fläche  {x,  y,  e)  die  Richtungs- 
kosinufl  der  Kormale.     Endlich  wird 

^  du  du  '  ^  dv  dv  * 

die  F^che  ist  auf  die  Asymptotenkurren  als  Koordinatenlinien  be- 
zogen, oder  die  sphärischen  Surren  u  =-  const.,  v  •»  const.  sind  die 
Bilder  der  Asymptotenlinien  der  F^he. 

Die  Christoffelechen  Größen  auf  den  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (8)  erscheinen  als  KoeiEzienten  in  der  zweiten  Gaußschen 
Gleichung 

die  in  gleicher  Weise  auch  für  Y  und  Z  gilt.  Wird  statt  3^  und  3i  die 
eine  Größe  p  eingeführt,  so  ergibt  sich 

,...  a'i      1  aiogp  ex     1  3iogp  ax     ^ 

^^^>         düdi  +  T  ~r^~  e«  +  T  -  g^  av  +  »J-^  =  *^- 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  nehme  man  p>0, 
sodaB 

(12)  /-?-  +  '-Y-^  l""-  +  ^"'?^'-  1-  +  %X-Q 

*•     '  dvov  cv       ö«  CM       ov         " 

geschrieben  werden  kann,  und  setr« 

(X3)  xyi-%, 
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80  wird  für 

(15)  i^.-i'i- 

Diese  Oleichung  vertritt  wieder  drei,  denn  sie  gilt  ebenfalls  fßr 

Um  I,  71,  %  auch  in  die  Wein  gar  tenschen  Gleichungen  einzuführen, 
benutzen  wir  zunächst  die  Identiiäten  S.  335  (7,  8)  und  setzen  demnach 
(10)  in  die  Form 

Dum  wird 

ii-     '\?ii-i  },)•■■■■ 

DsB  die  Annahme  p  >  0  hierbei  nicht  wesentlich  ist,  übersieht 
man  sofort;  für  p  <  0  brancht  mau  nur  V'—  p  statt  V'p  zu  benutzen. 
Allein  man  kann,  wenn  man  auch  diese  Bechnung  umzukehren  sucht, 
von  der  Größe  p  Überhaupt  absehen  und  in  der  partiellen  Differential- 
gleichung (15)  fi  als  beliebige  Funktion  von  u  und  v  betrachten.  Es 
seien  dann  \,  ij,  g  irgend  drei  linear- unabhängige  Lösungen  dieser 
Gleichung,  und  drei  Größen  x,  y,  n  aus  ihnen  mittels  der  Formelti  (17), 
jetzt  anch  unter  Weglassung  des  Vorzeichens  £,  also 


(18) 


definiert  Diese  Größen  können  durch  Quadraturen  bestimmt  werden, 
weil  infolge  der  gemachten  Annahmen  die  Int^!;rabilif»tsbedingungen 
gelten.    Die  Relationen 

zeigen,   daß   I,  i;,  E   den  ßichtungskosinns  der  FUche   (x,y,e)  pro- 


8i   .  SU 

ai  '  a. 

-^-li. 

Si   at 
8.  ~i  l. 

-^^1 

a»  _  j  st 

-S|i. 

as  ,  S£ 
a.  '  a. 

-«f 

ai  dl 
Hi-1  a. 

-£||. 

"-E^: 

-'f! 
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poiiional   sein   mUasen.     Bezeichnet   man  den  Proportioiialitätsfaktor 
mit  Yq,  setzt  also 

l-xYi,..., 

Bodai) 

(19)  it-Si' 


wird,  nnd  bildet  ^ 


a»  3« 


md   ^ 


?v  dv 


,  so  findet  man  fQr  beide 


SummeD  den  Wert  NuU.    Die  Fläche  {x,  y,  e)   ist  also  wieder  aaf 
die  Parameter  der  Asymptotenlinien  bezogen. 

Stellt   man    noch   die  Größe  M  her,    um  daraus  nach   (5)   p,  pj 


(20) 


Die  Gleichungen  (18)  heißen  die  LelienTreschen  Formeln. 
Die  einfachste  partielle  Differentialgleichung  rom  Typns  (15)  ist 

(21)  ?l   -^■ 

Ihre  allgemeine  Lösung  hat  die  Form  y(u)  +  ^(«).   Wird  nun  speziell 

(22)  i-,,         ,-»(.),         £-a 
angenommen,  so  liefern  die  Lelieurreschen  Formeln:. 

dy  3y      ,, 


also  bei  passender  Wahl  von 


^ntegrationskonstanten 

a;  —  —  ug)(v),         y  —  UV,        z—  vipiv)  —  2fq>(v)dv. 

Gibt  man  hierin  v  einen  konstanten  Wert,  so  erhält  man  zwei  Glei- 
chungen der  Form 


Die  Fläche  entsteht  durch  Bewegung  einer  geraden  Linie,  die  die 
«Achse  senkrecht  schneidet,  sie  ist  eine  gerade  Konoidfläche. 

Daß  anf  jeder  geradlinigen  Flache  die  eine  Schar  von  Asjm- 
ptotenlinien  mit  den  Geraden  selbst  zusammenfällt,  war  schon  im  §  70 
bewiesen  worden. 
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§  102. 
TangentialkooTdinaten. 
Um  nun  zu  den  Tangentialkoordmaten  zurflckzukeht«D,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (2,  3)   dee  §  98   unter  Benutzung   von  (5),  (6), 
(7)  und  (8): 

»^  -  ^^  +  T'i®  35  55- -  5  bv  äJ- +  s7  äir)  +  *  87  sTJ 

/l^  j)v  I     l/m^Pär      „/3Par       SP«r\j^(5  8P8F\ 

.       P7J.   '  ^ffi"""^      „/aP8Z       ÖP8Z\    ,u8P8Z\ 

d.  h. 

I  -  PX  +  A,(P,  X) 

(2)  !,-Pl'+A.(P,  r) 

«  -  PZ  +  A.(P,  Z). 

Diese  Gleichungen  liefern  also  die  kartesisohen  Koordinaten  der  Fläehe, 
wenn  die  Tangentialkoordinaten  als  bekannt  gelten. 

P'flrdieHauptkrDmmungBradieu  bestehen  die  Formeln  8.338(10,11), 
in  denen  aber  noch  X,  M,  N  bestimmt  werden  müssen.  Dies  geschieht 
am  einfachsten  durch  Bildung  der  zweiten  partiellen  Ableitungen  Ton 
P,  also  durch  Differentiation  der  Gleichungen  §  98(3);  es  folgt 

r       -^      ?'X        3»P 


a»P 


Setzt  man  für  die  zweiten  Ableitungen  der  Richtungskosinus  X,  Y,  Z 
ihre  Ansdrllcke  aus  §  98(10,  11,  1^),  so  entstehen  die  Formeln 

L--ffip+3..^j+3.|l-';,;?^ 

(4)  jif__5P  +  3;f|  +  3;||_j^;;|_ 

jv__®P  +  3;-g  +  3;||_4'^. 

Über  das  Produkt  der  HauptkrümmnngsbalbmeBser  ist  nichts  Be- 
sonderes za  bemerken,  aber  die  Summe, 
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ft  +  h — 2P  +  J,(8i3,-2S53;  +  «3;')|^ 
(6)  +i-.(®3,-2S3;  +  ffi3;')|| 

laßt  einfl  elegante  Umformung  zu.  Benutzt  man  nämlich  die  Be- 
ziehungeu  §  93(9,  11),  nachdem  man  darin  überall  die  Fundamental- 
gr5ßeB  E,  F,  G  durch  f£,  %,  @  ersetzt  hat,  in  umgekehrtem  Sinne 
wie  dort,  eo  erhält  man 

(6)    p,+  ft--2P-    " 


/     sA^-^il         elf-«»!' 


(7)  (.,+  (..= -2p-ä;p. 

'§  103. 
StrahlenBTBteme. 
Die  mit  der  Einheitskugel  zusammenhängenden  Formeln  finden 
eine  wichtige  Anwendung  in  der  Theorie  der  Strahlenaysteme,  die 
die  Theorie  der  Normalen  einer  Fläche  als  besonderen  Fall  enthült. 
Ein  Strahlensystem  ist,  allgemein  gesprochen,  eine  zweifache  Mannig- 
faltigkeit von  Geraden,  auf  deren  jeder  eine  bestimmte  Richtung  be- 
vorzugt ist.     Versteht  man  in  den  Gleichangen 

^    '  X~  Y  7. 

uoter  x^i  y^,  b^,  X,  Y,  Z  Funktionen  zweier  unabhängigen  Variablen 
u  und  V,  BO  stellen  sie  ein  Strahlensjstem  dar.  Zwischen  den  Größen 
X,  Y,  Z  kann  man,  der  Allgemeinheit  unbeschadet^  die  Identität 

(2)  X*  +  r'  +  ^  =  1 

gelten  lassen,  sodaS  sie,  wie  bisher,  den  Richtongskosious  eines  Strahles 
gleich,  nicht  bloß  proportional  sind.  Die  Punkte  (x^y^z^  ^  A^  fQUen 
eine  Fläche,  die  Leitfläche  des  Strahlensystems,  ans;  durch  jeden 
solchen  Punkt  geht  ein  Strahl  des  Systems  hindurch.  Da  die  Glei- 
chungen (1)  auf  die  Form 

(3)  ^-H  +  l,        t)  =  mi  +  n 

oder  eine  ihr  äquivalente  gebracht  werden  können,  so  kann  man  auf 
uneadlich  Tiele  Weisen  eine  Fläche  als  Leitfläche  annehmen. 
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Über  den  Winkel  zweier  benachbarten  Strahlen  im  Strahlensjstem 
ist  nichta  Neues  zu  Bi^en;  er  wird  durch  dae  Linienelemeat  der  Ein- 
heitskngel 
(4)  ds  =  YdX*'+dY'  +  dZ* 

gemessen.  Kennte  man  außer  diesem  Winkel  noch  die  Bestimmungs- 
stQcke  des  kürzesten  Abetandes  der  beiden  Strahlen,  so  wtlrde  die 
Lage  eines  von  ihnen  gegen  den  anderen  fixiert  sein. 

In  den  Gleichungen  (1)  mögen  den  Parametern  u,  v  feste  Werte 
beigelegt  werden,  sodaß  sie  einen  bestimmten  Strahl  des  Systems  dar- 
stellen. Die  Gleichungen  eines  anderen  Strahles,  der  Torlänfig  dem 
ersten  nicht  unendlichnahe  zu  sein  braucht,  seien 

^°>  X,  Y,  z. 

Während  also  x^  für  x^iu,  v), . . .,  Z  Säx  Z(u,v)  steht,  sind  «„  .  . .  ^i 
die  Werte  dieser  Funktionen  für  ein  von  (u,  v)  verschiedenes  Argu- 
mentenpaar (u,,  Vj).  Der  kürzeste  Abstand  p  der  beiden  Geraden  (1) 
und  (5)  wird  durch  die  Formel 


*i-*o      »1-».      »1- 

(6)                   P--^ 

X        r        z 

X,        r,        z. 

bestimmt}  hierin  ist 

(7)                                  1 

v-yi:(rz;-ZY,)' 

und  £g  das  Vorzeichen  der  Determinante.  Die  gerade  Linie,  auf  der 
der  Abstand  p  liegt,  steht  auf  (1)  und  (5)  senkrecht,  also  sind  ihre 
Richtungskosinus  den  Größen  TZ^—  ZYi,  ...  proportional.  Bevor- 
zugt man  eine  bestimmte  Richtung  (ABC)  des  kürzesten  Abstaudes, 
indem  man 

,e^         .        YZ,-  ZY,  i>       ZX,  —  XZ.  „      .2  y,  —  yx, 

(8)  A ^. ,         B~—   ^  C ^ 

setzt,  so  ist  die  durch  die  Folge  von  Richtungen 

{XYZ),        (Xir,^,),        {ABC) 
bestimmte  Windung  positiv. 

Die  von  Af^  aus  gemessene  Abszisse  des  Faßpunktes  des  kürzesten 
Abstandes  auf  dem  ersten  Strahl  heiße  r,  ferner  sei  to  der  Winkel 
der  beiden  Strahlen.     Dann  ist 

(9)  r--i^{i,-i.)(X-Z,M8K,). 
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FundameutalforineD  eines  Strahleneyetema. 
Jetzt  sei  der  zweite  Strahl  dem  eratea  benachbart: 
«,  —  M  +  du,         «1  —  ü  +  dl) 
«i-io+daio,       X^=X+dX 


Die  Gleichungen  (7),  (6),  (8)  und  (9)  gehen  aber  in 
(10)  W-y2:dX*^da 


(11) 


«i«. 

dy. 

dt. 

!>• 

'  X 
'.  dX 

r 
dY 

Z 

dZ 

A- 

YdZ  — ZdY 

yzd'x^ " 

r^  ■ 

2:dx,dX 
£dX- 

§104. 

HamütoDBOher  Sats. 

GreiiBpiuiIcte. 

(12) 
(13) 


Yon  diesen   verechiedenen  Ausdrucken   soll   zunächst  r   genauer 
untersucht  werden.     Setzt  man 

dX=   gu  f'"  +  -5„   ^^i  ■  •■  y 

80  werden  Zähler   und  Nenner   quadratische  Differentialformen,   uud 
zwar  sei 

(1)  -^dx^dX^^ 

(2)  ^dX*-E. 
Femer  werde  das  System  von  Bezeichnungen 

eingefahrt,  sodaß 

(4)  -2dx^dX  -  Ldu*  +  {M^M)dtidv  +  Ndv* 
ist.    Die  Formel 

(5)  ---l 
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lautet  dann  ausgeschrieben 

*■  •'  **  (idu' +  i^drtdo  +  Qidv' 

oder 


(7) 


Bestünde  das  Strahlensystem  aus  deu  Normalen  der  LeitSäche, 
so  wQrden  L,  M,  N  die  frühere  Bedeutung  haben  und  M  —  M  sein. 

An  die  Gleichung  (7)  lassen  sich  nun  genau  dieselbea  Fragen 
knüpfen,  die  in  der  Theorie  der  Normalkrümmung  aufgeworfen  und 
beantwortet  worden  sind.     Treten  doch  jetzt  nur 

1{M+'M),        %      g,      ® 

an  die  Stelle  von 

M         ,        E,      F,      G 

in  dem  Äuedruck  S.  75(1).  L  und  N  kommen  hier  nnd  dort  in 
gleicher  Weise  vor,  nur  daß  sie  hier  eine  al^emeinere  Bedeutung 
haben, 

Namentlich  kann  man  nach  den  größten  und  kleinsten  Werten 
Tou  r  fragen,  wenn  man  diese  Größe  als  Funktion  von  X  betrachtet 
Verfolgt  man  zu  dem  Ende  die  Untersuchung  im  §  24  Schritt  für 
Schritt,  80  findet  mau  als  notwendige  Bedingung 

i       ffidM  +  grf»     ,  %du  +  ®dv 

I  Ldu  H ^ — dv,      — ^- — rfw  +  Ndv 

Ihre  linke  Seite  unterscheidet  sich  nur  um  einen  rein  nnmeriechen 
Faktor  von  der  Funktionaldetertninante  der  beiden  quadratischen 
Formen  E  und  B  (vgl  S.  76  (9)).  Mit  den  Wurzehi  A,  und  i,  der 
quadratischen  Gleichung  (8)  hängen  die  zugehörigen  Werte  Yon  r 
mittels  der  Formeln 

oder 

i +  "-+-*->, 

(10)  >•,=    -,-^|,_--  «-M) 

zusammen.  Die  Elimination  von  A^  liefert  für  rj  und  fj  die  quadra- 
tische Gleichung 
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tr-L,      gr-S±i 

(11) 

il. 

Funkt 
-B*  " 


Torftua  die  elemeDtareD  ByrnraetriBchen  Funktionen  von  r^  and  r^  in 
der  Form  ' 

,,,,  (ilI-8(jlf+S)+ey 


(14)  r,r, 


herrorgehsii. 

Der  Bealitätsbeweis  fQr  die  Wurzeln  ron  (8)  and  (12)  (vgl.  S.  78) 
bleibt  eben&Us  beetohen. 

In  der  FUiebentheorie  ist  die  simultane  .TrauBformation  der  beiden 
Fnndamentalformen  A  und  B  in  algebraische  Summen  von  Qnadraten 
lineMer  Formen  behandelt  und  für  den  Beweis  des  Eulersoben  Satzes 
verwertet  worden  (9.  88 — 89).  Der  in  der  £uler8chen  Formel  vor- 
kommende Winkel  tritt  dabei  von  selbst  auf  (S.  89).  Offenbar  würds 
es  nicht  zweckmäßig  sein,  gerade  diesen  Winkel  auch  in  der  Theorie 
der  Strablensysteme  zu  benutzen,  wenigstens  so  lange  es  sich  um 
diese  Theorie  als  solche,  nicht  um  ihre  Änwendui^  auf  eine  spezielle 
Fläche  handelt.  Vielmehr  wird  man  die  Kennzeichnung  der  Winkel- 
gröSe,  auf  die  es  an  dieser  Stelle  ankommt,  aus  den  Formeln  selbst 
entnehmen  müssen.  Den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  bilden,  ent- 
sprechend S.  88  (2),  die  Gleichungen 

(16)  ^-^'^^' 

vermSge  derea 

(16)  '--^or+Br 

wird.  Daß  die  Koeffizienten  r^  und  r,  mit  den  vorher  ebenso  bezeich- 
neten Qrdßen  übereinstimmen,  ergibt  sich  genau  so  wie  dort.  För 
die  Koeffizienten  der  linearen  Differentialformen 
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gelten  u.  &.  die  Gleichungen 

«11  +  ?A  -  ® 

Sit  +  ff«i  -  ®- 
Führt  man   noch  einen  zweiten  Kachbarstrahl  ein,  der  za   den  Para- 
metenrerten  u  +  Su,  v  +  äv  gehört,  und  setzt 
2ii'*«  +  2ij*"-Cli 

so  erhält  man  nnter  Benntzung  von  (18) 

(20)  ■     D^D,  +  0,0,  -  edwtf«  +  ^{dudv  +  dvöu)  +  ®dvSv. 

Die  Bedeutung  der  rechten  Seite  dieaer  Formel  ist  leicht  anzugeben. 
Bezeichnet  nämhch  tc'  den  Winkel,   den  die  kflrzesten  ÄbBtände  des 
erstangenommenen  Strahls   von    den   beiden  Kachbarstrahlen   mitein- 
ander bilden,  so  wird  nach  S.  349  (12) 
,„, ,  ,       ZiYdZ  —  ZdT)  iraZ  —  ZSY) 

ysdx^YEex* 
d.h. 

X     Y    z  w  \  X    r    z  w 

\\dX    dY    dZ\\    \\SX    SY    dz\\ 
I  ^x»,       ^xdx    j 

^  1  ^XdX,     ^dXdX  ' 

~  ^dXdX, 
(22)        daöe  cos  w'=<idudu  +  ^{dadv+  dvia)  +  &dv9v, 
mithin  schließlich 
<23)  deda  cos  m;'=  DiS,  +  0,0,. 

Nun  ist  fÖr  D,  —  0  nach  (16)  r  —  ri,  und  ebenso  entsprechen 
«inander  0,-0  und  r  —  r^.  LäSt  man  demnach  in  der  allgemeinen 
Formel  (23)  -^-  mit  X^,  -.  -  mit  ^  zusammenfallen,  so  hat  man 

0,-0,        Ö,  =  0 
zu  setzen.    Dann  wird 
(24)  cos  w'  =  0; 

die  beiden  ron  den  Punkten  r  =-  r,  und  r  =  r,  ausgehenden  Abstands- 
richtungen —  wie  man  sie  kurz  bezeichnen  kann  —  stehen  aufeinander 
senkrecht. 
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Es  verde  jetzt  in  der  Formet  (23)  nur  einer  der  beiden  Nachbar- 

strfthlen  spezialisiert,  und  zwar  sei  t—  —  i, ,  also  D,  =  0.   Der  Winkel, 

den    eine   beliebige   Abetandsricbtung   mit   der   zn   f  ^^i    gehörigen 

bildet,  heiße  o).     Man  erhalt 

dffMö'cos»(D  —  DJO», 


worin  noch 

dt' 

-D!  +  S^ 

!«'■ 

-E; 

zu  setzen  ist; 

alBO 

(25) 

00B>  o  - 

Oi+OJ' 

sin'  m  - 

Die  Gleichung  (18) 

' El 

+  0! 

(26)  r  —  r,  cob*  (o  +  r^  ein*  m . 

Dies  ist  der  Hamiltonsche  Satz  der  Theorie  der  Strahlensysteme. 
Er  ^ßt  am  anschaulich sten  hervortreten  (vgL  S.  85),  daß  r^  und  r^ 
die  Eigenschaft  des  Maximums  und  Minimums  wirklich  haben.  Die 
Punkte  eines  Strahles,  die  FuBpunkte  kürzester  Abstände  von  benach- 
barten Strahlen  sein  können,  liegen  also  auf  einem  b^renzten  Stück 
des  Strahles.  Die  durch  die  Abszissen  r,  und  r,  selbst  bestimmten 
Endpunkte  dieses  StQckes  beißen  Grenzpuakte. 

Läßt    man    den    betrachteten    Strahl    alle   möglichen   Lagen   im 
System  annehmen,  so  beschreibt  jeder  Grenzpunkt  eine  Grenzfläche. 

§105. 
Brennpunkte,  Uittelpunkt, 
Yon  den  BesiimmungsstQcken  der  Lage  eines  Nachbarstrahls  zu 
einem  gegebenen  betrachten  wir  zweitens  den  kürzesten  Abstand  selbs^ 

I  dx^     dy^     dz^ 

(1)  p-  -_''_^-     X        ¥       Z 

^^''^'I^Z     äY    äZ 
(S.  349(11)).   Bei  Hinzuziehung  der  unmittelbar  folgenden  Formel  kann 

(2)  p~e^^Adx^ 
geschrieben  werden.     Dabei  ist 

(3)  A.,-(y|f-4?).„  +  (r|f-^iI).. 
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oder,  nach  S.  335(7,8), 

(4)  ^.,_^((slf-g«)A.  +  (9?f-®|f),J.). 

Multipliziert  man  mit  dx,,,  bildet  die  Samcie  auf  der  rechten  Seite 
Ton  (2)  und  zieht  die  beiden  Vorzeichen  £,  and  £  in  — c'  zuBammen., 
eo  ergibt  sich 

t     \fSdu+^dv,       ^du  +  @äv\ 
(°)  ^^tdi^  läu+Mdv,      Mdu  +  Ndv' 

Die  durch  IfoUsetzong  der  Determinante  entstehende  quadratische 
Oleichaag 

;  @du-i-%dv,       %du  +  &dv\ 
^  -'  ■  Ldu  +  Mdv,      'Mdu-\-Ndv\^ 

definiert,  ebenso  wie  die  Gleichung  S.  350(8),  zwei  bestimmte,  dem 
gegebenen  benachbarte  Strahlen.  Auf  des  ersten  Anblick  seheint  es, 
als  ob  sie  diesen  schneiden  müßten;  aber  im  sUgemeinen  läßt  sich 
nur  behaupten,  daß  ihr  kürzester  Abstand  von  ihm  eine  unendlich- 
kleine Größe  höherer  Ordnung  ist.  Der  mich  der  Methode  des  Un- 
endlichkleinen  abgeleitete  Ausdruck  (5)  oder  (1),  der  von  derselben 
Ordnung  ist  wie  da,  gilt  nämlich  nur  so  lange,  wie  die  Glieder 
niedrigster  Dimension  nicht  von  selbst  Tersohwinden  oder  gleich  Null 
gesetzt  werden. 

Das  Bildungsgesetz  der  linken  Seite  von  (6)  laßt  sich  in  ähn- 
licher Weise  beschreiben  wie  das  der  Determinante,  deren  NuUsetzung 
die  beiden  Werte  ^i  und  l^  geliefert  hat.  Man  setze  den  quadratischen 
Formen  E  ond  6  entsprechend  die  biiinearen  Differentialformen 

^dXdX-(lärfM+  ^dv)du  +  (^(}u+  ®dv)dv 

-^dx^dX  ^  {Ldtt  +  Mdv)du  +  (Mdu  +  Ndv)Sv 

an  und  stelle  aus  ihnen  die  Funktionaldeterminante  inbezug  auf  Öu 
und  äv  her. 

Zu  jeder  Wurzel  -^  =  l  der  Gleichung  (6)  gehört  ein  Wert 
TOD  f  vermöge  der  Formel 

^  ^  "         ffi  4.251  +  «!' 

(S.  350(7)).  Man  kann  diese  einfacher  darstellen,  indem  man  (6)  in 

der  Gestalt 

,„.  L  +  Ml        Jä  +  Nl 

'^  <&+  %X    "    5  +  ®i 

i:q,t7edHvG00t^lc 
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-  KB  +  %>■) 
■oCS +  !»>■) 

entnimmt,  to  p  den  gemeinBamen  Wert  der  beiden  Quotienten  in  (8) 
bezeichnet.     Die  Einführung  in  (7)  liefert  anmittelbar 

d,  h.  die  Gröfie  p  ist  zugleich  FuSpanktsabsziase  für  die  jetzt  be- 
trachteten kürzesten  Abstände.  Sie  genügt  der  durch  Elimination 
Ton  Jl  aus  (9)  entstehenden  Gleichung 

(10)  1«'-^'    S'-^i-o 

oder 

(11)  (Sa-S5')(.'-(®i-g(21f  +  Jg')  +  iSJr)s+iff-JlfM-0. 

Die  beiden  elementaren  symmetrischen  Fanktionen  der  Wurzeln  sind 

„„,  LS -UM 

Die  zu  ^  —  pi  nnd  p  —  pj  gehörenden  Punkte  werden  die  Brenn- 
punkte des  Strahb  genannt.  Sie  brauchen  nicht,  wie  die  Grenzpunkte, 
reell  zu  sein.  Jeder  Brennpunkt  beschreibt  eine  Brennfläche,  wenn 
der  Strahl  das  System  durchläuft 

Die  Gleichung  (13)  stimmt  genau  mit  der  für  r, -|-  r,  (S.  351(13)) 
überein.     Es  ist  also 

(14)  ei  +  e»-^  +  ''», 

und  die  beiden  durch  die  Grenzpunkte  einerseits,  die  Brennpunkte 
andererseits  begrenzten  Strecken  haben  denselben  Mittelpunkt.  Er 
beißt  Hittelpunkt  des  Strahls,  sein  geometrischer  Ort  die  Mittel- 
fläche des  Strahlensystems. 

Von  den   beiden  eben  erwähnten   Strecken  sei  2d  die  zwischen 
den  Grenzpunkten,  2S  die  zwischen  den  Brennpunkten.    Aus 

4^-(r,-r,)',        4«' -  ((.,-(,,)■ 
folgt 

4(d' -  Jt)  _  (r,  +  r,)' -  4r,r, -((,,  +  (,,)'+ 4!,,(,„ 

i.  h.  wegen  (14),  (13)  nnd  S,  361(14): 

^' -  J- -  i  (l  Jf- M- (iS- (-"±^)')) 

S8» 
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(15)  d«-d'=%p; 

d.  h.  die  Grenzpunkte  sind  im  allgemeinea  weiter  TOBeinander  —  und 
damit  aucb  vom  Hittelpankt  —  entfernt  als  die  Brenspankte.  Nach 
der  Erklärni^  der  Grenzpunkte  vergteht  sich  das  flbrigens  von  selbst; 
denn  sie  waren  die  Endpunkte  der  Strecke  auf  dem  Strahl,  von  deren 
Punkten  überhaupt  kOraeste  Abstände  ausgehen  können. 

§  106. 
firennfläohen. 
Die  Gleichungen  S.  350  (8),  S.  354  (6)  kann  man,  ebenso  wie  in  der 
Fläcbentheorie  z.  B.  die  BeBtimmungsgleichung  fSr  die  Hanpttaagenten, 
als  Differentialgleichungea  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  auf- 
fassen, indem  man  u  und  v  reränderlich  sein  läßt  Integriert  liefern 
sie  je  zwei  funktionale  Beziehungen  oder  vielmehr  Scharen  von  Be- 
ziehungen zwischen  u  und  r.     Jedem  .solchen  Integral 

(1)  <p(u,v)  =  C 

entspricht  für  einen  gegebenen  Wert  von  G  eine  Kurve  auf  der  Leit- 
flftche,  eine  Schar  von  Straten  im  Strahleneystem.  Besonders  an- 
schauliche Besultate  erhält  man  beim  Ausgehen  von  der  zweiten  der 
genannten  Gleichungen, 

I  ffirfu+  gd«,      %du  +  ®dv\ 
^  ^  I  Ldu  +  Mdv,      Mdu  +  Ndv  \  ~    ' 

Man  bestimme  nämlich  die  beiden  Brennpunkte  A^  und  A,  auf 
eisern  beliebigen  Strahl  und  gehe  von  einem  von  ihnen,  etwa  A,,  föngs 
des  kürzesten  Abstandes  (der  für  den  Brennpunkt  ein  Minimum  war) 
zu  einem  benachbarten  Strahl  fort.  Auf  ihm  liegen  wieder  zwei  Brenn- 
punkte, davon  einer,  B,,  dem  Funkte  Aj  unendlich  nahe.  Von  B, 
gehe  man,  ebenso  wie  vorher,  zu  einem  zweiten  Xachbarstrahl  Ober, 
und  so  fort. 

Es  werde  nun  der  Ort  der  Brennpunkte  Aj,  B, ,  . . .  untersucht. 
Sind  I,,  ij,,  ^i  die  Koordinaten  von  Aj,  so  ist 

I,  =  iCo  +  p,  X 

(3)  Vi-y.+  QxY 


jdnyGoot^lc 


Brenoflachen.  357 

die  Darstellung  die^s  Ortes,  wenn  die'Ai^punente  u  und  t>  der  vor- 
kommenden Funktionen  variabel,  aber  durch  die  zu  p,  gehörende 
Beziehung  (1)  verbunden  sind.  Wir  iragen  nach  der  Tangente  der 
Kurve  (3).    Die  DiffereDtistion  der  ersten  Qleichung  ergibt 

(4)  d^,  =  äx,+  (f,dX+Xdtf,. 

ÜTun  iet  die  Voraussetzung  (1)  oder  (3)  gleichbedeutend  mit 
I  dx^     dy„     dZf,  \ 

(5)  I  X      r     2    -  0 

\dX     dY     dz\ 
(H.  353—364).     SteUt  man  diese  Gleichung, 

{YdB^-  Zdy^}dX  +  {Zdx^-  Xdg^)dY+  {Xdt/o-  Ydx;)dZ-0, 
mit 

XdX+YdY+ZdZ-O 

zusammen,  80  erhalt  man 

pdX  -  {Zdx^-  Xdeo)Z-  (Xdy^-  Ydx^)  Y, 

(6)  iidX  -  dxo  -  X^Xdx,, 

und  der  Proportional itäta&ktor  [i  bestimmt  sich  durch  Multiplikation 
der  drei  zusammengehörenden  Gleichungen  mit  dX,  dY,  dZ  und 
Addition: 

H^dX^-^dx^dX, 

B 

li j- p,. 

Daher  wird 

(7)  dx^+ejdX^X^^Xdx^ 
und  nach  (4) 

(8)  di,-X{dQ,  +  ^XdXa). 

Hieraus  folgt  schließlich 

d|,:di?i:d5,=  X:  Y:Z, 

die  Strahlen  selbst  fallen  mit  den  Tangenten  der  betrachteten  Kurve 
zusammen,  ihr  Ort  ist  eine  abwickelbare  Fläche  (§  88).  Die  Strahlen 
eines  Systems,  dessen  Brennftächen  reell  sind,  lassen  sich  demnach 
auf  zwei  verschiedene  Weisen  zu  einer  Schar  abwickelbarer  Flächen 
zusammenfassen.  Die  Rfickkehrkonten  dieser  Flächen  fallen  die  Brenn- 
fläohen  aus;  alle  Strahlen  des  Systems  berühren  also  beide  Brenn- 
flächen. 
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Geradlinige  Flftohen.     Striktioiulinie. 

Es  ist  TOn  Interesse,  die  Letzten  Untersuchungen  in  einer  be- 
stimmten Hinsicht  zu  spezialisieren,  indem  man  nämlich  nur  vou  einer 
einzigen  einfachen  Mannigfaltigkeit  stetig  anfetnander  folgender  Strahlen 
ausgeht.  Der  Ort  einer  aolchen  Schar  von  Strahlen  ist  eine  gerad- 
linige Fläche  (S.  257).  Von  Brennpunkten  ist  nicht  mehr  die  Rede, 
sondern  auf  jedem  Strahl  nur  von  einem  Fußpunkt  eines  kürzesten 
Äbstandes.  Der  geometrische  Ort  dieser  Fußpunkte  heißt  die  Strik- 
tionslinie der  geradlinigen  Fläche. 

Betrachtet  man  in  den  Gleichungen 

W  X  ~Y  Z 

die  sechs  Größen  x,,,  y^,  Bf,,  X,  Y,  Z  als  Funktionen  einer  Variablen  v 
und  setzt  demnach  z.  B.  dx^  =  x^^v,  dX  —  X'dv,  so  bleiben  die  auf 
den  kürzesten  Abstand  bezüglichen  Formeln  des  §  103  bestehen.  Die 
Striktionslinie  hat  die  Gleichungen 


l-x,  +  rX 

(2) 

t-%  +  'Y 

a-».  +  "-z, 

wenn  darin 

(3) 

angenommen  wird. 

Es  möge  beispielsweise  für  das  hyperbolische  Paraboloid 

(4) 

2«-x-|-                      (a>0,  i.>0) 

die  Striktionslinie  bestimmt  werden.  Oder  rielmehr  die  beiden  Strik- 
tionslinien, denn  man  kann  die  Fläche  auf  zwei  Arten  als  Ort  einer 
Schar  gerader  Linien  betrachten.  Jede  der  Scharen  ist  einer  festen 
Ebene  parallel.  Ihi-en  analytischen  Ausdruck  finden  diese  Tatsachen 
darin,  daß  die  Gleichung  (4)  sowohl  durch  Elimination  des  Para- 
meters t  aus 


(^  +  -'>' 


(^)  ■:-  r 


wie  des  Parameters  t  aus 
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'''  .-!,' 

herrotgeht. 

Es  Bei  i(  ein  von  t  Terschiedener  Wert   des   ersten  Parameters. 
Der  kürzeste  Abstand  der  beiden  äentden  (5)  und 

'    y«     Vb 

kann  als  Abstand  zireier  Ebenen  angesehen  werden,  deren  jede  durch 
eine  der  beiden  Geraden  hindurchgebt  und  der  anderen  parallel  ist. 
Die  FuQpunkte  des  kürzesten  Abstondes  liegen  auf  der  Schnittlinie 
zweier  Ebenen,  Ton  denen  jede  wieder  eine  der  beiden  Geraden  enthält 
und  die  auf  dem  Paar  paralleler  Ebenen  senkrecht  sind.  Hier  ist  das 
erste  Ebenenpnar  unmittelbar  gegeben,  nämlich  durch  die  zweiten 
Gleichungen  (5)  und  (7).  Man  hat  also,  um  den  Abstandsfußpunkt  auf 
der  ersten  Geraden  zu  finden,  nur  eine  Ebene  durch  die  zweite  Gerade 
zu  legen, 

w        (^  +  Ä)^-^'+''(,J-,l -'■)-»' 

und  (i  so  zu  wählen,  daß  sie  auf 


senkrecht  wird,  d.  I 


''  =  „4--h'i 


zu   setzen;   hierauf  die   ans  (8)    entstehende   Gleichung   mit   (5)   zu- 
sammenzustellen,   Die  Koordinaten  des  Faßpunktes  werden  dann  durch 


w  .S^  +  .^-ffl'. 


'+f 


V" 


bestimmt.  Nimmt  man  jetzt  die  zweite  erzeugende  Gerade  der  ersten 
unendlichnahe,  setzt  also  ti  =  t-\-dtj  vernachlässigt  die  unendlich- 
kleinen  Größen  und  eliminiert  t  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen, 
so  findet  man 
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(10)  -,..  +  -^-;.-0. 

Die  FlächengleichuDg,  welche  die  zweite  durch  die  Eliminatioa  «ot- 
stehende  Qleichung  sein  wfirde,  erhält  nater  Benatznng  von  (10)  die 
Form 

Die  StriktioQsIinie  ist  eine  ParabeL 

In  eioer  zweiten  Strildioiisliiiie  derselben  Art  wird  das  Paraboloid 
Aäich  die  Ebene 

(11)  -  -  .y__o 

geschnitteiL 

Han  kann  &ageu,  wann  die  durch  (1)  oder 

(12^  S-SM+«Y(') 

.-..W  +  kZW 

dat^estellte  geradlioige  Fläche  abwickelbar  ist,  und  die  Entscheidung 
darüber  ans  der  Theorie  des  KrflmmuDgsmaßes  entoehmen.  Das 
Quadrat  des  Linienelements  wird 

(13)  da»  -du? +  2  ^a(^Xdudv  +^(x^  +  uX^dv', 
und  die  Fundamentalgrößen  haben  demnach  die  Werte 

(14)  £-1,        F-^x;X,         G  -^(a;;  +  uT)', 

d.  h.  E  ist  konstant,  F  eine  Funktion  von  v,  G  eine  ganze  Funktiou 
zweiten  Grades  TOn  u,  deren  Koelffizienten  Funktionen  von  v  sind. 
Setzt  man 

(15)  G  -  ««»  +  2/Jm  +  y, 
80  ist 

(16)  tt-^X-',        ß  -^x'^X,        r-^x^. 

PüT  E-l,  F=  F{v)  ergibt  sich  aus  S.  120(7) 

und  die  Einföhrung  des  Wertes  (15)  in  den  Zähler  liefert 

(18)  {G  -  F^yX  -ß'-ay+  aF\ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  läBt  sich  aber  unmittelbar  zu  dem 

kürzesten  Abstände  in  Beziehung  setzen.    Denn  die  Formel  S.  349(11) 

lautet  in  den  hier  benutzten  Bezeichnungen 
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^  \X  T  Z'\ 

nad  andererseits  wird 

,  H  y'n  e'a  i' 

(20)  {Q-FyK~~\  X  Y  Z   \- 

I  r   r  z'  i 

Die  Fl&ctie  kann  also  nnr  dann  abwickelbar  sein,  wenn  der  kürzeste 
Abstand  benachbarter  Erzeugenden  eine  unendliebkleine  (rröBe  höherer 
Ordnung  ist. 

Geht  man  nmgekehrt  von  einer  beliebigeo  abwickelbaren  Fläche 
aus,  so  ist  für  eine  solche  der  kürzeste  Abstand  benachbarter  Geraden 
ein  Uneudlichkleines  höherer  Ordnung.  Dies  ergil^t  sich  sofort  mittels 
der  Gleichangen  S.  304(15)  oder  auch  der  obigen  Gleichungen  (12), 
wenn  man  darin  X,  Y,  Z  den  Ableitungen  von  x^,  y^,  e^  proportional 
setzt  Die  Fläche  erscheint  dann  als  Tangentenääche  der  Räckkehr- 
kante  (§  88).  Wenn  nun  auch  ans  bekannten  Gründen  die  Ausdrucks- 
weise  zulässig  ist:  Eine  Tangente  geht  durch  zwei  nnendlichnabe 
Knrvenpnnkte  hindurch,  oder:  Zwei  nnendlichnabe  Tangenten  haben 
einen  Eurvenpunkt  gemein,  so  ist  nach  dem  Obigen  doch  festzuhalten, 
daß  es  einer  weiteren  Spezialisierung  der  Voraussetzungen  bedarf,  da- 
mit die  Tangenten  einer  RaumkurTe  sich  wirklich  schneiden. 

Während  im  allgemeinen  die  Geraden  der  Schar  die  Striktions- 
linie nicht  berahren,  so  ist  ersichtlich,  daß  fUr  eine  abwickelbare 
Fläche  die  Striktionslinie  mit  der  BUckkehrkante  identisch  ist.  Aus 
den  Formeln  (2,  3),  d.  h.,  nach  Heranziehung  von  (16),  den  Glei- 
chungen - 

(21)  »-».--J^ 


in  denen  mao  wieder  X,...  proportional  zn  x'^, ... ,  also  :rö  —  fiX, . . . 
zu  denken  hat,  ergibt  sich  dies  unmittelbar  wegen  ß  =  fiZXX'=0; 
es  wird  J  —  »o»  ■  ■  ■  • 

Allgemein  können  die  Formeln  dieses  Paragraphen  dazu  benutzt 
werden,  die  geradlinigen  Flächen  zu  untersuchen,  die  mit  einer  ge- 
gebenen Raumkurre  zusammenhängen,  soweit  sie  nicht  von  vornherein 
ihrer  Definition  nach  abwickelbar  sind;  also  namentlich  den  geome- 
trischen Ort  der  Hsuptnormalen  oder  der  Binormalen. 
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§  108. 
Beäingang  für  ein  Hormalensystem. 
unter  dea  Strahlen  Systemen  sind  diejenigen  besondera  ausge- 
zeichnet, deren  Strahlen  &1b  Normalen  einer  Fläche,  wenn  anch  nicht 
gerade  der  Leitfläche,  betrachtet  werden  können,  um  die  Bedingung 
fUr  ein  Normalensystem  zu  finden,  denke  man  sich  in  den  Glei- 
chungen des  Strahl  ensystems 

(1)  x  =  x,-\-rX,... 

r  als  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  u  nnd  v  und  drücke 
aus,  daß  X,  Y,  Z  mit  den  Richtungskosinua  der  Normale  der  dann 
durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Fläche  übereinstimmen.  DafDr 
notwendig  und  hinreichend  sind  die  Bedingungen 

0, 


2^15=0.    ^^If- 

ih. 

2x(|:.  +  .g  +  x|i)  =  o, 

oder 

^A':-'-k 

(2) 

Sie  sind  nur 

Tereinb»  für 

(3) 

oder 

V3X8«.      sriexzx. 

Nach  S.  349(3)  heißt  diese  Gleichung 

(4)  M=M. 

Umgekehrt:  Wenn  diese  Beziehung  oder  die  ihr  äq^^ivalente  (3) 
besteht,  so  ist  die  lineare  Differentialform 

ein  Tollständiges  Differential,  das  mit  —  dr(«,  v)  bezeichnet  werden 
möge,  sodaß  die  Gleichungen  (2)  gelten.  Nach  Bestimmung  ron  r 
mittels  Quadraturen  setze  man 

(5)  x^-^rX=-x,...  . 
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NormaleDsjBtetu.    Parallel  flUcheii, 

^^       du       ^J       du         du 


X,  Y,  Z  sind  also  RichtungskoBinua  der  Normale  der  Fläche  (5);  die 
Bedingung  (4)  ist  ftlr  ein  KormalenB^stem  nicht  nur  notwendig,  son- 
dern auch  hinreichend. 

-Die  Formeln  der  Paragraphen  104  und  105  lehren,  daß  fflr  ein 
Normalensyetem  die  Grenzpunkte  allenthalben  mit  den  Brennpunkten 
zasammenfallett. 

Dnrch  die  Gleichung 

^Xdx^  =  -dr 

wird  r  nur  bis  anf  eine  additive  Konstante  bestimmt  Es  gibt  also, 
wenn  Oberhaupt,  eine  ganze  Schar  von  Flächen,  auf  denen  die  Strahlen 
des  Systems  senkrecht  sind.  Sie  entstehen  aus  der  Fläche  (5)  durch 
SinfQbnmg  von  r  +  a  an  Stelle  von  r  und  haben  von  ihr  in  Rich- 
tung der  gemeinsamen  Normale  den  Abstand  ±  a.  Sie  werden  als 
Parallelflächen  bezeichnet. 

Man  kann  die  Bedingung  (3)  so  umfornieo,  daß  sie  einen  mit 
der  Theorie  der  Biegung  zusammenhängenden  Satz  hervortreten  laßt. 
Die  Größen  -„  '- ,  ...  geben,  durch  YE^  dividiert,  die  Richtungs- 
kosinns  der  Koordinatenlinie  v  —  const  auf  der  Leitfluche,  und  die 
entsprechende  Bedeutung  haben  — .  ^^,...  für  die  Koordinaten- 
linifl  u  •-  const.     Setzt  man  also 

80  sind  w'  und  w"  die  Winkel  des  Strahls  mit  den  beiden  Koordi- 
natenlinien.    Unter  Benatzung  dieser  Ausdrucke  wird 

(7)  M-M  =  ^  (YE^  cos w')  -  -^ {/Ö(,  cos  «-") . 

Betrachtet  man  nun  als  Aasgangsfiäche  eines  zweiten  Strahleusystems 
eine  Biegungsfläche  der  Leitfläche  und  bezieht  sie  auf  dieselben  Para- 
meter wie  diese,  sodaß  E^  und  G^  auf  beiden  Flächen  die  gleichen 
Werte  haben;  nimmt  außerdem  an,  daß  w'  und  w"  für  die  Biegungs- 
fläohe  dieselben  Funktionen  von  u  und  v  sind  wie  für  die  Leitfläche, 
BO  hat  der  Ausdruck  ant  der  rechten  Seite  von  (7)  fUr  beide  Flächen 
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denselben  Wert.    Das  Stralilensystem  bleibt  mithin  dann,  wenn  es  ein 
Kormalensystem  ist,  auch  nach  der  Biegang  ein  solches. 

Insbesondere  gilt  dieser  Satz,  wenn  die  Strahlen  als  Tangenten 
der  Leitfläche  angenommen  werden.  Man  kann  sich  in  diesem  Fall 
die  Fläche  mit  einer  Schar  von  Kurven  überzogen  denken,  deren 
Tangenten  das  Strahlensystem  bilden.  Diese  Kurven  seien  die  u-Linien 
des  Koordinatensystems,  ihre  orthogonalen  Trajektorien  die  »-Linien. 
Dann  ist  w'  —  0,  v>"  —  -^ , 


M- 


dVE,_ 


Ist  nun  die  Bedingung  (4)  erfüllt,  so  wird 


öVJ?, 


-Eo-vW, 


die  Kurven  v  -=  const.  sind  geodätisch.  Das  heifit:  Wenn  auf  einer 
Fläche  eine  Schar  TOn  Kurven  existieren  soll,  deren  Taugenten  Nor- 
malen einer  anderen  Fläche  sind,  so  müssen  diese  Kurven  geodätisch  sein. 
Wird  umgekehrt  eine  Fläche  auf  ein  beliebiges  System  orthogonal- 
geodätischer Koordinaten  bezogen,  so  kann  isg— 1,  F^~ö  gei 
werden.  Fflr  das  System  der  Tangenten  der  Kurven  v  =  const. 
cos w'  =  1,  cos w"  =  0,  also  M—  M—O,  die  Taugenten  der  geodä- 
tischen Linien  bilden  ein  Mormalensvstem. 
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IX.  Abschnitt. 

Spezielle  Flächen,  die  mit  einer  gegebenen  znsammenliSngen. 


Berührong  zweier  FUlohen. 

Die  Fläclien,  die  mit  einer  gegebenen  in  Zugammenbang  stehen, 
zer&Uen  in  zwei  Gruppen:  erstens  spezielle  Flächen,  zu  deren  Ein- 
fOhrung  man  veranlaßt  wird,  wenn  man  die  gegebene  in  der  unmittel- 
baren Nähe  eines  einzelnen  Punkt«»  antersacbtj  zweitens  solche,  bei 
denen  za  einem  Sttick  von  eodUcber  Aasdehnung  auch  ein  endliches 
StQck  der  gegebenen  F&che  gehört.  Die  zweite  Gruppe  ist  ungleich 
wichtiger  als  die  erste,  die  daher  nur  kurz  behandelt  werden  solL 

In  den  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  ebene  Kurven 
spielt  die  Theorie  der  Berahrung  eine  Hauptrolle.  Fragt  man  nach 
der  einfachsten  Linie,  die  eine  vorgelegte  Kurve  in  einem  vorge- 
schriebenen Punkte  berührt,  so  gelangt  man  nach  Erledigung  der 
Tangente  alsbald  zum  Krümmungskreise,  auf  den  sich  die  ganze 
Theorie  der  Krümmung  stützt.  Der  KrUmmungskreis  hat  mit  der 
Kurve  eine  Berührung  zweiter  Ordnung,  er  oskuliert  die  Kurve. 

Man  könnte  nnn  versucht  sein,  in  die  Theorie  der  krummen 
Flächen  eine  oskutierende  Kugel  einzuführen,  als  Gebilde,  das  mit 
dem  Kreise  die  Eigenschaft  teilt,  in  allen  Punkten  gleiche  Krümmung 
zu  haben.  Allein  eine  einfache  Überlegung  lehrt,  daß  eine  solche 
Kugel  nur  für  besondere  Punkte  existieren  kann. 

Fragen  wir  zunächst,  was  es  bedeuten  soll,  zwei  Flächen  haben 
in  einem  gegebenen  Punkte  Ä  eine  Berührung  von  einer  bestimmten 
Ordnung.  Damit  überhaupt  eine  Berühmng  stattfinde,  ist  nötig,  daß 
die  Tangentialebenen  beider  Flächen  in  Ä  übereinstimmen.  Jede 
Ebene  durch  die  gemeinsame  Normale  trifft  dann  die  Flächen  in 
zwei  entsprechenden  Normalschnitten,  die  einander  eben&lls  berühren. 
Angenommen  non,  die  Ordnung  dieser  Berührung  sei  im  al^emeinen 
gleich  »  und  höchstens  für  besondere  Lagen  der  Schnittebene  größer, 
so  sagen  wir,  die  Ordnung  der  Berührung  der  Flächen  sei  ebenfalls 
gleich  n.    um  die  Bedingungen  für  eine  solche  Berührung  zn  finden, 
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nehmen  irir  die  (xy)-Ebeue  parallel  der  gemeinsamen  Tangentialebene, 
also  die  £-AcIiBe  parallel  der  Normale  an.  x,  y,  b  seien  die  Eoprdi- 
naten  Ton  A\  x  -^^  dx,  y  +  dy  die  beiden  ersten  Koordinaten  zweier 
dem  A  unendlichnaben  Pankte  A^,  A\  der  beiden  Flächen,  ßir  welche 
die  ^-KoordiDaten  e^,  g\  heißen.  Die  Entwickelung  dieser  Or5Ben  nach 
der  Tajlorschen  Formel  liefert 

(1)  ^,=*4-Oda:  +  grfy)-|-y(rda:»  +  2sda;dy+fdy»)  +  --  +  B,^, 

(2)  ^;-^'+0'rfa;  +  2'dy)  +  y(r'rfa;»+2s'rfa;dy  +  <'dff»)  +  .-.+Ü;^.i. 

Bildet  der  Normalschnitt,  dem  die  Puokte  A^,  A[  amgehOreD,  mit  der 
(X:e)-Ebene  den  Winkel  to,  ao  ist  noch 

£='««'  =  ■' 

zu  setzen.  Wird  nun  dx  als  aneodlichkleine  Größe  erster  Ordnung 
betrachtet,  und  soll  2j  —  z\  unendlichklein  von  der  » -f  1.  Ordnnng 
sein,  so  hat  man  ersteua,  wie  bereits  angenommen, 

/—  g; 
femer  müssen    in   den    beiden   Formeln   (1),  (2)   die  Aggregate   mit 
gleichen  Potenzen  von  dx  bis  zur  n.  Ordnung  paarweise  übereinstimmen. 
Dies  gibt  n  Gleichungen: 

p'+q'X=p  +  ql 
r  +  2s' X  +  t'l'  —  r  +  2sX  +  U* 


und  da  diese  für  uneadlichriele  Werte  von  X  gelten  sollen,  so  erhält 
man  als  notwendig  und  hinreichend  fUr  eine  Berührung  n.  Ordnung 
die  Gleichheit  der  partiellen  Ableitungen 

für  das  zu  A  gehörige  Wertepaar  {xy).  Unwesentlich  ist  hierbei,  daß 
p  und  3  für  das  spezielle  Koordinatensystem  den  Wert  Null  haben. 
Vielmehr  lehren  dieselben  Schlüsse  wie  in  der  Theorie  der  ebenen 
Kurven,  daß  die  Bedingungen  bestehen  bleiben,  solange  bestimmte 
besondere  Lagen  der  Flächen  zum  Koordinatensystem  ausgeschlossen 
werden. 

Die  Anzahl  der  Bedingungen  ist 

1  +  2 +  3 +  ■■■  + (»  +  !)- "'+"^"  +  "s«-. 
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Soll  aan  eine  Fläche  m.  Ordnung  bestimmt  werden  können,  die  eine 
gegebene  Eläcbe  in  einem  beliebigen  Punkte  in  der  n.  Ordnung  be- 
rOhrt,  80  muB,  wenn  m'  die  Anzahl  der  Terfügbaren  Konstantea  in 
der  Gleichung  der  hinzugenommenen  Fläche  bezeichnet, 

»'  ^  Ml' 

sein.  Die  Anzahl  der  Glieder  einer  Tollständigen  ganzen  Fnnktion 
tn.  Grades  Ton  drei  Variablen  ist  aber  ("'3     ),  mithin 

da  die  Gleichung  durch  eine  Konstante  dividiert  werden  kann.  Diese 
Zahl  erniedrigt  sich,  wenn  spezielle  Formen  der  Fläche  m.  Ordnung 
Torausgesetzt  werden. 

So  enthält  die  allgemeine  Gleichung  2.  Grades 

(3)  «i.S'  +  «i.9'  -H  «Mi'  +  2«H5i  +  2a,,iE  +  2«.,s5 

■+■  2a,4E  +  2a„q  +  2fl,^i  +  o„  -  0 
neun  willkUrliche  Konstanten,  die  Kugel 
W  (e -*.)'  +  «-!'.)'  + (»-«.)'-«' 

nor  deren  vier.  Hieraus  folgt,  daß  es  unendlichTiele  Kugeln  gibt, 
die  eine  Berührung  erster  Ordnung  mit  der  Fläche  haben,  denn  eine 
Konstante  bleibt  Termöge  der  drei  Bedingungen  wiUktlrlich.  Den 
Gleichungen 

y~S'e  +  2(^-*o)  =  0 
gemäß  liegen  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kugeln  auf  der  Normale. 
Soll  dagegen  eine  BerQhmng  2.  Ordnung  stattfinden,  die  das  Bestehen 
der  Gleichungen 

1  +  («  -  to>  +  P*-0 
(6)                                    l+(s,-t^)t+q'~0 
{e  -  Xn)s  +  pq  -  0 
erfordert,  bo  ist  dies  nur  möglich,  wenn  unter  z,  y,  e  selbst  B«la- 
tionen  stattfinden.     Die  Elimination  TOn  x  ~  e^  aus  (6)  liefert 
__r  j_       (__ 

i+p'  ~  pg"  1  +  9" 

d.  h.  nur  fQr  die  Kreispunkte  kann  eine  oskulierende  Kugel  existieren. 
Dieser  Umstand  begr&ndet  den  Ausdruck,  eine  Fläche  sei  in  einem 
Kreispunkte  sphärisch  gekrflmmt. 
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Soll  eine  allgeoieiDe  Fläcbe  2.  Grades  bestimmt  werden,  die  eine 
gegebene  Fläche  in  der  2.  Ordnung  berührt,  so  ist  die  Lösang  dieser 
Aufgabe  auf  unendlichviete  Arten  möglich,  da  drei  Konstanten  will- 
kOrlioh  bleiben.  Dagegen  reichen  die  Konstanten  nicht  ans,  um  die 
Berühnmg  in  einem  beliebigen  Punkte  bis  zur  3.  Ordnung  zu  steigern, 
denn  diese  würde  zehn  Bedingungen  erfordern.  Hält  man  die  Voraus- 
setzung fest,  daS  der  BerfihruDgspunkt  auf  der  gegebenen  Fläche  be- 
liebig sei,  sieht  also  von  Überlegungen  ab,  wie  sie  eben  für  die  Kreis- 
punkte  und  im  §  33  für  f »  0  angestellt  worden  sind,  so  kann 
man  die  erstgenannte  Aufgabe  dadurch  zu  einer  bestimmten  machen, 
daß  man  die  Fläche  2.  Qrades  spezialisiert  und  außerdem  den  Punkt 
dieser  Fläche,  in  welchem  die  Berührung  stattfinden  soll,  besonderen 
Bedingungen  unterwirft.  So  liefert  die  Forderung,  daS  die  oskulierende 
Flädie  eine  Umdrehnngaääche  sei,  zwei  Gleichungen  unter  den  drei 
noch  verfügbaren  Konstanten;  eine  dritte  tritt  hinzu,  wenn  man  vor- 
schreibt, daß  der  Berührungspunkt  dem  Äquator  der  Rotationsfläche 
(die  wir  als  Fllipsoid  oder  Hyperboloid  voraussetzen)  angehören  soll. 

Wichtiger  als  diese  UmdrehnngsSächen  sind  die  oskuliereoden 
Paraboloide.  Ihre  Existenz  ist  nämlich  nur  der  geometrische  Aus- 
druck für  die  Entwickelbarkeit  von  iTj  nach  der  Taylorschen  Formel 
bis  zu  den  Gliedern  zweiter  Dimension.  Speidalisiert  mau  das  vorher 
angenommene  Koordinatensystem  noch  weiter,  indem  man  A  mit  dem 
Koordinatenanfai^spunkt,  die  Tangentialebene  mit  der  (xy)-Ebene, 
die  X-  und  y-Achse  mit  den  Haupttangenten  zusammenfallen  läßt,  so 
geht  nach  §  26  die  Gleichung  (1)  in 

Qber.     Sie  besagt,  daS  das  Paraboloid 

(8)  ^"-T^T,- 

dessen  Scheitel  A  ist,  in  diesem  Punkte  die  gegebene  Fläche  in  der 
3.  Ordnung  berührt  Je  nachdem  das  KrUmmungsmaß  positiv '  oder 
negativ  ist,  wird  das '  Paraboloid  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbo- 
lisches. Sein  Schnitt  mit  der  Ebene  j  —  g  liefert  den  Dupinschen 
K^elschnitt  (§  33). 

Kehren  wir  zu  der  aUgemeinen  Aufgabe  znrück.  Ihre  LSsnng 
würde  ein  besonderes  Interesse  haben,  wenn  es  gelänge,  sämtliche 
m  Konstanten  der  Fläche  m.  Grades  ohne  Annahme  einer  speziellen 
Gestalt  der  Fläche  allein  dadurch  zu  bestimmen,  daß  sie  die  ge^bene 
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in  eiudiD  willkttrliclieQ  Punkte  mit  bestimmter  OrdnangszaU  berOhreo 
solle.    Die  ganzen  Zahlen  m  und  n  müssen  dann  durch  die  Qleichang 

verbunden  sein.  Ihre  Ermittelung  führt  also  auf  eine  zahlentheore- 
tische Aufgabe.  Die  kleinsten  Wertepaare,  die  der  Gleichung  geaßgen, 
sind,  abgesehen  von  m  —  1,  »  —  1: 

ttfb,  «-9;  m-20,  n  -  58. 
In  einem  beliebigen  Punkte  einer  Fläche  gibt  es  mithin  oskulierende 
Flächen  5.  und  20.  Qrades.  Im  übrigen  ist  nur  bekannt,  daß  zwischen 
21  und  675  keine  Werte  von  m  liegen  können.  Hiemach  sind  ein- 
fache, geometrisch  interessante  Resultate  auf  Grund  der  Gleichung  (9) 
nicht  zu  erwarten, 

§  HO. 
Zwei  spezielle  Flftohen  4.  Q-rades. 
Sieht  man  von  den  Formulierungen  des  Berührungsproblems  ab, 
die  durch  die  analytische  Darstellung  der  Flächen  veranlaQt  werden, 
und  stellt  sich  auf  den  rein  geometrischen  Standpunkt,  so  kann  man 
z.  B.  nach  dem  Ort  der  KrüinmungskreiBe  aller  Normalschnitte  einer 
Fläche  in  einem  gegebenen  Punkte  fragen.  Ein  solcher  Kreis  werde 
als  Hauptkreis  einer  Kugel  betrachtet,  die  die  F^he  in  A  berührt 
und  deren  Radius  gleich  1^1  ist.  Beschränkt  man  sich  auf  das  vor- 
her benutzte  spezielle  Koordinatensystem,  so  lautet  ihre  Gleichung 

(1)  «■  +  !,'  +  (.-,)■-(,•. 

Die  zweite  Gleichung  des  Krümmungskreiaes  hat  für  d  —  ,-  die  Form 

(2)  y~lx  =  0. 

X  und  p  hängen  durch  die  Formel  des  Eulerschen  Satzes  (S.  84) 
(3) 


!  +  !■ 


zusammen.  Nach  Einführung  des  Wertes  TOn  (>  aus  (3)  in  (1)  ergibt 
sich  die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  durch  Elimi- 
nation TOn  l  aus  (1)  und  (2): 

(4)  («,»;■  +  »,i,')(a:>  +  y<  +  ,')  -  2(l'  +  y").  -  0 
oder 

(5)  {q,x*  +  (>y)(x'  +  y'  +  «")  -  2p,pa(a:»  +  y»}^  -  0- 
Der  Ort  ist  also  eine  spezielle  Fläche  4.  Grades. 

Znablkogh,  DlSenutiklgaDmetrig.  H 
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Die  Aufgabe,  den  Ort  der  £rüminaiigsiiiittelpunkte  aller  ebenen 
Schnitte  einet  Fläche  in  einem  beliebigen  Pnnkte  za  finden,  steht 
vermöge  des  Meuaniersclien  Satzes  hiermit  in  engem  Zusammenhange. 
Ganz  direkt  kann  man  nach  den  allgemeinen  Formeln  auf  S.  73  fol- 
genden Ansatz  machen.     Es  sei 

«E  +  |3^  +  J-S  =  0 

die  Gleichung,  die  mit  der  der  F^he  zusammen  den  ebenen  Schnitt 
liefert.  Dann  ergeben  sich  aus  den  Ausdrücken  für  |,  rj,  g,  nachdem 
man  darin 

1  =  0,         y  =  0,         *  —  0, 
ferner 

p^O,         3  =  0 

r  —  «1,        8  =  0,         t  =  n, 

gesetzt  hat,  die  Geichungen 

t- 


(6) 


i-T. 


ans  deaen  die  Verhältnisse  a:  ß  -.y  zu  eliminieren  sind.     Bildet  man 
zuerst 

benutzt  dann  die  Beziehung 

1      _! 

und  schreibt  Bchlie&lich  x,  y,  e  für  |,  t},  %,  so  findet  man 

(7)  ("i/  +  «sa:')(3^*  +  y*  +  Ä»)  -  (a;»  +  y*)e  -  0 
oder 

(8)  ,       (p.a;»  +  p,»')(a;»  +  y'  +  a')  -  p,p,(a:*  +  y»)^  =  0, 

eine  Fläche  derselben  Art  wie  die  erste. 

Ohne  ihre  Gestalt  näher  zu  untersuchen,  wenden  wir  uns  jetzt 
zu  der  zweiten  Gruppe  von  Flächen,  die  mit  einer  gegebenen  zusammen- 
hängen (S.  365). 
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§  111. 
Die  sa  einer  gegebenen  Fläche  parallelen  Flächen. 
Wean   die  Strahlen   eines  NormalengjsteniB  die  Leit^cfae  selbst 
unter  rechten  Winkeln  schneiden,  so  ist 

X-Z„  Y-Yo,  Z=Z^ 
in  die  Formeln  S.  347(1}  oder  S.  362(1)  einzusetzen.  Die  Theorie 
der  Strahlensysteme  kann  dann  auf  solche  Flächen  angewendet  werden, 
deren  Gleichungen  für  die  Annahme  r  —  r(u,  v)  aus  diesen  hervor- 
gehen. Es  sind  das  also  Flächen,  die  ans  einer  gegebenen,  dem  Ort 
des  Pouktes  Ä^^^i^f^y^e^,  dadurch  entstehen,  daß  man  auf  ihren 
Normalen  Ton  A^  aus  die  Strecke  ±  »-(m,  v)  abträgt.  Hierbei  sind 
zivei  Voraussetzungen  besonders  bemerkenswert:  r  konstant  oder  gleich 
einem  Hauptkrümmungsradius. 

Im  Fo^^den  soll  der  Index  0  überall  weggelassen  werden.  Dann 
sind  die  Koordinaten  der  abgeleiteten  Fläche  anders  zu  bezeichnen 
als  im  vorigen  Paragraphen. 

Wir  beschäftigen  ans  zuerst  mit  der  Annahme 
r  =  ö, 
wo  die  Konstante  a  positiv  oder  negativ  sein  kann.    Die  Fläche 

a;'=a:4-oX 

(1)  v~y^aY 

«'  —  Ä  +  aZ 

ist  dann  der  gegebenen  parallel  (S.  363). 

Alle  auf  die  Parallelfläche  bezüglichen  Großen  mögen  durch  einen 
Akzent  gekennzeichnet  werden.  Da  hier  von  einer  Transformation 
der  Parameter  nicht  die  Rede  ist,  so  können  Verwechslungen  mit 
früheren  Bezeichnungen  nicht  vorkommen. 

Aus  (1)  folgt 

(2) 

dx         dx    ,       dX 

Die  FandamentalgTöfien  erster  OrdnnDg  uad  dae  Quadrat  des  Linien- 
elements  werden: 

E'-E-2aL+a'li 
(3)  F-F-2aM+a'% 

a'-0-2aN+a'Qi 
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(4)  d«''  =  ds'  -  2a  ^■'  +  a^do\ 

wofür  man  nach  S.  336(25)  such  Bclireiben  kaim: 

ff_(l_^:)ö  +  .(„(±H-i)-2)3r 
(6)  ds''  -  (1  -  Zo')iis'  +  a(Hii  -  2)nds' 

-((7-^)'+«'(i-|)(7-^))^''- 

Ersetzt  man  in  (2)  die  partiellen  Ableitungen  der  Bichtungs- 
kosinuB  der  Kormale  durch  ihre  Aasdrflcke  nach  den  Weingartenschen 
Gleichungen,  so  erhält  man 

dx'        /,    ,  .  dx    ,  dx 

in   -  (•  +  »1ii)-8;  +  »'ii  f, 

-g,-  -  "1.1  aj  +  (1  +  »l»)  äi . 

and  weiter 

Ifc^  -  ft' + »'■■'  <' + »'"'  -  ''''>■■'■■)  ?  *rS ' 

ih.  nucli  S.  225(13,  16) 

(9)  I"*  -  (1  -  ffo  +  Ä"a»)»  T*. 

Diese  Formeln  lehren,  daß  man  bei  einer  ins  einzelne  gehenden  TJnter- 
Buchung  der  Parallelfiächen  die  Punkte  beeondera  zu  beachten  hat,  für 
welche 

1-Sa  +  Ka^  =  0 

ist,  die  also  mit  einem  Hauptkrümmungsmittelpunkt  der  Ansgsngs- 
ääche  zusammenfallen.  Allgemein  kann  man  bei  passender  YerfUgnng 
Ober  die  positive  Normale  der  abgeleiteten  Fläche 

(10)  x'-x,      r-y,      z'=z 

setzen  (vgl.  S.  363j. 

Hieraus  folgen  leicht  die  Werte  der  Fundamentalgrößen  zweiter 
Ordnung,  wenn  man  sie  nach  den  Formeln  S.  75(4)  berechnet.  Es 
ist  nämlich 
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r- 7,-1.6 
(U)  Af-3f-ag 


oder 


IJ-    '   B  +  fl-ofi+MU 

(12)  3f-^i.+  (l-»(i  +  ^j)jf 

Aus  (5)  und  (12)  lassen  eich  die  Ausdrücke  zasammeneetzea, 
die  zur  Berechnung  der  HanptkrUmmangarsdien  pj,  ff'^  der  Parallel- 
fläche gebraucht  werden: 

(13)  0'r-2«'+£'J.-=(l_iL)(l-'-)(i  +  i-ii_)T. 

(14)  i.J,._J,f._;jl_-l)(l_±)3., 
Hiemach  wird 

(15)  ^^». +  ».-/'  +  ^'-«-— _!-  +  -i- 
^    '  pi      Pi      («I— o){ei— o)      «1— «      «1—« 

'16)  ^'-Ai- 


d.h. 

(17)  »;-(), -o,      «i;-«!,  — o. 

Die  Differenz  entsprechender  HaaptkrümmungBr&dien  der  nrspr&ng- 
lidien  nnd  der  abgeleiteten  Fläche  ist  also  ihrem  absoluten  Betrage 
nach  gleich  dem  Abstände  der  beiden  FJächen. 

§112. 
Cis  ErümmiuigamlttelpunktiMoheii  für  die  n.  FlIbdiendarstellUDg. 
Beispiel  des  Ellipsoids. 
Die  im  Anfange  des  vorigen  Par^ipraphen  an  zweiter  Stelle  er- 
wähnten  Flächen,    die   als   Orter   der   Hau ptkrSmmongsmittel punkte 
einer   gegebenen  Fläche  erklärt   werden   können,   sollen  eingehender 
nntersncbt    werden    als    die    Farallelääcben.      Die    Gleichungen    der 
KrUmmungsmittelpunktsfläcbea  sind 
x^^  X  -\-  g^X 

(1)  yi  =  yV9J  ('  =  1,2) 
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Überti^t  man,  nur  der  Kürze  des  AusdruckB  wegen,  eine  Benennung 
aus  der  Kurrentheorie  auf  zweidimensionale  Gebilde,  so  kann  man 
diese  Flächen  auch  als  ^Tolnten  der  gegebenen,  und  umgekehrt  die 
letztere  als  Evolvente  jener  bezeichnen. 

In  den  Gleichungen  (1)  sind  pi  und  pj  Wnrzeln  einer  quadra- 
tischen Gleichung,  die  fiir  die  verschiedenen  Darstellungen  der  Fläche 
auf  S.  77,  80  und  93  entweder  angegeben  ist  oder  aus  einer  dort 
ftufgestellten  unmittelbar  durch  die  Substitution  n  =^  abgeleitet 
werden  kann.  Wird  z.  B. 
(II)  Fix,  y,t)  =  0 

als  Darstellnng  der  Fläche  angenommen,  so  gilt  fOr  die  Hanptkrüm- 
mungen  die  Gleichnng  (16)  auf  S.  92,  und  femer  ist 


'  W  3x  ' 


Nun  war  (16)  ans  der  Gleichnng  (15),  nämlich 


vermöge  (14), 


F, 


--«W=-^, 


hervorgegangen.     Man  kann  also  auch  schreiben 

wo  ^,  und  /t,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  bezeichnen.  Die  Dar- 
stellung der  Kr  um  muQgsmittelpunkts  Sachen  selbst  in  der  Form  (II) 
erfordert  die  Elimination  der  vier  Größen  x,  y,  g  und  ftj  oder  fi,  aus 
(2),  den  drei  Gleichungen  (3)  und  der  gegebenen  Flächengleichung. 
Da  das  Eltminationsproblem  inbezug  auf  ^  und  ft^  die  gleiche  Form 
hat,  so  erscheinen  im  allgemeinen  die  beiden  Evoluten  in  einer  und 
derselben  Gleichung  vereinigt,  als  Schalen  oder  Mäntel  einer  und  der- 
selben FUche.  Im  Folgenden  wird  immer  aus  dem  Zusammenhange 
hervorgehen,    ob    unter    Krümmungsmittelpunktsfläche   (Evolute)   der 
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Ort  sämtlicher  Hanptkrümmirngsmifitelpunkte  oder,  wie  bU   hierher, 
nur  eine  Schale  Terstanden  werden  soll. 
Bei  der  Anwendung  aaf  das  Elüpsoid 

kann  man 

(6)  F(x,s,,)--^(^.+^  +  ^-l) 
setzen  und  erhält 

00  -fu-^,    -f»-»..    -f..-^ 

r„-0  ,        F„-0  ,        F„-0. 

Werden  zuerst   nur  die  drei  letzten  Gleichungen  zur  Vereinfachung 
Tou  (2)  benutzt,  so  findet  sich 

(7)  F\{F„-f.){F„-r.)+F',(F„-i,){F,,-^)  + 

J^«.-<')(r„-rt-o 

oder  far  —     =  a,  wol>ei  es  auf  die  Bedeutung  von  a  nicht  weiter 
ankommt, 

d.  h.  far  das  Ellipsoid: 

Bezeichnet  man  die  laufenden  Koordinaten  ffir  beide  ErolutenBchalen 
flbereinstimmend  mit  %,  9,  j,  so  hat  mau  x,  y,  e  und  k  ans  (4),  (9)  and 

(10)  t-»  +  «-^,        ?-»+«f,       l-«  +  «f 

w«gzn8cha£Feii.    Für  X,  y,  z  ist  dies  sehr  einfach:  Man  eDtnimmt  ilire 
Werte  BU»  (10), 

*-'.-'—,        y-T—,        ■--    ,"'' 

tmd  setzt  in  (4)  nad  (9)  ein.     Dann  bleibt  a  aus 

-1 

-0 


(11) 

und 

(12) 

(?+«) 
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zu  eliminieren.  Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  auf  Null  ge- 
brachten Gleichu>ig  (11)  als  Funktion  Ton  a  mit  B(a),  bo  kann  (12) 
in  der  Form 


geschrieben  werden.  Die  Ermittelung  der  Erümmungsmittelpimkts- 
^che  des  EllipBoids  ist  hiemach  auf  die  Bildung  einer  Diskriminante 
zurückgeführt.     Die  entstehende  Gleichung  wird  TOm  12.  Grade. 

§113. 
Die  ErümmangsmittelpunkteflSohen  für  die 
Z.  nnd  m.  FläohendarBtellnng. 
Liegt  die  Evolvente  in  der  Darstellung  (I)  vor,  so  tritt  za  den 
Gleichungen  S.  373(1)  die  Bestimmung  S.  77(17) 

(1)      {LN  -  M*),f*  -  (GL  -  2FM  +  EN)t/  +  £G  -  J"»  -  0 

für  die  Hauptkrümmungsradien.     Die  Eoordinaten  der  Evoluten  er- 
scheinen dann  selbst  als  Funktionen  der  beiden  Parameter  u  and  v. 
In  manchen  Fällen  ist  es  zweckmäßig, 

zu  setzen  (vgl  S.  76(11,  10))  und  l^Xf  aus 

(3)  {FN~  QM)X*  +  {EN  -  GL)X  +  {EM.  -  Fi)  -  0  . 

(8.  76(4))  zu  entnehmen. 

Sind    speziell   die  Variablen  u,  v   die  Hauptparameter   der  Aaa- 
gangsääche  (S.  252),  ist  also 

F-0,        M~=Q, 
so  kann  man  nach  S.  253  (4) 

(4)  P.-i-,         P,  =  j^ 

setzen.     Die«  trifft  beim  Ellipsoide  für  die  Darstellung 


(6) 


6'(6'-w)(d' 


(«•- 
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(S.  241)  zu.     Nun  war  für  elliptische  Koordinaten,  wenn 
(o>-«)(f-«)(o>-„)_£7 

(»■-»)(j'-.)(»'-.)-r 

gesetzt  wird, 

*•  '  iu    '  4r 

(S.  286(11,  12)).     Ferner  wird 

(8)  x-^;--;-.,     r-f  ;.  ,     z^^'-*.- 

(9)  £ = ?^(-"-t:'),     j^f-,  «''«(»-'■) 

mithin 

(10)  «.--'.tr'     <■■ asr 

(8.  293).    Die  eine  Schul«  der  Bvolate  ist  durch 

_     *tx  __"?  "' 

datgestellt  oder,  bei  BeDutzung  der  ÄusdrUclie  far  x,  y,  B,  durch: 

,._   («!.-«)•(.■-.) 
''■-«■(»■-»■)(«■-,■) 

(11)  ,_  »-^«yif-.i 


4-- 


V(o' -«')(«■-»■)' 
Ftlr  die  zweite  Schale   TertauBchen   sich   u  und   v.     Daß   die  Elimi- 
nation dieser  Variablen   offenbar  in  beiden  Fallen  dasselbe  Ergebnis 
liefert,  bestätigt  aufs  neue  die   oben   gemachte  Bemerliang  über  den 
analytischen  Znsammenhang  der  beiden  Schalen. 
Was  endlich  die  Flächendarstellung 

(III)  '  -  »(«,  y) 

angeht,  so  konnte  diese  als  Spezialfall  sowohl  von  (1)  wie  von  (II) 
aufgefaßt  werden.  Es  ist  also  GberäQssig,  für  diese  Annahme  die 
Formeln  noch  besonders  hinzuschreiben. 

§  114. 
Iiinlenelement  der  Evolute.     Satz  von  Weingarten. 
Wenden  wir  uns  nun   zn  allgemeinen  Eigenschaften  der  Erüm- 
miingsmittelpunktsSäche  und  beziehen  zu  dieeem  Zweck  alle  GröBea 
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aaf  die  Hauptpsrameter  der  Evolvente,  wie  es  wegen  des  engen  Zu- 
samtneDh&nges  zwischen  den  Hauptkrammungeradien  und  den  Ktfim- 
mungskurren  zweckmäßig  ist.  ÄUerdingB  wird  man  bei  dieser  An- 
nahme nicht  stehen  bleiben*  dürfen,  wenn  es  sich  um  das  Bildungs- 
geaetz  der  auftretenden  geonietriechea  Größen  handelt.  Aber  für  eine 
Übersicht  Über  die  G^ndeigenscbaftea  dar  Evolute  reicht  die  Voraus- 
setzung aas,  und  es  ^t  sich  mit  ihrer  Hilfe  sogar  ein  schöner  und 
wichtiger  Satz  der  Abwickelungstheorie  beweisen. 

Schreitet  man  von  einem  Flächenpunkte  A  längs  einer  Krüm- 
mungslinifl  zu  einem  benachbarten  Punkte  B  fort,  so  ist  der  kürzeste 
Abstand  benachbarter  Flächennormalen  in  Ä  und  B  eine  unendlich- 
kleine  Größe  höherer  Ordnung.  Aus  der  allgemeinen  Theorie  der 
Strahlensysteme,  insbesondere  aus  §  105,  folgt  dies  unmittelbar.  Setzt 
man  nämlich  in  den  Gleichungen  S.  354(6),  S.  355(11)  nach  S.  363(4) 
M=  M,  nimmt  femer  X—  X^,,  ...  an  und  läßt  schließlich  überall 
den  Index  0  weg,  so  werden  die  erstgenannten  Gleicbimgen  mü  der 
Differentialgleichung  der  KrQmmungslinien  und  der  Bestimmnngs- 
gleichnug  für  die  Hauptkrümmungsradien  identisch  (vgl.  S.  339),  und 
die  Koordinaten  der  Brennpunkte  (S.  356)  stimmen  mit  denen  der 
Hauptkrümmongsmittelpunkte  überein.  Zugleich  tritt  hervor,  daß  die 
in  Bede  stehende  Eigenschaft  der  Flächennormalen  für  die  Krümmunga- 
linien  charakteristisch  ist.  Die  Annahme,  daß  für  die  Evolvente  Z"  —  0 
sei,  ist  überall  ausgeschlossen. 

Es  seien  nun  p  und  q  die  Hauptparameter  der  Ausgangsfläche, 
und  der  Hauptkrümmungsradius  (>,  der  Knrve  q  —  const.  zugeordnet. 
Das  heißt  also,  wenn  man  längs  einer  solchen  Knrve  fortschreitet,  so 
hat  der  Fußpunkt  des  kürzesten  Abstandes  benachbarter  Flächen- 
normalen  auf  der  ersten  von  diesen  die  Abszisse  q^.  Es  genügt,  die 
SM.  e  =  Ci  gehörende  Evolute  zu  betrachten,  deren  Punkte  durch 

a,  =  «  +  ()iX 

(1)  y.-y  +  9rY 

dargestellt  werden.  AUe  Formeln  für  die  zweite  EWute  ergeben  sich 
durch  Vertauschung  von  p  mit  q,  p,  mit  p,. 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  p  liefert 

~dp      dp  "'"PiF^  +  ^ap  '  "■ ' 

d.  h.  vermöge  der  Formeln  von  Eodrigues  (S.  254(14)): 

i:q,t7edHvG00t^lc 


FnndamentklgtöBfli]  1.  Ordnung  dei  Evolute. 


also 

Die  drei  partiellen  Ableitungen  links  unteracheiden  sich  um  einen 
und  denselben  Faktor  von  den  Richtungskosinus  der  Kurve  q  =  const. 
auf  der  Evolute.  Die  Tangente  dieser  Kurve  fällt  demnach  mit  der 
Kormale  der  Evolvente  zusammen. 

Dieses  Resultat  hätte  aus  §  106  entnommen  werden  köuneo.  Man 
kann  es  vollständiger  so  aussprechen:  Längs  einer  KrUmmnogskurve 
lassen  sich  die  Flächennormalen  zu  einer  abwickelbaren  Fläche  zu- 
sammenfaesen  und  berfthren  mithin  eine  bestimmte  Kurve,  die  Rück- 
kehrkaute  dieser  Fläche.  Die  zu  einer  Schar  von  Krümmungslinien 
gehörenden  RUckkehrkanten  fBllen  eine  Schale  der  Krümmungsmittel- 
punktsääcbe  aus. 

Sämtliche  OrSBen,  die  sich  auf  die  Parameter  p,  q  beziehen, 
mSgen  durch  einen  Stern  gekennzeichnet  werden.     Für 


2(1?) -^- 

folgt  dann  auE 

.  (2)  der  Werl 

w 

^:-m'- 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  q  etpbt  sich 

(6) 

dq          dq+^'lq    +  ^  cq   ' 

woraus 

(6) 

G:-G--2^,N-  +  el@-+{ll')'- 

Nun  ist  aber 

N'-»,0---G- 

also 

(7)  e:_(i_.yv  +  (||t)'. 

Ohne  Benutzung  des  Ausdruckes  von  @*  kann  man  diesen  Wert 
auch  dadurch  herleiten,  daß  man  aus  dem  zweiten  System  der  Formeln 
von  Rodrigues 

dX  ^        l    Bx 

dq   ^       «,  3g  '  " 
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ia  (5)  einsetzt,  wobei  sich 

herausstellt. 

Endlich  folgt  durch  ZuBammenetelluQg  von  (5)  mit  (2) 

Bodaß 

(10)  .^  -  {lf)W  +  2 1;  ^,;. .,., + ((|'.)V  (1  -  :;)'«•)  ^s- 

wird.     Wegen 

kanu  man  auch 

(11)  dsj  -  dp;  +  (l  -  ^')*G'd9' 
schreiben. 

Die  Größe  G*  ist  mit  den  HauptkrfimconngGradien  durch  eine 
partielle  Differentialgleichung,  die  dritte  Fundamentalgleichnng,  ver- 
bunden, die  nach  S.  254(11)  in  die  Form 

(12)  diosVo'^       ''—A'' 

^     ^  dp  9t  (Pi  —  Pi)  op 

gesetzt  werden  kann.  Nimmt  man  nun  an,  daß  längs  der  ganzen 
Fläche  die  beiden  HanptkrQmmungsbalbmesser  durch  eine  von  u  und  v 
freie  funktionale  Beziehung 

(18)  /■(?„?,) -0 

verbunden  sind,  so  kann  man  vermöge  (12) 

Sp      '^dpj  9,{e,  —  9t) 
setzen,  woraus 

(14)  G'=  «.(,y)»e  Je.(e.-t^) 
und  nach  der  Substitution  ^(g)(!q  —  dg' 

(15)  dsl  =  dQ\  +  (l  -  ^')%ve.ie.-'(?.'dj'» 

folgt.     Diese  Formel  ist  von   der  speziellen  Fläche,  die  man  gerade 
betrachtet,  unabhängig,  d.  h.  sie  ist  iiir  alle  Flächen  der  durch  die 
Gleichung  (13)  oder 
(IS)  p,  -  !((.,) 
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definierten  Klasse  dieselbe,  nnd  stellt  außerdem  das  LiDienelement 
eioer  üradrehuDgsfluche  dar.  Es  ergibt  sich  also  der  folgende,  von 
WeingarteD  herrOhrende  8ätz: 

Die  KrClmmangsinittelpanktsflächen  aller  Flächen,  bei  denen  auf 
{gleiche  Weise  in  jedem  Punkte  der  eine  HauptkrUmmungsradins  allein 
durch  den  anderen  bestimmt  ist,  sind  aufeinander  nnd  jedesmal  auf 
eine  gewisse  Rotationsfläche  abwickelbar. 

Die  Formel  (15)  f^  das  Linienelement  ds^  kann  äußerlich  ver- 
einfacht werden.  Es  ist  dazu  nur  nötig,  die  partielle  Differential- 
gleicbong  (12)  in  eine  solche  für  die  Größe 

(17)  ff,  =  (l-^)V, 

die  in  (11)  vorkommt,  umzusetzen  und  dann  erst  die  Voraussetzung  (13) 
einzufahren.     Die  einfache  Rechnung  ergibt 

ng-,  ^gy_^i L__  3e.  . 

^     •'  9p  9,  —  e.  ep 

Sind  demnach  die  HauptkrUmmungsradien  durch  eine  Relation  ver- 
bunden, so  wird 

(19)  dsl  =  d(fl  +  eJt^-<^dq\ 

§  115, 
Binige  idlgemeine  Eigeneohaften  der  Evolute. 
Bevor  der  Weingartenscbe  Satz  weiter  verfolgt  wird,  mögen  noch 
einige  Eigenschaften  der  KrUmmongsmittelpunktsääcben   besprochen 
werden,  die  hei  beliebigen  Evolventen  Geltung  haben. 

Die  Gleichong  (11)  des  vorigen  Paragraphen,  die  wegen 

die  Form 

(2)  d^^~del  +  G,dq* 

annimmt,  besagt,  daß  die  Kurven,  die  auf  der  Evolute  den  Linien 
q  —  const.  und  Q^  =  const.  der  Evolvente  entsprechen,  ein  orthogonal- 
geodätisches  Ketz  bilden.  Und  zwar  entsprechen  die  geodätischen 
Linien  den  Krümmungslinien,  d.  b.  die  zu  einer  KrUmmungsUnie  ge- 
hörende Schar  von  HauptkrQmmungsmittelpunkten  bildet  auf  der 
Evolute  eine  geodätische  Linie.  Dieser  Satz  erscheint  als  Koroilar 
eines  im  §  108  (S.  364)  bewiesenen. 

Um  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  der  Evolute  zu  be- 
rechnen, braucht  man  die  Richtangskoeiuus  der  Kormale.   Aus  S.  379(2) 
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und  S.  380  (8)  folgt  für  den  Zähler  des  ersten  Richtangakosinos  die 
Formel 

9(P,3)  \  qJ  'dp    \      dq  cqj' 

Nach  S.  126(4)  war  aber 

äq  dq         T'\  cp  dqf 

worin 

zu  setzen  ist.     Mithin  wird 

3(y,-',)     _  /]  _  e.\  9pi  i/^"  ^ 

3(p,q)  \         p,/  9p    VE'   dp' 

also  jeden&Us 

"^  ■'  ^      ^      ^       dp     dp     dp' 

d.  h. 

'     yi:-  3p  \t  / 

Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Oleicbungen  stehen  die  Richtungskosinns 
der  ErUmmnngslinien  q  —  const. 

In  derselben  Weise  ergiht  sich  für  die  zweite  Evolute 

*     ya'  dq  ^^         ^ 

und  die  rechts  vorkommenden  Größen  sind  die  Richtnngskosinne  der 
KrQnimungslinien  p  =  const. 

Hiernach  sind  die  Normalen  der  beiden  Evoluten  den  Tangenten 
der  zugehörigen  Erümmungslinien  im  eateprechenden  Punkte  der 
Evolvente  parallel.     Daraus  folgt  insbesondere 

(4)  ^X,X,  =  0, 

die  Normalen  nud  damit  auch  die  Tangentialebenen  in  zusammen- 
gehörenden Punkten  der  Evolutenscbalen  stehen  anfeinander  seakrecht 
Ferner  ist 

(5)  ^XX,  -  0,         2^X^  =  0, 

wie  es  sein  muß,  weil  die  Normale  der  Evolvente  beide  Evoluten 
berührt  (vgl.  S.  379). 

Da  nun  die  Normale  der  Evolvente  und  die  Normalen  der  Evo- 
luten, wenn  man  sie  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehend  denkt, 
ein  rechtwinkliges  Dreikant  bilden,  so  erscheint  es  angemessen,  die 
positiven  Richtungen  der  Normalen  der  abgeleiteten  Flächea,    ohne 
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Rücksicht  auf  die  Festeetzmigeu  des  §  15  (S.  49),  so  anznaehmeii,  daß 
das  Dreikant 

dem  Dreikant  x,  y,  z  äqniralent  ist     Dies  tritt  ein,  trenn  s^  und  f, 
gleich  +  1,  also 

fR\  y      _^-    ^*  Y  —     ^     ^y  7  —     1     il 

(7)*    X,  =  -U-f,      r,  =  -^^.      ^,  =  ^1- 

gesetzt  wird. 

Zar  Berechnung   der  Fundamenta^dBen    zweiter  Ordnung   ver- 
wenden wir  die  zweiten  Ansdrücke,  die  mit 


*         ^j  dp   ep 
beginnen.     Es  wird 

8     '- 
4^1  't!p    dp         y'£*  ^  dp    dp'  '^^  "dp    dp      dp~ 

y/E*  dp  Ja     dp* 


denn  die  zweite  Summe  verschwindet. 

Zweitens  erhält  man,  unter  sofortiger  Weglassang  der  zweiten 
Summe, 

^  dp    dq'       y£*   dp'^      dpSq 

ys*  dp       ' 

nnd  drittens  ebenso 

•^dx,  dx,     _i     -^//  _  p,\  dx      ^d<>,\  d'x 

^  dq    dq         YE*  ^\\        9J  dq^      dq  Jdpdq 

yS*  \  <fJ^  dq   dpdq  ^    YE'  dq    ^ 

2|/£*  V       «./  cp       ye*  dq 
oder  infolge  der  dritten  Fundamentalgleichnng  (S.  254(11)) 
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384  IX.  Abschnitt.    §  116. 

^dq   dq    °"      yg*  tt  Sp  "*"  yji*  dq 
Wegen 

L*™^',        Jir-0 
ergibt  sicli  also 

(8)  L---'^^'-l'',        .¥r  =  0,        *,•--,"-  'il'-- 

^  '  I  p,   5j»  '  '        '         '     ye*  vi  op 

Die  zweite  dieser  Gieicbungea  lehrt,  daß  die  beiden  Eurrenscharen 
auf  der  Evolute,  die  den  KrUmtnungBlinien  der  Evolvente  entsprechen, 
einander  konj  agiert  siad. 

Aus  den  Formeln  (S)  nnd  §  114(4,  9,  7)  setzen  sich  die  Größen 


■b; 


E\Gl-F\' 


zusammen: 

o-y£v,(,,-,,)-^''. 

»», 
(10)         K,--       "f   .-■ 


(», -t,)' 


Obwohl  die  entsprechenden  Formeln  für  die  zweite  Evolnte  aus 
den  angegebenen  durch  Vertauschung  von  p  mit  q,  p,  mit  p,  herror- 
gehen,  30  mögen  sie  doch  hier  Platz  finden,  weil  sie  bei  gleichzeitiger 
Betrachtung  beider  Schalen  mit  jenen  zusammen  gebraucht  werden. 

(11)    e;  =  (i-;.)Vh-(||.)',      Fi-l^^.      o:  =  (|j-)' 

_       l/G'  de. 


(12)  Ll^    ,      '\T,         Ml^Q,         Nl^- 


(13) 


e»  5ei 

E 

»■Ss  8, 

8(, 
(14)  £,_ «S_ 
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Eennzeichen  der  WeingutenBcIieii  Flfi^hen.  3S5 

§116. 

Srolaten  and  Evolventen  von  besonderen  Xtgenstdiaften. 

Um  TOn  den  Formeln  des  letzten  Pan^^plien  einige  einfache 
ÄnneDdungeD  ku  machen,  &agen  wir  zunädist  nach  einem  metrischen 
Kennzeichen  aller  Weingartenschen  Flächen,  nämlich  der  Mächen, 
ffir  die  der  eine  der  beiden  HanptkrQmmungsradien  eine  Funktion 
des  anderen  ist     Die  Gleichung 

ft  -  '•((■■) 

(S.  380(16))  ist,  solange  die  Funktion  X  nicht  näher  bestimmt  wird, 
gleichbedeutend  mit 

Wegen  der  InvarianteneigenBchaft   der  Funktionaldeterminante   kann 
man  auch 


3(e..  p.) 


0 


Bchreiben.    Aus  (10)  und  (14)  a.  t.  3.  ergibt  sich  non 

also  im  allgemeinen  fOr  Weingartensche  Flächen 

(3)  K.K.  =  ,      ^     ,, 

oder,  wenn  p„,  (>„;  (),,,  q„  die  Hauptkrammungshalbmeseer  der  beiden 
Evoluten  bezeichnen, 

(4)  Pi,  Pii  e»i  Pm  -  (ft  -  e,)*- 

ÄUerdings  hören  die  Formeln  fQr  ffj^  und  K^  auf  zu  gelten,  wenn 

dp       ' 

also 

Pi  =  f{9) 

wird,  d.  h.  wenn  längs  jeder  Krümmungslinie  der  zugehörige  Haupt- 
krflmmungsradius   einen  konstanten  Wert  bat.     FQr  diese  Annahme 

verschwindet 


^i-^-y'd^)'"-' 


und  die  Evolute  degeneriert  in  eine  Linie  (S.  30).  Dies  tritt  z.  B. 
fQr  die  Umdrehungaäächen  ein.  Denn  fQr  diese  waren  die  KrQmmungs- 
linien  mit  den  Meridianen  und  den  Parallelkreisen  identisch,  ferner 

KnoblsDOli,  Dllr«r«Dtiiilg«>inetrls.  26 
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386  IX.  AbBchnitt.    S  HS- 

ist  länge  jedes  Parallelkreises  der  zugehörige  HauptkrOmmuugahalb- 
messer  konstant,  tind  der  Ort  det  Endpunkte  aller  dieser  Halbmesser 
fällt  mit  der  Achse  der  Fläche  zusammen  (vgl.  S.  99). 

Das  KrQmmuQgsmaß  K^  verschwindet,  d.  h.  eine  Evolnte  wird 
abwickelbar,  wenn  entweder  ein  Hanptkrümmongsradins  der  Evolvent» 
unendlich  groß  wird,  was  hier  stets  ausgeschlossen  ist,  oder  die  dlei- 
chong 

1^  =  0, 

dp       ' 
d.h. 

Qt  -  «-(«} 
besteht.     Auf  solche   Flachen    fährt    auch   die  Forderung,    daß    die 
Krümmnngslinien  der  Evolnte  denen  der  EvolTente  entsprechen  sollen. 
Denn  nimmt  man  zu  Jf*  =,0  noch 

hinzu,  80  sieht  man,  daß  wenn  die  Evolute  überhaupt  eine  Fläche 
(nicht  eine  Kurve)  sein  soll,  die  Oleichnng  ~-  —  0  gelten  muß.  Das 
£rfimmnngsmaß  der  zweiten  Evolutenschale  wird  dann  gleich  NolL 
Sollen  dagegen  die  Asymptotenlinien  auf  der  Evolute  denen  auf 
der  Evolvente  entsprechen,  so  m&ssen  die  beiden  Gleichungen 

ijdp*  +  2M*äpdq  +  N'^dq'  =  0 
und 

L'dj^  +  2M'dpdq  +  N*dq*  —  0 

denselben  Inhalt  haben.     Nun  ist  Jf  =  0,  JlfJ  —  0, 


A*- 


j^  = 


e»    dp  ~      yw^  dp  ' 

ö'     fi  dg,  N'     g,  3p, 

y^  el  8p  "^  Y^  Q,  dp  ' 


Aap'  +  NW  —  pi.  If  {lV  -  •■  ^J-  N-ä,j  . 


g^  -  0  soU  wieder 

ausgeseUossen 

sein.    Dann  ffihrt  die 

gesleUle 

Be- 

dinguDg  zu 

.(5) 

oder 

.1?- 

-.^ 
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i(j.<!.)._o 

dp 

das  KrümmangBinaB  der  Evolvente  muß  längs  jeder  Krflmmangslinie 
der  Schar,  die  zu  der  betrachteten  ETolntenschale  gehört,  eineu 
konstanten  Wert  haben. 

Bleibt  man  bei  (5)  stehen  und  eliminiert  das  Verhältnis  der  Ab- 
leitungen der  beiden  Hauptkrämmangsradien  mittels  der  Formel  für 
K,,  so  findet  man  für  diese  Flschenklasae  die  metrische  Belation 

'■^  ^'"Stor-T,)'  =  /7_i,y 

Zur  Entscheidung  der  Frage,  wann  die  Asymptotenlinien  der 
beiden  Evolutenschalen  einander,  aber  zunächst  nicht  den  Asjmptoten- 
knrven  der  ETolvente  entsprechen,  hat  man  in  den  beiden  Gleichungen 

LJdp»  +  -J^ds»  s  -  i^  1^  (/y  +  -JL  ^  1^  da»  -  0 

'   ^  *    ^  ti    Sp    *^   ^  |/£'  «l  dp     ^ 


LXap^+-S\äi*^^^"^äp^ 


entsprechende  Koeffizienten  einander  proportional  zn  setzen.  Dies 
fuhrt,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  auf  die  Weingartenschen  Flächen. 
Wird  endlich  vorgeschrieben,  daß  die  Asymptotenlinien  auf  der 
Evolvente  und  auf  beiden  Evoluten  einander  entsprechen  sollen,  so 
kann  dieser  Forderung  nur  durch  die  Flächen  konstanten  Krümmnngs- 
maßes  genügt  werden.  Denn  K  müßte  dann  eine  Funktion  sowohl 
von  q  allein  wie  von  p  allein  werden,  und  dies  ist  wegen  der  Unab- 
hängigkeit der  Parameter  p  und  q  nur  möglich,  wenn  sich  beide 
Fonktionen  auf  eine  und  dieselbe  Konstante  reduzieren.  Ihr  Wert  ist 
der  Keali^t  der  Asymptotenkurven  wegen  als  negativ  anzunehmen. 

§117. 
Einföhmug  der  geometrisohen  Ableitungen 
in  die  Theorie  der  Evolnten. 
Die  Formeln  für  die  Krfimmungsmittelpnnktsfiächen  sind  wenig 
übersichtlich,   namentlich   auch    wegen    der   Art   des    Auftretens   der 
OrSSen   E*  und    G'.     Aber   diese    Unübersichtlichkeit   verschwindet 
sofort,  wenn  mui  statt  der  gewöhnlichen  Differentialquotienten  geo- 
metrische Ableitungen  einfuhrt.     Die  geometrischen  Differentiationen 
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388  IX-  AtMchnitt.    §117. 

längs  der  ersten  und  zweiten  KrümmiiugsUnie  mögen  durch  die 
Opera tionazeicKen  S,  und  Sj  gekennzeichnet  werden  (S.  254),  sodaS 
für  die  Parameter  der  Erümmungslinien  selbst 

ist. 

Die  auf  S.  379—384  aufgestellten  Formeln,   soweit  sie  ßr  die 
Theorie  der  Svoluteu  grundlegend  sind,  werden  nun  tOr  die  erste  Schale 

£;-£•(«,(.,)■ 

(2)  F;  -  2"«,», .  8,(), 


(3) 

X,  -  »1»,      Y,-e,s,      z,  -  »,» 

m. 

L; L'S,f„        M'-O,        Nl-N'^»,i>, 

(6) 

„     »!e,(,.e,e,-(!(8,,,)'-(»,-(,)" 
^'                   e,(t,-e,)'»,e, 

(6) 

Ä-_            *■••        . 

Für  die  zweite  Schale  ist  ebenso 

£;-£-((i-^)V(9,(.,)') 

(') 

j;  -  re,,,, .  6i,(,, 

G;  -  G-(9,(.,)' 

(8) 

X,  -  «,i,      r,  -  e,»,      z,  -  s,z 

(9) 

^-£'|ie,(.„     jif;-o,     jv;--jr»,p, 

(10) 

cl»,e,-».e.—pj(ö.p,)* -(«.  —  »,)' 

(11) 

Hiermit  sind  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Haupt- 
krümmungen ToUslÄndig,  die  übrigen  vorkommenden  Größen  so  wei^ 
wie  es  der  Nator  der  Sache  nach  möglich  ist,  durch  geometrische 
Größen  dargestellt,  die  von  der  Wahl  der  Koordinaten  nicht  abhängen. 


Die  geometriiohen  Ableittmgen  ling»  der  KrQmmimgBimien.  389 

Zvei  Ton  den  geometrischen  Ableitungen  der  HaoptkrOmmongs- 
radien  können  noch  durch  die  Tangwtialkrtlmmungen  der  KrQmmungs* 
linien  vertreten  werden.     Denn  nach  3.  255  (B)  ist,  wenn 
1  1 


eingesetzt  wird, 

(12) 

8.ft  +  c(l-^)*-0 

(13) 

SiC  +  ft^-j)?.-»- 

Allgemeine  DarateUnng  der  geometriBOhen  Ableitnngen 
l&ngs  der  SrümmangBlinlen. 

In  den  Formeln  (3)  bis  (11)  kann  man  (>,  und  q^  von  vornherein 
als  in  beliebigen  Parametern  g^eben  annehmen;  aber  von  wesent- 
licher Bedeutung  ist  es,  auch  die  geometrischen  Ableitungen  von  der 
Bpeziellen  Darstellung  (I)  frei  zu  machen.  Zn  diesem  Zweck  braucht  man 
nnr  die  schon  im  §  28  angebahnte  Traneformation  der  beiden  Qmnd- 
formen  A  und  B  in  algebraische  Summen  von  Quadraten  linearer  Formen 
weiter  zu  verfolgen.  Die  dort  vorkomnienden  Oleichungen  ^,  =  0, 
^  j  —  0  können  t^mlich  jetzt  als  Differentialglei  chungen  der  Krümmungs- 
Unien  der  Ansgangsfläche  betrachtet  werden,  und  zwar  würde  ^  ~-  0 
nach  der  auf  S.  88  in  Yerbindung  mit  S.  378  getroffenen  Zuordnung  das 
Integral  q(u,  v)  —  const,  ^^  =-  0  das  Integral  p{u,  v)  =  const.  liefern. 
Hiemach  sind  z.  B.  in  &iX,  dem  Quotienten  aus  dem  Differential 
dx  ^  -^du  -{-  r^-äv  beim  Forf^nge  längs  der  ersten  Krfimmungs- 
linie  und  dem  Bogenelement  ds  ^  YEdu*  +  2Fdudv  +  Gdv^  dieser 
Kurve,  die  Dilferentiale  du  und  dv  durch  die  Bedingung 

Pndu  +  Pi^dv  =  0 

verbunden.  Was  nun  aber  die  Koeffizienten  in  des  linearen  Differential- 
formen  ^^  und  ^  angebt,  so  bestimmt  mau  diese,  nachdem  »^  und  n^ 
einmal  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  dargestellt  sind, 
zweckmäßig  aus  den  Gleichungen 

B -«,$;  +  «,¥;, 

die 
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(2) 


liefern.    Wegen 

(3)  (L-En,)(.N-Oo,)-(M-Fn;f  (>  -  1,  2) 
darf  mirn 

(4)  $,_j/l^^^Arf„  +  |/i^- "_?■,;„ 

ADBetzen,  wobei  der  eine  der  beiden  Wurzelverte,  etwa  der  erste,  zu- 
nächst willkttrlich  bleibt,  der  andere  aber  mit  ihm  durch  die  Gleichung 

^   '  r      n,  —  n,       K     n,  —  n,  "i  —  "i 

verbunden  ist.  Nun  ist  $i  eine  Eovariante  des  Formenpaares  (A,  B), 
d.  h.  ea  besteht  beim  Übergange  zu  den  Parametern  p,  q  die  Gleichung 

Piid«  +  i>„d«  - p.'idp  +p'tclq. 

Und  da  $1  ^  0  das  Integral  p  =  const.  haben  sollte  so  muß  p*,  •=  0 
sein,  und  p**  wird  gleich  E*,  mithin  die  rechte  Seite  der  vorher- 
gehenden Oleicbong  gleich  Yü'dp,  bei  passender  Wahl  des  Wertes 
von  YE*.  Es  empfiehlt  sich,  diesen  Wurzelwert  ein  IQr  allemal  zu 
fixieren  und  der  allgemein  festgehaltenen  Bestimmung  gemSß  als 
positiv  anzunehmen.  Dann  läßt  sich  also  der  Wert  von  y — ^  ^- 
nnd  damit  auch  der  von  T/ so  wählen,  daß  filr 

die  Gleichung 

(7)  '  Pu*^«  +  Pitdv  —  YE'dp 
stattfindet. 

Für  die  Koeffizienten  von  $,  bedarf  es  keiner  neuen  Yorzeichen- 
bestimmong.  Es  ist  t^mlich  (vgl.  die  allgemeinere  Untersuchung 
S.  178—179) 

(8)  $;  =  i>„(^,A)», 

wo  nach  der  Definitionegleichuag  S  173(8) 

(9)  B,($„  A)  -  j((Fii„-£ft,)ii»  +  (Gp„-Fp„)dv) 
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ist.    Erklärt  man  nun  die  Eosffizienten  von  ^  eindeutig  darch  des 
Ansatz 

(10)  ft,-|r(J>„-£ft,),       P„-y(Gy„-F!.„), 

SO  eiett  man,  dafi  beim  Übei^aoge  zu  p  und  q  die  der  Gleichung  (7) 
entsprechende 

(11)  p,,du  +  p„dv  =  yG'dq 

besteht,  in  der  YG*  ebenfalls  den  poeitiven  Wert  hat. 
Zwischen  den  GrÖflen  ^j,,  . . .  p„  gilt  die  Relation 

(12)  PnPi,-P„P„-I, 

"^^  Pnt  Pn   ^  ^^^^  allein  genügen,   wie  sich  nach  (2)  von  selbst 
versteht,  den  den  Formeln  (6)  und  (5)  entsprechenden 

-,„,  ,        En.  —  L  ,        On,  —  N 

(13)  J>4*i  =  -  -  -  t         Pn  —  — 

r-,A\  Fn,—M 

(14)  p"ft»--;.^n."- 

Die  Gleichungen  (10)  kdnnen  auch  in  der  Form 

(16)       p„  -  i  (-  Fp„  +  Ep,,),     ,„  -  i  (-  oft,  +  Fp„) 

geschrieben  werden. 

Nun  sind  ferner  die  Ausdrücke 

«a-i(  pJ^-p.l'.) 

KoTsriuiten  des  Formensyatems  ($i,  ^,  dx).   Mit  diesem  Yorzeichen 
angesetzt,  liefern  sie  beim  Übei^^ange  zu  p  und  q 


(")  «.^-r.i.i^'      «'^ 


__   li 

|/E«   dp '  "'*       )/(;• 


Das  heiBt,  die  Formeln  (16)  geben  die  gesuchten  allgemeinen  Aus- 
drücke der  geometrischen  Ableitungen  einer  beliebigen  Funktion  beim 
Fortgang  längs  der  KrQmmungslinien. 

§119. 
Die  allgemeinen  Aoadrüoke  der  FondfuneiitalgriSfien  der  Evolute. 
Hiernach  können  z.  B.   die  Richtungskosinus  der  Normalen  der 
Evoluten,  oder  was  dasselbe  ist,  die  BichtDugsk'osinua   der  Haupt- 
tangenten  der  Evolvente,  allgemein  angegeben  werden: 
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(2)  X.-i(-,..U+p„^:) 

Es  Bollen  jetzt  anch  die  Fund&meQtalgrdBen  der  ersten  ErolutenBcli&le 
allgemein  bestimmt  werden. 
Ans  3.  378  (1)  ergibt  sieh 


w 

dio 

£,-£-2(,,i  +  s;e  +  (|«L)' 

(») 

p.-j'-2p,jif+f!g  +  ?j||i 

e,  -  e  -  2(.,  JT  +  (>!®  +  (||i)', 

oder  wegen 

^  =  (^+s)^-^,;^'- 

i;.-(i--;;)(£-ipj  +  (|£.)' 

(6) 

^.-(i-:;)(^-^ft)  +  f?|? 

s._(i-^)(e_jr„)  +  (|i.-)> 

WOZU  noch 

+  (e-^<'.l&)')' 

ib. 

tritt 

Znr  Bereehnung  der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnnng 
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Geometritche  Ableitougeu  von  X,  X^,  X,.  39% 

wird  man  di«  gewöhnlichen  Ableitongen  durch  geometrische  ersetzen, 
weil  dann  die  allgemeinen  Frenetechen  Formeln  benutzt  werden 
liSnnen.  An»  (16)  nnd  (12)  (S.  391)  folgt  fflr  irgendeine  Funktion 
l(»,») 

|;-!>ii®.Z+ft,e.Z 
(9) 

|f-yii».);+fti».z, 

also  speziell  tüi  %~  X 

Um  sucli  die  Ergebniaee  der  Annahmen  x'~  X,  X^,  X,  saf  eine  ein- 
&dbe  Form  za  bringen,  hat  man  iir  den  Gleichungen  (a,  b,  c)  (S.  66) 

i  — 0,        n  — «,,        5  "ifi 
za  setzen  und  ^,  für  6  zn  Bchreiben.     Dann  wird 

(11)  ».Z.-ff,X,  +  «,X,... 

(12)  0,X, 5.x,,.. . 

(13)  d,X «,X„...  . 

Die  entsprechenden  Formeln  f&r  die  zweite  Erümmungslinie  brancbea 
nicht  besonders  angegeben  zn  werden. 

Die  GleichoDgen  (13)  sind  natürlich  wieder  die  Formeln  ron 
Bodrigues. 

Nun  wird 

^^*^  ZX 

also  nach  (3)  and  (4) 

U-ft>  (l-  l^jX,  +  (ft.e.(.,+ft,8.!.,)2,  . . . 
(16)  '■' 
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-äV'-(PiiSi-Pnft)^i+Pi."iX,  ... 
(16)  '' 

g^'  -  (P,<S,-P,x9,)^,  +!'ii"i^,  ■  ■  ■  • 

Aus  dieBen  Formeln  entstellt 

-M,-  p„  (p„((,  -  p„s,)  (i-y)  +  '"  (ft,  8,P,  +  ft,  e,»,) 
(11)  '■         '' 

-3I,-p„{p„},-p„g,)[l-fJ  +  'Ji{p„8,(,  +  p„»,t,) 

-  ■»fi-ft.(i'i!!Ji-!'..ft)(l-^)  +  '"(Pi.Sifi+ftiS.Pi)- 

Der  EinheitlicUeit  der  Darstellung  wegen  bat  man  hierin  die  geodä- 
tischen Erlimmungeu  der  KrUmmungslinien  durch  ihre  Werte  aus  den 
Fandamentolgleichungen  (S.  389  (12,  13)) 

zu  ersetzen.    Auf  diese  Weise  ei^bt  sich 

(19)  M,-p,,p„'^'?^f'--p„p„?.'l'. 

"t-Ph      ,T "■  "J^' 

BerEtcksichtigt  man  schließlich  die  Qleichungen  (6),  (5),  (13)  und  (14) 
des  vorigen  Paragraphen  in  der  Form 

(20) 


(21) 


, 

(if.. 

-8)8, 

9t 

-ei 

p,\- 

(E- 
«t 

■J^>,)>. 

iPn- 

(f- 

-p. 

Pf,- 

(ö- 

■Jfc,).. 
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Fnndamentalgrtfien  S.  Ordnnng  der  ETolnte. 
80  erhält  man 

^"sr».^'''^"^"''''''®''''''"'-^"^''''''®'''"' 


i  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Haupt- 
krümmongen  bereits  im  §  117  (S.  388)  mittels  Durchganges  durch  die 
Hanptporameter  der  Evolvente  ol^emein  bestimmt  worden  sind,  bo 
ist  ea  doch  ioteressant,  sich  klar  zn  machen,  wie  diese  Ausdrucke  ana 
den  Formeln  (6),  (7)  und  (23)  wieder  herroi^ehen.  Belült  man 
in  den  Qleichungen  (6)  vorerst  die  gewSholicheo  Ableitungen  bei,  so 
treten  die  Differentialparsmeter 

und 


-m- 


„»(,«»,,    ,/8<i, 


du  ei 


+  i 


=  «•»1 


auf,  wie  ans  der  QleidiQng  (7)  unmittelbar  ereichtlicli  iat.    Aaf  Grund 
der  Formeln  S.  389(1)  wird  nun 

(23)  i«j  -  s;»  +  e',i 

(24)  ^n-,^,~(t.»;x  +  i/,six), 

mithin 

iE  -  Lf.)  (»';-)■-  2(f  -  Mf,}  ^?  ^;  +  (S  -  2fp.)  (!?;■-)■ 

=  r'(ai(.,-  <.,ai.f,)  - 1"  (i  - ;;)  »ic, 
•(26)  T;-2"(i-||)'e;s,. 

Im  übrigen  ist  es  nicht  nötig,  die  Einzelheiten  der  einfachen  Rech- 
nung, die  zu  Hj  nnd  ff,  führt,  zu  verfolgen. 

g  120. 
Spesielle  Farameter. 
Handelt  es  sich,  wie  beim  Weingartenschen  Satze,  um  eine  Aus- 
sage tlber  das  linienelement  der  KrümmangsmittelpanktsSäche  unter 
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besonderen  YorsiissetzuDgeo,  bo  wird  mKn  snch  die  Parameter  Bpeziali- 
sieren.  Nun  iat  auf  S.  381  unter  (2)  für  dieses  Linienelement  die 
Formel 

(1)  dsJ-dpJ+G.rfg' 

aufgestellt  worden.  Sie  führt  tou  selbst  darauf,  fQr  eine  bestimmte 
Schale  der  Evolute  einen  der  beiden  Hauptparameter  der  ErolTente 
durch  einen  bestimmten  HauptkrQmmnngsradius  zu  ersetzen.  Es  soll 
jetzt  untersacbt  werden,  was  aus  den  auf  die  Evolute  bezüglichen 
Größen  wird,  wenn  man  diese  Annahme  macht,  also  die  Evolvente 
auf  die  erste  Sohar  ihrer  Erümmungslinien  und  die  Karvenscliftr 
9,  =  conet.  bezieht.  Es  versteht  sich  von  selbst,  daß  fElr  u  —  pi,  r  —  g 
von  vornherein  die  auf  S.  385  erwähnten  Flächen  auBer  Betracht 
bleiben,  für  welche  ^,  längs  der  zugehörigen  ExfimmungsUnie  einen 
konstanten  Wert  hat. 

Die  Bedingung  dafßr,  daß  die  Differentialgleichung  der  Erüm- 
mungslinien durch  (ip  —  0  erfüllt  wird,  lautet 

(2)  FL  -  EM  -  0. 

Der  zu  V  —  const.  gehörende  Halbmesser  der  Nonnalkrfimmung  ist 
dann  der  Hauptkrümmungsradius  q^,  mithin  wird 

(3)  l-C. 
nnd  infolge  von  (2)  auch 

Die  letzte  Gleichuug  gilt  nicht,  wenn  F  und  demnach  auch  M  gleich 
Null  ist.  Allein  diese  Annahme,  die  auf  die  Parameter  beider  Erüm- 
mungslinien zurückfahren  würde,  soll  jetzt  ansgesohlossen  sein.  Im 
übrigen  WBrde  vorläufig  über  «  nicht  verfügt.  Auch  möge  für  q 
zunächst  das  Zeichen  v  betbehalten  und  das  alleinige  Beetehen  der 
Voraassetznng  (3)  in  den  Bezeichnungen  für  die  Fundamentalgrößen 
nicht  besonders  zum  Ausdruck  gebracht  werden. 

Da  zwischen  p,,  (»,  und  den  sechs  Fundamentalgrößen  die  beiden 
Gleichungen 

}_,}_      GL-iFM+EN 

'■    '■"     ^"-^^ 

f,P,  ~  EG-F" 

gelten,  so  lassen  sich  immer  dann,  wenn  die  Fundamentalgrößen  durch 
eine  Relation  verbunden  sind,  die  der  zweiten  Ordnung  durdi  die  der 
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ersten  mtd  die  Hauptkrilmmuiigsradieii  darBtellen.    Bei  sofortiger  Be- 
nutzung der  Werte  aus  (3)  and  (4), 

(6)  Z-|  =  M 

(7)  J!lf--  =  JP«., 
geben  die  GleLGhTU^^Il  (5)  AbereioBtimmend: 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  zweite  und  dritte  Fundamentat- 
gleichnng  (S.  229  (D))  ein,  so  erhält  man,  je  nachdem  man  mit  den 
HanptkrQmmnngen  oder  den  HauptkrUmmungeradien  rechnet, 

(9) 
oder 

(10)       ^(^'?— ^ä)+ «•.('- f:)^"-^.-° 

Für  u  —  ^1,  also 


ä'i 


-  1.        3.  -  ». 


rereinfaclien  sich  die  Gleichni^en  wesentlich.  Kennzeichnet  man  fttr 
q  und  9i  als  Parameter  alle  von  ihnen  abhängigen  Gröfieu  durch  einen 
Horizontalstrich,  so  erhält  man 

(U)  "^      '•'      '_ 

Um  diese  Relationen  für  die  Theorie  der  Eroluten  nutzbar  zu 
macben,  muß  man  vor  allem  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung 
dieser  Fläche  für  die  Annahme  v  —  q  kennen.  Daß  £,  —  1,  !f\  —  0 
wird,  wenn  man  sofort  u  ■>  p,  hinzunimml^  lehrt  zwar  die  Formel  (1) 
nnmittelbar.  Aber  der  auf  S.  381  angegebene  Wert  tou  6^  ist  hier 
nicht  brauchbar,  weil  die  darin  TOrkommende  Fundamentalgröße  6* 
der  ErolTente  sich   auf  die  Annahme  «=-3,  M"_p  bezieht.     Nun 
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fol^  aus    S.  392(6)   unter   der  Bedingung  (2),  also  auch  (6),  (7) 
und  (8);: 

und  noch  spezieUer,  -wenu  u  —  (ii  iet, 

(13)  B.-1,      F\-o,      e,_(i_^)'|L. 

Ans  der  letzten  Formel  geht  hervor,  daß  man  die  in  der 
zweiten  Gleichong  (11)  vorkommende  partielle  Ableitung  ^  durch 
eine  Ableitaag  von  Gi  ersetzen  kann.  Des  Ausdrucks  dieser  Größe 
w^en  ist  dabei  logarithmische  Differentiation  anzuwenden.  Die  Ans- 
fQhrui^  der  Rechnong  liefert 

(14)  'Jf^ '~~  +  —'-^^^-+'3j„ 

^»1  P>  ~  Pt  T*fi  (p,  —  9,)  E       * 

und  weno  noch  J^  durch  seinen  Wert  aus  der  ersten  Gleichung  (11) 
ersetzt  wird: 

9?i       "  Hi  —  Q, 

Man  lütte  diese  partielle  Differentialgleichuiig  zu  einer  der  Fnnda~ 
mentalgleichnngen  der  Evolute  in  Beziehung  setzen  können,  doch  ist 
dazu  die  Kenntnis  auch  der  Fundameotalgrößen  zweiter  Ordnung  fUr 
die  Parameter  q^  und  q  erforderlich.  Übrigens  wOrden  sich  diese 
Größen  aus  den  Formeln  »of  S.  395  leicht  berechneQ  lassen. 

Ist  die  Evolvent«  eine  Weingartensche  F^he,  so  folgt  aus  (15) 
für  das  Linienelement  der  Evolute  wieder  die  Formel  S.  381  (19). 

■§  121. 
Die  Evolvente  bei  gegebener  Evolnte. 
Fuhrt  man  die  eben  benutzten  Parameter  q  und  p,   auch  in  die 
Formeln  S.  392  (3)  ein,  so  erhält  man 


(15) 


(1)  i''-  -  X,     '''  -  Y,     :•'-  -  z, 

and  danne  in  Yerbmdimg  mit  den  Gleichungen  der  Evolnte  (S.  378(1)): 
«-».-Sie,, 

(2)  y-y.-<!>\l\ 

8«, 
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Dies  wäre  also  eine  Darstellung  der  Evolveiite  mittels  der  kartesischeD 
Koordinaten  der  Evolute,  aber  unter  der  Annahme,  dafi  die  krumm- 
linigen Koordinaten  eine  spezielle  Bedeutung  £Qr  die  Evolvente  haben. 
Will  man  allein  von  der  Evolute  au^ehen,  bo  maÖ  man  eich  von 
dieser  Toranssetzung  befreien. 

Nun  wird  die  Evolute  von  den  Normalen  der  Evolvente  berührt 
(S.  379).  Außerdem  ist  bekannt,  daß  wenn  man  diese  Kormalen  als 
Tangenten  einer  Schar  von  Kurven  auf  der  Evolute  auffaßt,  die  Kurven 
geodätisch  sein  müssen;  nnd  ymgekehrt  (S.  364).  Es  sei  demnach  die 
Fläche,  die  als  Krammungsmittelpunktsääche  betrachtet  werden  soll, 
auf  ein  orthogonal-geodätisches  Koordinatennetz  bezogen,  d.  h. 
(3)  ds*~dQ\+G^dq' 

gesetzt,  wo  q  und  ^,  die  aus  der  Theorie  der  geodätischen  Linien 
(§  86)  bekannte  Bedeutung  haben  und  fiber  die  Bestimmung  dieser 
Größen  mittels  der  partiellen  Differentialgleichung 

,.-.  '  \3w/  '  ?»  3p     '      '\dv  I        , 

die  Bemerkungen  des  §  89   gelten.     Alsdann  werde  eine  neue  Fläche 
durch  die  Qleichnngen  (3)  definiert. 
Setzt  man 

J^5i  —  X         ^*'  —  Y        -''  —  Z 
3p,  '         dti  '         dti  ' 

80  kann  man  sich  erstens  leicht  davon  fiberzengen,  daß  diese  Cirößen 
die  Richtnngskosinus  der  Normale  der  Fläche  (3)  bedeuten.  Denn 
zunächst  ist 

woraus 

Femer  ergibt  sich  durch  Differentiation  der  Gleichungen  (3) 
(8)  ■=      =-  —  Pi  --^  =  —  Pi  a     '  ■  ■  ■ 

/q\  dx        Sx^  S'x,  dZi  dX 

^^  Sg  "  cq         *•'??, 39  ~   33  ^^Sq''"' 

Die  Einfahrung  der  hieraus  folgenden  Werte  von  -„  -  nnd  .  ;  ■  ■  - 
in  (6)  und  (7)  liefert 
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und 

und  die  Gleidbimgeii  (5),  (10)  und  (11)  kenuzeicliaen  in  der  Tat 
X,  Y,  Z  als  Richtoi^^kosinaB  der  Normale  der  FUche  (x,  y,  b).  In 
der  Form 

a:,  =  a:-t-p,Z,        yi=y+p,r,        «,  — «  +  ^,2^ 
geachrieben,  lehren  dann  weiter  die  OteichuDgen  (2),   dafi  die  Ana- 
gangsfläche dieser  Untersachni^  die  zum  HaaptkrÜmmungsnutioa  ^, 
gehörende   Evolute   der  Fläche  (2),   oder   daß    dioBe   eine  Erolvente 
jener  ist. 

Über  9  und  (>,  läßt  sich  noch  Weiteres  aussageo.    Vergleicht  man 
nämlich  (U), 

mit  den  Weingsrtenschen  Gleichungen 

ao  sieht  man,  daß 

\\. ~,        ^ij-0 

ist.     Die  zweite  Bedingung,  nämlieh 

kennzeichnet  die  Kurven  q  =  coast.  als  die  eine  Schar  tod  ErQmmnngs- 
linien  auf  der  Evolvente,  and  die  erste  liefert  mit  der  zweiten  za- 


C-jr, 

d.  h.  p,  ist  der  zu  diesen  KrümmnngglinieD  gehörige  HauptkrQmmnngs- 
halbmesser. 

Da  demnach  9  und  (),  genau  dieselbe  Bedeutung  haben  im  vorigen 
Paragraphen,  so  fuhrt  auch  dieselbe  Rechnung  wie   dort  wieder  auf 

(12)  31^8^L__..L_. 

Hierin  ist  aber  6,  nach  Integration  der  Gleichung  (4)  bekannt,  näm- 
lich durch  die  Formel 
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,,„>  '  \SuJ  '  8h  3c    '^     '\dv/  1 

g^^ben.    Die  Relation  (12)  liefert 

(14)  '  e,-P,-||-, 

and  man  findet  daher  die  zweite  Schale  der  Erümmungsmittelpuukts- 
fiäche  darch  die  äleichnngeo 

■  ae,  dx, 

So, 

'  ~    ^      gg,  Sc, 

dargestellt. 

Bei  der  ganzen  Untersucliang  ist  der  Fall  stiÜBchweigend  aus- 
geacblossen  worden,  daß  der  Ansatz  (3)  keine  Fläche,  aondern  nar 
eine  Kurve  liefert.  Dann  sind  x,  y,  g  Fnoktionen  einer  Variablen  t, 
die  ihrerseits  Funktion  Ton  ^,  und  q  oder  von  eioer  dieser  Yerftnder- 
liehen  ist,  nnd  man  hat 

Sx_        dx  dt  dx        dx  dt 

Bqi       dt  dQt'         Sq       lit    dq 


(16) 

In  diesem  Fall  muß  die  Auagangsfläcbe  besondere  Eigenschaften  haben. 
Angenommen  zuerst,  es  sei 

also  t  Funktion  ron  q  allein,  sodaß 


Sex 


Sgl  ' 

infolge  TOn  (8)  auch 

>'''-0,        ''"1-0, 


(17)        x,~(>,U+V„        yy-9,y+V„        «.-p.Tr+TT,, 

KBDbUaeb,  DIOKMtKlseODtMa.  86 
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WO  ü,...Wi  Funktionen  von  q  bezeicbnen.    Um  E^  =  1  zn  mache», 
hat  man  zwisclien   U,  V  nnd  W  die  Relation 

hinzQZU nehmen.    Die  Gleichungen  (17)  stellen  eine  geradlinige  Fläche 
dar  (§  107)^  die  dritte  Fundamentalgröße  erster  Ordnung  hat  für  sie 
die  Form 
(18)  G,-ap»  +  2(Spi+j', 

wo  auch  tt,  ßf  y  Funktionen  von  q  bedeuten. 

Ist  ^  nicht  gleich  Null,  so  ist 

d'x,  1  dx  dt 

3ci  «1  dt  d</i' 

beizubehalten.    Aufierdem  wird  zufolge  (9): 

^  8'x,  ^  1  /a^  _.  ^  AM 

' dtjäq'^  9i\dq  ät    Sq)' 

Biege  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  kommen  in  den  ans 

^,-1,         F, -0 
abgeleiteten  OleiohuDgen 

^dti  8t]         '        ^Soi  SciSq        '        ^  8q    dtX         ' 
sowie  in 

Tor.    Die  EinfDhruttg  ihrer  Werte  in  die  beiden  letzten  Formeln  liefert 

dt_  ^dx^  dx       „ 
dn^ZjZq     dt    ~" 

}  ^^±.    i.  s^i^j^Y—}  ^'_  ^1^1  ^ 

2"    gp,    '^  Qt^KZq)        Qidq^dq    dt' 


sein,  d.  h.  bei  passender  Wahl  des  Parameters  q 

(19)  ö,-e'. 

DieBer  Wert  ist  in  (18)  enthalten.    Die  Formel 

(20)  ds\  -  df\  +  fldq' 
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stellt  das  Linie&element  einer  abwickelbaren  Flache  dar.  Die  Flächen, 
deren  Evolute  abwickelbar  ist  (Geaimaäächen,  surfaces  moulnres),  sind 
TOn  Monge  genauer  ontersncht  worden. 

§  122. 
Umkehrnng  des  Weingartensobea  Satses. 
Die  Ergebnisse  der  beiden  letzten  Paragraphen  ermöglichen  es, 
die  Umkehrbsrkeit   des  Weingartenscben   Satzes   zu   prüfen.     Es  sei 
eine  Umdrehangsfläche  gegeben,  deren  Linieoelement  durch  die  blei- 
ch nng 

(1)  rfs»  -  dpj  +  V(pi)'(i9' 

bestimmt  wird.  Yerhiegt  man  diese  Fläche,  so  gehen  die  Meridian- 
korven  q  —  const.  in  geodätische  Linien,  die  Farallelkreise  <f^  —  oonst. 
in  deren  orthogonale  Trajektorien  über.  Für  die  Bi^^ungsSäche,  deren 
kartesische  Koordinaten  :r,,  y^,  «^  sein  mögen,  bleibt 

(2)  £,  =  1,        F,  =-  0,        Öj  -  ^(p,)». 

Im  allgemeinen  liefern  dann  die  Gleichungen  S.  398  (2)  eine  neue 
Fläche,  ßlr  welche  diese  Biegungsääche  die  eine  Schale  der  Kram- 
mungsmittelpnnktsfläcbe  Ist.  Außerdem  sind  die  Hauptkrtlmmungs- 
radien  der  Evolvente  durch  eine  Relation  verbunden.  Denn  die  Glei- 
chung S.  398  (15)  gibt  jetzt 

(3)  (..-?,  +  JtJ-°- 

Nur  dann,  wenn  G^  die  Form  «pj  +  2^p,  +  Y  haf^  können  Biegungs- 
flächen  en^tehen,  denen  vermöge  jener  Gleichungen  keine  Evolvente  zu- 
gehört. Die  Größen  a,  ß,  y  müssen  hier,  wo  6,  von  p,  allein  abhängt, 
Konstanten  sein,  und  zwar  ist,  damit  G^  beständig  positiv  sei, 

«  >  0,        «y  -  ^  ^  0 
anzunehmen.    Läßt  man  die  abwickelbaren  Flächen  and  damit  in  der 
letzten  Bedingui^  das  Gleichheitszeichen  beiseite,  setzt  dann 

und  schreibt  für  q',  q[,  y  wieder  q,  p,,  y,  so  erhält  man 

♦(f,)' -  (>!  +  n  frX») 

und  aus  (3)  ergibt  eich 

(4)  CiP. ^ 
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Hiemach  können  die  Flächen,  deren  Linienelement  duret 

(5)  dsj-d(.j  +  (pj  +  y)d2» 

gegeben  ist,  zwar  im  allgemeiaen  als  Evoluten  der  Fläcliea  konstanten 

negatiren  Krümmimgsma&es betrachtet   werden.     Um  aber  eine 

ToUstilndige  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  zu  erhalten, 
mu6  man  zu  diesen  Evolnten  noch  bestimmte  geradlinige  Flächen 
hinzunehmen.  Zn  ihnen  gehört  nach  S.  122  die  Schranbenääche,  und 
ferner  kommt  das  Linienelement  (5)  auch  einem  Katenoid  zu.  Der 
Weingartensche  Satz,  soweit  er  im  §  114  bewiesen  war,  also  jetzt  der 
erste  Teil  dieses  Satzes  —  denn  auch  die  Umkehrung  rührt  von 
Weingarten  selbst  her  —  lastet  fQr  die  durch  (4)  definierte  Flächen- 
klasse:  Die  Krümmungsmittelpunktsfläcben  der  Flächen  von  konstantem 
negativen  KrfimmtmgsmaB  sind  sowohl  auf  die  Rotationsfläche  der 
Eettenlinie  wie  auf  die  Scbraubenfläche  abwickelbar. 

FQf  jede  andere  Klasse  Weingarten  scher  Flächen,  fSr  jede  also, 
deren  HaaptkrQmmungsradien  durch  eine  von  {>i(>i  ~  —  >*  verschiedene 
Relation  verknQpft  sind,  bilden  die  Krfimmungsmittelpnnktsflächen 
eine  vollständige  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen. 
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Infgalwn  der  Biegnngstheorie. 

§123. 

Die  m  einem  gegebenen  Linienelement  gehörenden 

tTmdxehnngifl&ahen. 

Zu  den  Fragen  aus  der  BiegungBiheorie,  die  durch  den  Wein- 
gartenschen  Satz  angeregt  werden,  gdSrt  Tor  allem  die  nach  der 
BoHtimmaiig  einer  Rotationsääclie  ans  dem  Ausdruck  üires  Linien- 
elements.     Ist  also 

(1)  ds^  -  du'  +  H>{uydv', 

so  soll  die  Funktion  f  in  den  Gleichungen  des  §  31  mittels  der  ge- 
gebenen Funktion  i>  dsi^estellt  werden. 
Es  werde 

gesetzt,  d.  h.  es  sei 

•  -m 

die  Gleichung  der  Meridianknrre  in  einer  behebigen  ihrer  Lagen,  und 

(2)  x  —  r  cos  V,        y  —  raiav,        *  —  f(r) 
das  System  der  F^hengleichm^u. 

Das  Linienelement  wird  zuerst  durch  die  Gleichung 

(3)  ds*  -  (1  +  f'(r)*)dr*  +  r'dv' 

(S.  102(11))  wiederg^eben,  und  ein  Übergang  von  (3)  zu  (1)  wird 
Termittelt  durch 

oder 

Daraus  folgt 

(4)  f{r)-fVl-*\u)'d«. 

Hit  f*  -=  ifi(u)   zusammen  bestimmt  diese  Gleichung  f  als  Funktion 
Ton  r.    Betrachtet  man  die  Meridiauknrye  in  der  (x«)-Ebene,  setzt 
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also  X  fOr  r  und  s  gleich  f(x),  eo  erhält  man  die  gesuchte  Darstellung 
fflr  diese  Kurve  in  der  Form 

(5)  X  =  *(«),        Ä=jVl  -t'(tt)*dw. 
Die  Darstellung  der  Fläche  selbst  lautet 

X  =  ((>(u)co8tj 

(6)  y  -  tl>(a)  sin  r 

Aus  bekanntem  Grunde  (5.  101)  ist  die  in  dem  Integral  enthaltene 
additive  Eonstante  fQr  die  Natur  der  Fläche  ohne  Bedeutung.  Und 
ebenso  bleibt  das  Vorseicheti  der  Quadratwurzel  gleichgUlt^. 

Damit  ist  eine  Umdrehnngsfläche  vom  gegebenen  Linienelement 
gefunden,  und  zwar  vermittelst  einer  Quadratur.  Aber  die  Unter- 
suchung entscheidet  nicht  darüber,  ob  es  noch  andere  Rotationsflächen 
mit  demselben  Linienelement  gibt.     Es  sei  für  eine  zweite 

^1  -  "i  coB  Vi ,         y,  =  u,  sin  r, ,         ^,  -  /;  (r^), 

und  nach  Ausführung  einer  Quadratur 

(7)  d^,-dul  +  i>,{u^ydvl 

Läßt  sich  die  Gleichung 

dsl  =-  ds\ 
also 

dul  +  *,(tt,)»dt)?  -  du'  +  tl>{uydv\ 

noch  auf  andere  Weise  herbeiführen  als  durch  die  identische  Substitution 

1*1  =  «,        t),  ■=»,        Vi=^? 

Oder:  Welche  Beziehungen 

sind  fSr  die  Gleichheit  der  beiden  Linienelemente  ds  und  dSi  not- 
wendig nnd  hinreichend? 

Nach  dem  Gaußschen  Satze  ändert  sich  das  ErQmmungsmaB  bei 
der  Bi^ui^  nicht;  demnach  muß  jedenfalls 

(9)  K=K, 
werden,  wo 

(10)  K^~l 
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und  ebenso 

^1 — ?,w- 

Die  eine  der  beiden  Beziebangen  (8)  bat  mitbin  die  spezielle  Form 

Sie  könnte  allerdings  in  eine  Identität  übergeben,  nämlicb  dann,  wenn 
längs  jeder  der  beiden  Flächen  das  Erümmungsmaß  einen  konstanten, 
und  zwar  für  beide  Fläcben  denselben  Wert  hätte.  Hiervon  abge- 
geben,  gibt  es  Kurven   konstanten   ErümmungsmaßeEt,  nämlicb  nach 

(10)  die  Linien  u  =  const.,  d.  b.  die  Parallelkreise.  Diese  müssen 
sieb  mithin  bei  der  Abwicklang  der  einen  Fläche  auf  die  andere  in- 
einander transformieren,  and  es  geben  dann  auch  die  Meridiankurren, 
als  ortbogonale  Trajektorien  der  Farallelkreise,  ineinander  über;  die 
zweite  Beziehung  (8)  ist  sonach  von  der  Form 

Die  Gleichheit  der  Bogenelemente  entsprechender  Kurven  liefert  nan 

Kach  der  erBt«n  Gleichung  ist 

»U«)  -  ±  1, 

also  bei  passender  Zablnng 

w,  —  w, 
und  aus  der  zweiten  folgt  dann 

Da  aber  v^  nur  Funktion  von  v  sein  konnte,  so  muß  hier  die  rechte 
Seite  konstant  sein, 

Beebnet  man  die  Winkel  v  und  v,  in  demselben  Sinne  und  von  der 
(xeyEbene  aus,  so  kann  man  t»  >  0,  c  =>  0  annehmen.  Endlich  wird, 
wenn  die  nur  im  Quadrat  vorkommenden  Funktionen  ^/{u)  und  !&,(«) 
ihr»  Bedentung  wegen  als  positiv  vorausgesetzt  werden, 

iC,(w)  =  wi('(tt). 

Wird  nun,  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  entsprechend, 

(11)  X  =  miC(M),         8  -/yi-mV'(«)*  t'« 
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X  —  »Bl/j(«)c08  — 

(12)  y  —  m^(^  sin  — 

gesetzt,  so  geben  diese  Darstellnngen  der  Meridiankurre  and  der 
Fläche  selbst  im  aUgemeioen  eine  ganze  Schar  Ton  ümdrehangs- 
flächen,  denen  das  gegebene  Linienelement  zukommt  Denn  man  sieht 
unmittelbar,  daß  die  Konstante  m  willkürlich  bleibt. 

Offenbar  gelten  diese  Formeln  auch  fBr  Rotationsflächen  tod 
konstantem  £rflmmni^mBil.  Nur  kann  man  dann  nicht  mehr  be- 
haupten, daS  sämtliche  Umdrehnngsflächen  konstanten  und  gleichen 
Krammnngsmafies  sich  ans  einer  Ton  ihnen,  (6),  nach  dem  Schema  (13) 
mOssea  herleiten  lassen. 

Es  sei  hier  ein  fQr  aUemal  bemerkt^  daß  wie  bisher,  so  auch  im 
Folgenden  in  der  Theorie  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  die  Mög- 
lichkeit und  die  ÄusfQhning  einer  stetigen  Deformation  der  einen 
Fläche  in  die  andere  unerdrtert  bleiben  soll,  daß  also  zwischen  Ab- 
wickelung und  Biegung  nicht  onterschieden  wird. 

§  124. 
Helikoidfl&ohen.     Ihre  Abwlokelbarkelt  auf  Botatlonsfläolien. 

Eine  zweite  Frage  knüpft  an  die  Tatsache  an,  die  schon  im 
§  37  (S.  122)  bewiesen  und  dann  beim  Weingarteoschen  Satze  benutzt 
worden  ist:  £s  gibt  eine  spezielle  Umdrehungs^lche,  die  sich  auf  eine 
durch  Schraubenbewegung  entstandene  Fläche  abwickeln  läßt.  Und 
zwar  wird  jene  F^che  durch  Drehung  einer  Eettenlinie,  diese  durch 
Schraubenbewegnng  einer  Geraden  eizengt.  Kann  dieser  Satz  yerall- 
gemeinert  werden,  und  in  welcher  Weise? 

Wir  betrachten  eine  beliebige  Fläche,  die  durch  Schraubenbe- 
wegnng einer  ebenen  Kurve  entsteht.  Genauer:  Wird  die  Kurve  einer 
bestimmten  Geraden  parallel  versohoben  and  gleichzeitig  am  diese 
Gerade  gedreht,  so  sollen  die  Yerschiebungsstrecken  den  Drehongs- 
winkeln  proportional  sein.  Jeder  Kurrenpunkt  beschreibt  hierbei  eine 
(gewöhnliche)  Schraubenlinie.  Die  so  definierte  Fläche  wird  als 
Helikoidfläche,  die  erzeugende  Kurve  als  ihr  Profil  bezeichnet. 

Die  Achse  der  Schraubenbewegung  sei  die  J-Achse,  die  Gleichung 
des  Profils  in  der  Anfangslage 
(1)  ^-9(i). 
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Hat  Biet  die  Ecrre  um  einen  Wiakel  t  gedreht,  bo  sei 

£—^0  +  9(9) 
ihre  Gleichung  in  der  aeuen  Ebene.     Wie  in  der  Theorie  der  Um- 
drehungsflächen  vird 

(2)  X  —  ff  cos  t,        y^fftiat. 

Aber  e^  ist  jetzt  nicht  mehr  gleich  Null,  sondern  von  der  Form  &j. 
Demnach  steUen  die  Gleichungen  (2)  und 
(S)       .  .-y(rt  +  6( 

die  Helikoidääche  dar. 

FOr  das  Quadrat  des  Linienelements  ergibt  sich  die  Formel 

(4)  ds'»  -  (1  +  y'Cp)»)d9*  +  2htpX9)dQdt  +  (p»  +  b^äi*. 
Ton  der  entsprechenden  in  der  Theorie  der  Umdrehnngsäächen, 

(5)  ds*-{l+  f'{r)*)  dr^  +  r*dv*, 

unterscheidet  sie  sich  wesentlich  dadurch,  daß  das  Produkt  der  Diffe- 
rentiale, dif  dt,  in  ihr  vorkommt  Durch  Einßlhrong  einer  neuen 
Veränderlichen  v'  soll  das  Glied  2h^XQ)dffdt  entfernt  werden,  v'  ist 
Funktion  von  p  und  i,  also  umgekehrt  t  Funktion  von  q  und  v. 
Setzt  man  demnach 

,,       dt  j     ,    dt  3  , 

in  (4)  ein  nnd  bringt  die  zweite  Fnndamentalgröfie  erster  Ordnung 
fQr  die  Variablen  p  and  v  zum  Verschwinden,  so  erhält  man  als 
Bedingnngsgleichun  g 

(6)  |^.(VW  +  (f'  +  i')|^)-0. 

Hierin  kann  -w-i  nicht  gleich  Null  sein,  weil  t  und  p  unabhängige 
Variable  sind.  DietBestimmung  von  t  dorch  Nullsetzung  des  zweiten 
Faktors  liefert 

m  (--i./j^'^i.  +  r, 

wo  V  eine  willkürliche  Funktion  von  v'  bedeutet.  Nun  kommt  V 
in  der  Formel  fttr  das  Linienelement  nur  in  der  Verbindung  ^-r  dv' 
Tor,  und  da  V  nicht  konstant  sein  kann,  so  ist  es  am  einfachsten, 
diese  Funktion  gleich  v'  selbst  zu  setzen.  Die  Gleichung  (4)  geht 
daim  in 

(8)  ds''-(l  +  ^$)de-  +  {f  +  i')d.- 


MhiGooi^lc 


410 

X.  Abechnitt.    9  IM. 

«bei-,  und  mi 

Etn  erh^t  ds' =  ds,  wenn  man 

<9) 

»■-0 

(10) 

s'  +  l'-r- 

(")  (i + 7.'+'?.')  ''<''  -  (1 + rw")  ■*-■* 

annimmt.  Von  diesen  drei  Gleichungen  vennitteln  (9)  and  (10)  die 
Abbildung  der  beiden  Flächen  aufeinander,  und  (11),  unter  Hinzu- 
ziehung von  (10),  einen  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Funk- 
tionen f  und  9?, 

(12)  »■•(»)■ -/"(O'-H^T- 

oder 

(13)  riy)'-¥{i>y+jr 

Man  kann  also  eine  Helikoidfläche  finden,  die  sich  auf  eine  g^ehene 
Umdrehnngsfläche,  und  eine  UmdrehnngsäSche,  die  sich  auf  ein  ge- 
gebenes Helikoid  abwickeln  \s&i.  Jedesmal  ergibt  sich  die  Darstellung 
der  einen  Fläche  aus  der  der  anderen  mittels  einer  Quadratur. 

Vermöge  der  Gleichung  (10)  entsprechen  einander  bei  der  Ab- 
wicklung die  Parallelkreise  r  —  const.  und  die  Schraubenlinien  q  —  const. 
Da  nun  jene  Kurren  geacblossen  sind,  diese  aber  ins  Unendliche  Ter- 
laufen,  so  würde  es  fßr  die  Abwickelung  der  ganzen  Helikoidfläche 
nötig  sein,  die  Rotationsfläche  nneudlichoft  zu  überdecken. 

Der  Satz,  daß  jede  Helikoidfläche  auf  eine  Rotationsfläche  ab- 
wickelbar ist,  rührt  tou  Bour  her.  Die  zu  ihm  führende  Erörterung 
würde  nicht  vollstSndig  sein,  wenn  mau  nicht,  ebenso  wie  bei  den 
UmdrehmigsflächeD,  feststellte,  wieviele  Helikoidfläcben  eines  voi^e- 
echriebenen  Linienelements  es  gibt  Dieses  soll  dabei  wieder  durch 
die  Formel 
(14)  ds*  =  dii'  +  i^(M)'d«* 

definiert  sein.  Die  Gleichungen  (2,  3)  der  Helikoidfläche  enthalten 
bereits  eine  willkürliche  Konstante  h.  Aber  die  Überlegungen  des 
Torigeu  Paragraphen  lassen  das  Auftreten  einer  zweiten  Konstanten 
erwarten. 

Beginnt  man,  wie  dort,  mit  der  Bildung  des  KrQmmungsmaßes 
(S.  120)  aus  den  in  (4)  enthaltenen  Werten  der  FundamentalgröBeu, 
80  findet  man 

/,t\  i-^    e'_?'(p)'F"(e)  —  6'  ' 

'.^''^  ^       (e'+i'-l-pVW')" 
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d.  L  £  ist  Funktioa  tod  q  allein.  Von  den  Flächen  konstanten 
Krümmungsmaßes  a%eselieit,  ist  es  demnach  notwendig,  die  Schrauben- 
linien des  Helikoida  den  Parallelkreisen  der  Rotationsfläche  entsprechen 
zu  lassen,  also  q  als  Funktion  von  u  anzunehmen.  Nachdem  man  die 
Helikoidääehe  mittels  der  Substitution  (7)  auf  die  Schraubenlinien  und 
ihre  orthogonalen  Trajektorien  transformiert,  also 

d."  -  (1  + ^".'^«Vp- +  (P' +  l-)iF- 

gemacht  hat,  führen  dieselben  Schlüsse  wie  auf  S.  406 — 407  zu  den 
beiden  Gleichongen 

(16)  (1+ '".^l'f)  "<■■-''-'■ 

(17)  {f-  +  h')dV-i,(«)'dv- 
und  weiter  zu 

(18)  F'-^ 

(19)  p»  +  ft'  —  f»»^(w)». 

Behufs  czpüziter  Darstellung  der  Fläche  mittels  (3)  und  (3)  bedarf 
es  der  Berechnung  von  q,  t  und  ip{(f)-    Nun  folgt  aus  (19) 


(20)  p ->/».'*(«)'-»■, 
sodann  aus  (16) 

(21)  Krt-»./"""i''^'^iP?^5E?,., 

eudUeh  sua  (7)  und  (18) 

(■i^)  '  -  i  -  'S J        .^TM K««' - i>j       ■*"■ 

Die  ToUatändige  Bestimmung  aller  Helikoidflächeu  des  Torgeschriebenen 
Linienelements  l&fit  sich  demnach  mit  Hilfe  zweier  Quadraturen  aus- 
führen. Die  Qesamtheit  aller  Flächen  hängt  von  zwei  willkürlichen 
Konstanten  ab. 

Setzt  man  insbesondere,  dem  Katenoid  entsprechend, 
^(tt)»  ^u*  +  a^ 
und  nimmt  m  =  1  an,  so  erhält  mau 


(23)  p  -  V"«'  +  o*  -  6» 

(24)  9(9)  =  V^^^^//|^V>'*" 
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(25)  t-i,-b  Va*  -  b*  T-  ***• 


Offenbar  ina£  b^a  vor&iiBgesetzt  werden.  Die  beiden  äuSersten  Werte 
fr  —  0  und  b  —  a  geben  das  Katenoid  und  die  gewöhnliclie  Schranben- 
fläche  wieder. 

§  125. 
TTnulrelmngBfl&olieii  von  konBtantem  TCiHiiiniinnTigmnABi 
In  den  üntersuchnngen  Ober  die  Abwickelung  tou  Flächen  auf- 
einander hat  die  Annahme  eines  konstanten  Erammnngntia&es  längs 
der   ganzen   Fläche   wiederholt   als   Ausnahmefall   betrachtet   werden 
mQssen.     Es  sei  jetzt 

(1)  ^-±ir. 

WO  a  eine  gegebene  (positive)  Konstante.  Ist  das  konstante  KrDm- 
mongamaß  positiv,  so  heißt  die  Fläche  sphärisch,  ist  es  negativ, 
paendosphärisch. 

um  über  das  Linienelement  etwas  festzustell^  beziehe  man  die 
Fläche  auf  ein  Netz  orthogonal-geodätischer  Koordinaten,   setze  also 

(2)  da»  -  du*  -I-  Gdv* 

(S.  298 (6)).   BatQx  E=l,  F^O  dAB  KrOmmungsmaß  den  Ausdruck 
1    g'/g 

hatte,  ao  genügt  YG  bei  einer  sphärischen  Fläche  der  Differenti^- 
gleichong 

(3)  »'tj^  +  V^-c. 

mit  dem  allgemeinen  Integral 

(4)  l/ö-^COSy  +  Bsin^- 

A  und  S  Bind  Fonktiooen  von  v,  die  sich  sehr  epezialisieren  laseen, 
wenn  man  geodätische  PoIark<^ordinaten  roraussetzt.  Dann  ist  näm- 
lich für  «  -  0 

(5)  .    VS-0,        'ff--l 
(S.  299  (10)),  d.  h.  hier 

J.-0,        B-a, 

(6)  ds'-du'  +  a'tin'^dv'. 
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Ffir  eine  paeadosplüriBohe  Fläche  geht  die  Differentialgleichtmg  (3)  in 

(7)  ■  a'»;^-VG-0 
fiber,  das  Int^pral  in 

(8)  ye  -  Äe^  +  Be"'  , 
Dod  di«  Bedingungen  (6)  geben 

•    /     -  -"\* 

(Ö)  ds^~du'  +  ^\e'-e  ' )  =  äu' +  a* aioh' ^ dv'. 

Die  Ausdrücke  (6)  nnd  (9)  bsben  die  gemeinBame  Eigenschaft, 
TOD  der  speziellen  Fläche,  die  man  gerade  betrachtet,  nicht  abzu- 
hängen. Sie  enthalten  also  den  Satz:  Alle  Flächen  konstanten  and 
gleichen  ErOmmungsmaßes  sind  aufeinander  abwickelbar.  Wegen  der 
Form  Ton  d^  läßt  sich  dieser  Aussprach  dahin  TerrolUtändigen,  daß 
die  Abwickelung  auf  eine  Rotationsfläche  möglich  sein  muß. 

Nun  kann  nicht  behauptet  werden,  daß  der  eben  eingeschlagene 
Weg  der  einzige  ist,  auf  dem  man  von  der  Annahme  eines  konstanten 
ErammungsmaßeB  ans  zu  dem  Linienelement  einer  Umdrehungsfiäche 
kommt.  Daher  ist  die  Frage  berechtigt,  was  für  verscbiedene  Arten 
von  ßotationsäächea  konstanten  positiven  und  negatiren  £rQmmnngB- 
maßes  es  gibt.  Das  orthogonal-geoifötische  Kurrennetz,  auf  welches 
die  Punkte  der  Fläche  bezogen  sind,  sei  hier  das  der  Meridiane  und 
Parallelkreise, 

FOr  YG  =  i>(u)  gelten  wieder  die  Bedingungen  (3)  und  (7),  nur  sind 
es  jetzt  nicht  mehr  partielle,  sondern  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen, und  demnach  bedeuten  in  den  Integralen 

(10)  ^(m)  -Acos  —  +  Bam^ 
nnd 

(11)  ^(w)  -  Ae'  +  Be'' 

A  und  B  konstante  Größen.  Man  hat  zu  untersdieiden,  ob  beide 
Ton  Noll  verechieden  sind  oder  eine  von  ihnen  verschwindet.  Es  sei, 
zunächst  in  der  Formel  (10),  A  —  0,  so  wird 
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oder  aacb,  bei  unerheblicher  Paranieter-Aiideraiig,  auf  die  im  Folgen- 
den nicht  jedesmal  hingewiesen  werden  soll, 

(12)  ds*  =  du'  +  fl*  8in»idp» 
Für  JS  — 0  wird 

ds*  —  du*  -f  a*  cos*  —  dv\ 

ein  Ausdruck,  der  durch  die  Substitution 1-  ^  f '  —  ">  (12)  Ober- 

geftlhrt  werden  kann.  Ist  keine  der  beiden  Eonstanten  Null,  so  kann 
man  zwei  neue,  G  und  u^,  so  bestimmen,  daB 

J.  coB  -  +  B  sin  -^  -  C  Bin  ^tll^ 
wird.     Das  durch 

ds*  —  du'  +  C  Bin*  ^^-^  df  * 

dai^estellte  Linienelement -gestattet  aber,  wie  unmittelbar  ersichtlich, 
ebenfiiils  die  Tranaformation  in  den  Ausdruck  (13).  Er  gehört  der 
Kugel 

«  —  a  sin  —  cos  « 

tf  —  o  sin  —  sin  p 

g  ~  a  coH  — 

an.  Die  Flächen  konstanten  ErQmmungsmaßes  — j-  sind  also  auf  die 
Engel  Tom  Ealbmesser  a  abwickelbar. 

Für  Flächen  negativen  ErOmmungsmaßes  ergibt  sich  aas  A  =  0 
oder  B  —  0 

(13)  .ds'~du*  +  a'e~-''dv\ 

Verschwindet  keine  der  beiden  Eonstanten,  so  -sind  zwei  ünter^üle 
zu  imterscbeideu:  Ä  und  B  von  gleichem 'oder  Ton  Terscbiedenem 
Torzeichen.     Im  ersten  Fall  kann  man  den  Ansatz 

A-^Ä'e   "  ,     ^B^B'e' 
machen  und  über  Ug  so  verfügen,  daß 
A'-B' 
wird.    Denn  die  Bestimmnngsgleichung 
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liefert  fOr  tig  einen  reellen  Wert.     Aus 

ergibt  Biet  dann 

(14)       ds*  ~  äu*  +  ~  U'  +e  -]dv*  =  du^  +  a*coah*^dv'. 

Im    zweiten  Fall  sei,    der  AUgemeinlieit   nnbesctadet,    ^  >  0, 
S  <  0.     Setzt  man  jetzt 

Ä-'A'e'"  ,        B B'e'  , 

so  kann  man  mittels  der  Bestimmung 

'       --A 
wieder 

A'-S- 
machen, 

Der  Formel  (14)  entspricht 

„,  /  ü        _.-A«  „ 

(16)       ds'  -  du»  +  -^  Ic  —  e  "  1  dv'  =  du*  +  a*  sinh*  — Ä«*.  , 

Die  Formelfl  (13),  (14)  und  (15)  können  nicht  dadurch,  daß  u  durch 
eine  Funktion  TOn  u  und  v  dnrch  eine  Funktion  von  v  ersetzt  irird,. 
ineinander  transformiert  werden.  Einer  Bemerkung  im  §  123  (S.  408) 
entsprechend  bedeutet  das,  daß  die  zu  diesen  länienelementen  ge- 
hörenden Umdrehnngsäächen,  obwohl  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze- 
anfeinander  abwickelbar,  doch  nicht  so  gebogen  werden  können,  daß- 
die  Meridiane  und  die  Parallelkreise  dabei  in  dieselben  Kurven  (Iber- 
gehen.  Im  Gegensatz  zu  den  sphäriBchen  gibt  es  also  drei  verschiedene 
Typen  Ton  pseudos^bäri scheu  RotationsflächeD. 


Die  FseadoBphäre.' 
Um   die  Meridiankurren  dieser  Flächen  zu  nntersncheu,   setzen 
wir  in  den  Formeln  S.  407(11)  zuerst 
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X.  Abschnitt    §  12S. 


Die  Yeriuiderliclikeit  toh  u  iet  eo  za  beschräDken,  daß  die  Quadrat- 
wurzel nnter  dem  Integralzeichen  reell  bleibt.     Uau  darf  also 

me"  —  ainf 
annehmen,  w&a 

X  =^  aaint 

<^>  (  t  \ 

liefert.  Die  geometriBche  Bedeutnng  von  t  ist  leicht  zu  erkennen.  Ans 
dx —  a  cos  tdt 

de  =  a^^dt 

folgt  nämlich 

dx       ,     , 

d.  h.  t  ist  der  Winkel,  den  die  nach  der  positiven  Seite  der  x-AchBe  ge- 
richtete Enrrentangente  mit  der  positiven  Richtung  dieser  Achse  bildet. 
Läßt  man  t  das  Intervall  {0...x)  darchlaufen,  so  sieht 
man,  daß  die  2-Achse  eine  Asymptote  der  Knrve  ist,  und 
daß  für  i  —  Y  t  wo  T—  —  0  wird,  x  den  größten  Wert  a 
annimmt.     Femer  ist  in  Fignr  19 

Y>i-  —  sin  /,        AB  —  X, 
also 

(3)  AC-a; 

die  Tangente  der  Kurve,  vom  Berührungspunkte  bis  zum 

Schnitt   mit   der   iF-Achse   gerechnet,   hat  eine   konstante 

Länge.    Diese  Curve  beißt  die  Traktriz;  sie  kann  auch  als 

Evolvente  einer  KetteDÜnie  betrachtet  werden.   Nach  S.  413 

gilt  der  Satz:  Alle  Flächen  konstanten  negativen  KrQmmungsmaßes 

sind  auf  die  Umdrehnngsfläche  der  Traktrix  abwickelbar.     Man  pßegi 

diese  FMche  kurz  als  Pseudosphäre  zu  bezeichnen. 

Die  in  der  Gleichung  (3)  enthaltene  Eigenschaft  kann  vom  fiächeu- 
iheoretischen  Standpunkt  noch  anders  gedeutet  werden.  Bildet  man 
nämlich  für  eine  beliebige  Botationsfläche  nach  der  zweiten  Formel  (11) 
auf  S.  140, 
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Die  PseadoBpbäre.  417  ' 

^■'        yE     du     ' 

die  geodätische  ErtLmmang  eines  Farallelkreises,  so  findet  man  dafQr 
den  Wert 

Mittels  der  Koordinaten  x  und  e  dargestellt  imd  abgesehen  vom  Yor- 
zeichen  ist  der  reziproke  Wert  dieses  Ausdmckes  gleich 


-V^^- 


Dieselbe  Formel  ergibt  sich  aber  anch  für  die  Tangentenlänge  AC. 
Hiemach  ist  der  Radius  der  Tangentialkriimmimg  eines  Parallelkreises 
dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  dem  Stück  der  Tangente  der 
Meridiankurve  zwischen  dem  Kreise  und  der  Drehungsachse. 

Bei  der  Pseudosphäre  hat  diese  Strecke,  und  damit  auch  die 
geodätische  Krümmung  selbst,  f^r  alle  Parallelkreise  denselben  Wert. 

£b  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  daß  die  willkürliche  Eon- 
stante m  in  den  Gleichungen  (2)  nicht  mehr  vorkommt.  Alle  Rotations- 
flächen, die  aus  der  Pseudosphäre  unter  Beibehaltung  der  Meridiane 
und  der  Parallelkreise  herrorgeben,  sind  also  mit  dieser  Fläche  selbst 
identisch. 

§127. 
Die  übrigen  paeudosphäriBOhen  and  aphärisolien  TTmdxeliangsUahen. 

Der  Formel  S.  415  (14)  entsprechend  werde  zweitens 
X  —  ma  cosh  — 

m  '  rr---—i. 

^  —  /  1/ 1  —  m'  sinh*  —  du 

gesetzt.     Eliminiert  man  u  mittels  der  Identität 

cosh*  —  —  sinh'  ~  =  1 , 

80  erscheint  b  als  elliptisches  lut^ral  in  x.    Doch  soll  die  Darstellung 
der  Koordinaten  mittels  elliptischer  Funktionen  nicht  ausgeführt  werden. 
Der  Bereich  von  u  ist  hier  dadurch  beschränkt,  daß 

-,  -  ^  m  sinh  — 
dem  absoluten  Betrage  nach  höchstens  gleich  Eins  werden  kann.     Da 
du  das  Bogenelement  der  Meridiankurve,  so  ist    .'     der  erste  Rich- 

KDobUmh,  Diff*«iBtlalBUiq»trie.  87 
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tn&gflkoBiiiDS  der  Tangente  dieser  Linie.    Nun  wird  ^  —  0,  A.  h.  die 
Karveutongente  der  «-Achse  parallel,  für 


»-0, 
Ferner  ^^  -  ±  1  für 


4G^--)-±i. 


X  —  a  Ym'  +  1 

liefert.  Der  erste  Wert  ist  ein  Minimum,  der  zweite  ein  Mazimam 
ftlr  die  Radien  der  Parallelkreise. 

Eine  genaue  Diskussion  der  Kurve  mittels  der  vom  Integralzeichen 
beftviten  Ausdrücke  ihrer  Koordinaten  würde  lehren,  daß  der  in  Fig.  20 
verasBchaulicbte  Bogen  sich  periodisch  wiederholt. 

Drittens  gehört  zu  demLinienelemeDtS.415(I5)  die  Meridiankarve 

X  —  ma  siah — 

(2)  .    . 

e  -^  f  1/ 1  —  m*  cosh* —  du. 

Hier  ma&  m  <  1  sein.     Der  Richtuugekosinus 

^—  =  ffi  cosh  — 
du  u 

kann  nicht  gleich  KuU,  wohl  aber  gleich  Eibe  werden,  für 

X  =  a  yi  —  m*. 

Dies  ist  der  größte  Wert  von  x.    Der  kleinste  ist 

gleich  Null,  dem  Werte  u  =  0  enteprecfaend.    Die 

Kurve  trifft  die  Achse  unter  dem  Winkel  arcsin  m 

^'«-  »'■  und,  bei  symmetrischer  Fortsetzung,  dem  Winkel 

Ä  —  arc  sin  m  (Fig,  21). 

Auch  hier  mÜSte  eine  vollständige  DiskuHsion  der  Kurve  von  der 

Darstellung  durch  elliptische  Funktionen  ausgehen. 

Auf  diese  Funktionen  kommt  man  für  beliebiges  m  auch  bei  den 
sphärischen  Rotation säächen.     Nach  S.  414(12}  ist  zu  setzen 


IG-- 
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Spb&iiicbe  TTmdrebiuigBfl&eheD. 

X  —  ma  sin  — 

(8)  .     — ^ 

»  —  /  l/l  —  m'  cos*  —  du. 

Für  m  —  1  ergibt  Bich  die  Engel  wieder. 

Allgemein  wird 

dx  w 

^  = »»  cos  — 

gleich  Null  für 

M  ■■  -g-,         X  —  am; 

gleich  ±  1  nur  unter  der  Annahme  m  >  1,  ....  . .    „ 

denn  es  mnfi 

u        ,    1 

coa  —  -•  ±  — 

sein.    Der  zugehörige  Wert  ?ori  x  ist  a  Ym*  —  1.    In  dem  Interrall 

(«yW'  —  1  .  . .  om)  li^ea   alle  Radien   der  Parallelkreise  (Fig.  22). 

FOr  m  <  1  ist  u  —  0,  also  x  —  0  ein  zulässiger  Wert,     cos  — , 

also  auch  -;— ,  erreicht  dafttr  sein  Maximum,  ■-;-  ■>  m.     Die   Eurre 
du '  'du 

schneidet  die  g-Aehae  unter  den  Winkeln  arc  sin  m  und  «  —  aro  sin  m 

(Fig.  23). 

§  128. 

Vetsobiedene  Tormen  des  LlnlenelemeutB  einer  TTmdiehongsfläohe. 

Abwiokäung  des   2.  TypuB  psendospIiärlaolieT  Umdrehnngsfläolieii 

»nf  die  FseadospMre. 

Die  Flächen,  von  denen  in  diesem  Abschnitt  bisher  die  Rede  ge- 
wesen ist,  haben  die  gemeinsame  Eigenschaft,  auf  Rotationsflächen 
abwickelbar  zu  sein.  Auf  solche  Flächen  Itlhrt  nach  Dini  auch  eine 
allgemeine  Aufgabe  der  Theorie  der  geo<^tischen  Linien.  Von  einer 
beliebigen  Flächenkurve  c  möge,  wie  im  §  86,  eine  Schar  geodätischer 
Linien  unter  demselben,  aber  jetzt  von  -^  verschiedenen  Winkel  aus- 
gehen. Denkt  man  sich  auf  ihnen  von  c  aus  gleiche  Bogen^ngen 
abgetr^en,  so  bilden  deren  Endpunkte  eine  Kurve,  bei  Variiemng 
der  Bogenlänge  eine  Eurvenschar.  Man  kann  fragen,  ob  jede  Eurve 
der  Schar  sämtUcbe  geodätischen  Linien  unter  gleichem  Winkel  treffen 
kann,  der  aber  nicht  ffir  alle  Trajektorien  denselben  Wert  zu  haben 
braucht. 

Die  Eurveo  des  Netzes  seien  die  Eoordinatenlinien,  und  zwar 
ff  —  const.  die  geodätischen  Linien,  u— const.  die  Trajektorien.    Im 
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besooderen  sei  u  die  von  c  aas  gezählte  Bogenlänge  der  erateroa. 
Dann  gelten  die  Qleichongen  S.  296  (2,  3) 

(2)  £-1, 

aUo  j^  —  0,  J"  —  9>(t)).  Da  i^  nicht  Null  sein  aoUt«^  so  kann  man, 
ohne  das  Koordinatennetz  za  ändern, 

(3)  F- 1 
machen, 

(4)  ds'  =  du*  +  2dudv  +  Gdv'. 

Soll  nnn  der  Ecordinatenwinkel  9  längs  jeder  Eutt«  u  —  conet.  den- 
selben Wert  haben,  wie  es  nach  Voranssetzmig  f^r  u  —  0  bereits  der 
Fall  ist,  soll  also 

F  1 

cos  fr  =  — =-  TF 

sein,  80  muB  wegen  (2)  und  (3) 

G-  U* 

(5)  ds*  -  du*  +  2dudv  +  IPdv' 
werden. 

Um  dieses  Linienelement  auf  orthogonale  Koordinaten  zq  be- 
ziehen, betrachte  man  v  als  Funktion  von  u  und  einem  neuen  Para- 
meter v'.     Es  wird 

da*  -du' +2  du  (f~  <i»  +  |j  dv) 

+  !7.((^-i)W  +  2|^|:..„..-+(|J)'..-), 
und  daB  Produkt  der  Differentiale  füllt  unter  der  Bedingung 

1  +  n'll-o 

(6)  v--ßj.+*(v') 

heraus,  ^(v')  kann  nicht  konstant  sein,  aber  man  darf  die  Funktion 
z.  B.  gleich  v'  selbst  setzen,  worauf  sich  für  ds  die  Formel 

(7)  ds»-(l-^,)d«'+  IPdv' 

ergibt.  Wäre  U  konstant,  so  würde  die  Fläche,  der  ein  solches 
Linienelement  zugehört,  auf  die  Ebene  abwickelbar  sein.     Im  allge- 

DqitzeaOvGoOt^lc 


Tranafonnatdoii  des  Liuienelements  einer  UmdrehungsflSche.  421 

i  Falle  ist  sie  offenbar  eine  ümdtebuDgBäSclie  oder  läßt  sich 
wenigstens  auf  eine  solche  abwickelo. 

Da  die  Fundamentalgrößen  Funktionen  von  u  sind,  so  wird  auch 
das  KrUiiimungemaß  eine  solche.  Das  heißt^  die  Trajektorien  u  — const. 
stimmen  mit  den  Kurven  konstanten  KrOmmusgemaBes  Qberein;  den 
Fall  der  sphärischen  oder  pseudosphärischen  FK^shen  natlirlich  auch 
hier  ausgescblosBen. 

Es  sei  jetzt  umgekehrt  das  Linienelement  einer  Rotationsfläche 
wieder  durch 

(8)  äs'  -  (1  +  f'(r)*)dr^  +  r'dv' 
gegeben.     Setzt  mau 

(9)  <•-♦(<>), 
SO  entsteht  eine  Gleichung  der  Form 

(10)  ds»-y(?)M<)'  +  *(e)«dv» 

Sie  ist  trotz  des  Auftretens  zweier  Fnnktioneu  nicht  allgemeiner  als 
(8),  weil  man  eine  Ton  dieseu  dnrch  Wiedereinsetzen  von  r  oder 
überhaupt  durch  Einführung  einer  passenden  Funktion  des  Para- 
meters Q  entfernen  kann.  Aber  sie  bietet  den  Vorteil,  durch  Speziali- 
sierung TOu  9)  oder  ip  das  Linienelement  auf  Terschiedene,  einzelnen 
Aufgaben  augepaßte  Formen  bringen  zu  können.  So  fahrt  sie  nicht 
nur  für  iP{q)  —  q,  dann  p-=»*,  auf  (8)  zurück,  sondern  auch  ver- 
mittelst der  Annahme  q:(^)  =  1  und  wenn  dana  u  für  q  geschrieheD 
wird,  auf  den  neben  (8)  so  hänfig  benutzten  Ausdruck 

äs'  —  da'  +  ^{uydv*. 

Die  Kurven  konstanten  Ertlmmangsmaßes  sind  mit  den  Koordi- 
natenlinien (f  "-  const.  identisch.  Um  die  Transformation  von  (10) 
in  (5),  d.  h.  in 

(11)  ds'  =  dw»  -I-  2dwdf,  +  ü'dv* 
durchzuführen,  hat  man  demnach  q  als  Funktion  von  u  allein  anzu- 
sehen, 

(12)  ds'  =  Ä^dQ'  +  2^dpd«i  +  B'dv\ 

fOr  Ä  und  B  als  Funktionen  von  q.  Alsdann  ist  noch  v  als  Funk- 
tion von  Q  und  v,  so  zu  bestimmen,  daß  nach  der  Substitution 

dr=.|-^d(.  +  -^?  dl.. 

die  rechten  Seiten  von  (10)  und  (12)  identisch  werden.  Dies  liefert 
die  Bedingungen 
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X. 

Abidwitt.    S  188- 

(18) 

y« 

+  *'(lf)  =  ^- 

(14) 

(16) 

*'(l^)'-«-- 

Vermöge 

der  letzten  wird 

(16) 

V 

-f-'.  +  xW, 

Bodson  nach  der  vorletzten 

( 

4      "i 

Bi,\, 

'■Tf  +  «■((>); -'»■ 

kann,  ao 

muß 

d.h. 


Z'(P)-B.^  = 


Verden.     Setzt  man  liieraus  A  in  (13)  ein,   so  findet  man  für  %  die 
Bestimmung 


%(>)-' 


*»'p(p) 


Die  TransformationsKleicbung  (16)  lautet  also 

und  es  wird  femer 

(18)  A  =  -ßM^,        B~^. 

Nachdem  man  nun 

(19)  ^dp-t/p, 

gesetzt  hat,  kann  man  das  Produkt  d^^dv^   durch   die   einfache  Sub- 
stitution 

wieder  wegschaCfen  und  erhält 

(20)  ds'  =  (ici;  +  (B'-l)di!j. 

S  war  Funktion  von  q,  also  auch  von  ^,  allein,  enthält  mithin  die 
neuen  Variablen  nur  in  der  Verbindung  ro,  —  u^: 
rfs'  —  rfoj  +  ff(ro,—  t'i)dpj. 
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Will  man  statt  der  Differenz  die  Summe  der  beiden  Parameter  als 
Ari^ment  der  Funktion  g  haben,  so  hat  man  v^  durch  —  r,  zu  er- 
setzen, also  (pj  durch 

(21)  Pi-fi-»! 

zu  definieren.     Die  Schln&formel  lautet  dann 

(22)  ds»  -  da\  +  g^a^  -f  v^)dii{. 

Die  Formehl  (17)  (för  -  p,  statt  «,),  (18),  (19)  und  (21)  geben  zu- 
sammengezogen die  Transformation: 

»._-«,,  +  »'/■- •!?'''_^.^ 

{ZA) 


-+/"^--^.. 


Die  Fläche  des  durch  die  Gleichung  (10)  bestimmteD  Linien- 
elements sei  eine  ümdrehungafläche,  nicht  bloß  auf  eine  solche  ab- 
wickelbar. Dann  sind  die  Kurven  q  —  const.  oder  p,  ^  const.  die 
Parallelkreise,  und  v,  —  const.  eine  Schar  geodätischer  Linien,  die  tou 
den  einzelnen  Kreisen  jedesmal  unter  demselben  Winkel  geschnitten 
werden.  Da  das  Linienelement  schließlich  wieder  auf  orthogonale 
Parameter  gebracht  ist,  so  bedeutet  q,  — const.  die  orthogonales 
Tr^jektorien  dieser  Linien. 

Für  Flächen  konstanten  ErQmmungsm^es  gelten  die  Formeln 
mit  der  Maßgabe,  daß  sie  ffir  die  Überflihmng  des  einen  Linienele- 
mente  in  das  andere  hinreichend,  aber  nicht  notwendig  sind.  Sie 
mdgen  auf  den  zweiten  Typus  von  Rotationsflächen  konstanten  nega- 
tiven  ErOmmungsmaßes ;-  (8.417(1))  angewendet  werden.     Die 

Ausgangsgleichung  lautet  (S.  415  (14)) 

Äs*  —  du*  -f  d*  cosh*  —  df* 
oder  etwas  allgemeiner 
(24)  d^  -  du*  +  m*  cosh»  -^  dv*. 

Hier  gilt  die  zweite  der  oben  genannten  speziellen  Annahmen:  if>(if)  —  1, 
9  —  u;  außerdem  ist 

i>{u)  —  m  cosh--  ■ 

Die  wiUkarliche  Konstante  m  sei  dieselbe  wie  in  den  Formeln  (23). 
Dann  ergibt  sich 
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X.  Abschnitt,    g  IJS. 

^(u)*  —  »!*=->«'  sinh'  — 

«inh  — 

v,  —  —  mv-i-a  loa  — —  - 

h  ** 

(Ol  =  mv  -i-  a  log  cosk  — 

(26)  Kl  -h  t),  -=  fl  log  sinh  — 
oder 

(27)  sinh-^-«^. 
Und  da  nach  der  zweiten  Formel  (18) 

(28)  B'~l  =  BiDh*^ 
ist,  so  wird  BehlieBlich 

JK  +  r^) 

ds»  =  dojj  +  e     "      dvl- 
Die  Substitution 

(29)  c-  =  v, 
fuhrt  die  letzte  Gleichnng  in 

(30)  ds*  -  dml  +  a»e  «  dv'* 

über,  die  Formel  für  das  Linienelement  der  PseudoBpbäre  (S.  414  (13j). 
Hiernach  Termittelt  die  Transformation 


(81) 

ro,  —  mv  +  a  log  cosh  — 

eine  Abwickelung  der  Peeudosphäre  auf  die  pseudosphärischen  Um- 
drebungsflächen  des  zweiten  Typus.  Aus  der  Bedeutung  Ton  v^  (oder  v^) 
und  (0^  ist  ersichtlich,  was  für  Kurren  auf  diesen  Flächen  dabei  den 
Meridianen  und  den  Parallelkreisen  der  speziellen  Fläche  entsprechen. 
Ffir  den  dritten  Typus  pseudosphärischer  Kotationsfiächen, 

^{vi)  =■  nt  sinb  —, 

kdoneu  die  Formeln  (23)  offenbar  nicht  zu  ebenso   einfachen  Resul- 
taten fahren. 
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TeraUgemelnemiig  der  Formeln  des  vorigen  Fareigraplien. 

Den  Ausdruck  (22)  für  das  Quadrat  des  LintenelementB  einer 
ümdrehungsfläche  kann  man  Terallgememeni,  indem  man  die  Be- 
dingung fallen  läßt,  daß  die  Eurrenschar  v^  —  const  geo^tiBch  Bei. 
Bei  dem  ersten  Schritt,  der  Ton  der  Gleichung  (10)  aasgeht,  ist  dann 
nur  zu  fordern,  di^  jede  einzelne  Linie  p  —  const  mit  sämtlichen 
Linien  v,  —  const.  denselhen  Winkel  einschliefit,  daß  also 

(1)  C08*,=-,-^.=  -A((.) 

wird.  Nach  Einfdhning  von  dv  ~  -^  dp  +  -j~  dv^  ergibt  sich  hieraus 
die  Bedingung 

1/ "idVx^  ^  ~  ^^*'^' 

d.h. 

ep"^(p))/i-i(p)' 

and  die  Formel  fDr  das  Linienelemeni  selbst  wird 

(3)  M  _  ^5'fl,df'  +  ^'^1^|;,*J  f\o,)äfio,  +  *WV'WV.;. 

Da  die  unbestimmte  Funktion  (t(v,)  nur  in  der  Verbindung  ^'((j,)rff, 
Torkommt,  so  darf  man  ^{v^,  dai  nicht  Nnll  min  kann,  gleich  Eins 
oder,  dem  Vorbeigehenden  entsprechend,  gleich  —  setzen.  Die  Glei- 
cbangen  (2)  und  (3)  werden  dann 


(4)  .-i+J- 


1         »!()• 
Die  Resultat«  des  Torigen  Paragraphen  entsprechen  der  Annahme 

'■^o)-'"i)■ 

Wieder  sei   m^ »  const.  die  Schar  der  orthogonalen  Trajektorien 
der  Knrren  c,  =•  conet.     Setzt  man  dp  ans 

(6)  doj=  ^^'dp+^^'rfwi 
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in  (5)  eio,  so  erhält  man  ala  BediDgang  des  WegfäUeas  tou  da^dvi 
die  partielle  Differentialgleichung  - 

y7-,  Vif)*    ^?^  _  i(p)q>(e)*crt  dt-,     f. 

mit  dem  Integral 

C8)                     «,  +  »/■—  ^-^^>ßl=  -  zM. 
Ans  demeelben  Grantle  wie  Torher  kann 
Z(",)  -  », 
aDgesommen  werden.    Schreibt  man  noch,  wie  auf  S.  423,  — Vj  statt  Vi, 
ao  wird 
(9)  m  f ^'^,1^=-.^  -<=.  +  »„ 

d.  h.  mit  (4)  zusammen 
tind  die  Koeffizienten  in 


(U)  rfs»  - 


,_i^(g)'(l-i(p)')^ 


werden  Funktionen  von  0)1+ v^,  sodaß  sich  schlieBlich 
(12)  ds*  -  f,((o,  +  v,)ä0\  +  ff.K  +  tJ,)d«; 

herausstellt. 

Die  in  den  Formeln  enthaltene  Funktion  i{p)  ist.  willkflrlich.    Es 
sei  speziell 

d.  h.  der  konstaute  Winkel,  unter  dem  sämtliche  Kurven  v,  —  const. 
TDQ  einem  beliebigen  Parallelkreise  geschnitten  werden,  habe  ftlr  alle 
diese  Kreise  denselben  Wert.  Wegen  der  Orthogonalität  der  Meridiane 
Dud  der  Parallelkreise  treffen  dann  die  Kurven  v^  —  couat.  auch  alle 
Meridiane  unter  gleichen  Winkeln,  sie  sind  Lozodromen  der  üm- 
drehungsfläche.     Die  Trausformationsgleichung  (9)   erlült   die   Form 

und  das  Quadrat  des  Linienelements  wird 

(14)  ds»  =/-(o,  +  «,)(c*da)J  +  (1  -  c*)drj). 

Das  Eurrennetz  ist  also  isometvisch. 
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Abwiokelong  des  3,  Typiu  psendoBphärisoher  Umdreliiuiigsfläoheti 
auf  die  FBendospUlre. 

Im  %  128  ist  die  Abwickelang  des  zweiten  Typus  pBeadosplwriBcher 
Umdrehnngsflächen  auf  die  PBeudosphäre  nach  einem  speziellen  Ver- 
&hreD  aasgflflihrt  worden.  Allgemein  kann  die  Aafgabe,  die  ver- 
schiedenen im  §  126  aufstellten  LinienelemeDte  ineinander  zn  trans- 
formieren, als  eine  Anwendung  der  Theorie  der  isometrischen  Kurven 
betra«btet  werden,  um  auch  den  dritten  Typus  von  Umdrehnngs- 
flächen, fOr  dessen  Linienelement  die  Formel 

(1)  ds*  -  du*  +  m»  8inh»-J  dv» 

gilt,  auf  die  Pseudosphäre  abzuwickeln,  bat  man  hiernach  zuerst  diesen 
Ausdruck,  ebenso  wie 

(2)  d«'»>-d«'»  +  o»c''  dv'', 

auf  Abbildongsparameter  (S.  270)  zu  beziehen.     Ist  dadurch 

(3)  ds*  =  E(dQ*-\-dv*) 

(4)  da''  -  E\d(f'*  +  dv'»} 
geworden,  so  bewirkt  die  Substitution 

(5)  p'+«'i-9JtP  +  f») 

die  ÜberfQbrung  des  einen  Ausdruckes  in  den  anderen  (S.  268).  Da 
E  und  E'  hier  beide  gegeben  sind,  so  hat  man  die  Funktion  if  passend 
zu  bestimmen. 

Zur  Herleitung  der  Formen  (3)  und  (4)  sind  zwei  Quadraturen 
erforderlich.     Erstens  wird 


J  """^ä  ,'+1 


(6)  M-^-^^—M^ +!.<,'■). 
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Noch  eiD&cher  ergibt  sich 

(7)  ds'*~~(dQ'*+dv'*). 
Setzt  man  nun 

(8)  e  +  !;»-«,         p-vi-'ß 

(9)  (.'+»'»-«',  g--v'i~ß 

80  gehen  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  in 

(W)  ''''-/"'''„i.'tar.'''"'^ 


(11)  is--^^,-^'^,,,d«<j^' 

Ober. 

Da  die  komplexen  Variablen  a  und  ^  in  der  Theorie  der  isome- 
trischen Kuiren  ganz  naturgemäß  auftreten,  so  wird  es  rieliach  zweck- 
mäßig sein,  diese  Parameter  zu  benutzen,  falls  die  hier  immer  fest- 
gehaltenen Voraussetzungen  über  die  vorkommenden  Funktionen  sinn- 
gemäß aach  fdr  komplexe  Alimente  Geltung  haben.  Von  einer 
geometrischen  Darstellung  der  Parameter  kann  dann  selbstrerständlich 
nicht  mehr  die  R«de  sein.  Es  verdient  aber  herrorgehohen  zu  werden, 
daß  auch  die  geometrischen  Bezeichnangen:  (imaginäre)  Scharen  von 
Eoordinatenlinien  und  (im^pnäres)  Koordinatennetz  nicht  angewendet 
werden  können,  weil  man  bei  dem  Versuche,  die  wesentlichen  Merk- 
male dieser  Begriffe  auf  die  komplexen  Parameter  zn  fibertragen,  auf 
Widersprüche  stößt. 

Bezeichnet  ^(p  —  vi),  wie  anf  S.  268,  die  zu  ^(p  +  vi)  konju- 
gierte Funktion,  so  ist  nun,  der  Gleichung  (5)  gemäß, 

«'-»W,      f-l-lß) 

zu  setzen.     Vermöge  dieser  Substitution  muß 

werden.  Die  Funktion  ^  ist  bekannt,  wenn  (p  gefanden  ist.  Sie  soll 
deshalb  zunächst  eliminiert  werden.  Für  die  rechte  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichung  werde  die  Bezeichnong  E  beibehalten.  Durch 
Differentiation  nach  ic  erhält  man 
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Die  Sabstitntion  des  Wertes  von  —7-tr~r~7^  aus  der  Torletzteo  in  die 
letzte  Gleichung  liefert 

Hierin  ist  die  linke  Seite  in  derselben  Weise  ans  q>'{«)  hervorgegangen 
wie  die  rechte  ans  E.  Non  soll  es  sich  hier  nicht  um  die  allgemeinste 
Transformation  der  pseudosphärischen  Linienelemenie  ineinander  han- 
deln, sondern  nur,  wie  im  §  128,  aberhaupt  um  einen  Übergang  von 
ds'  zu  ds.  Danach  wird  man  mit  einer  Partikularlösung  der  Diffe- 
rentialgleichung (13)  zum  Ziel  zu  kommen  suchen.  Eine  solche  er- 
gibt sich,  wenn  (f>'(a)  gleich  der  Funktion  Ton  a  gesetzt  wird,  welcher 
E  unter  der  Annahme  eines  konstanten  ß  gleich  wird.     Es  sei  für 

ß-ß, 

SO  wird 

(13)  (p(a)^fEada, 
und  hierin  ist 

(14)  E,-  /"•''.'■ 


Allein  man  braucht  diesen  Ausdruck  nicht  einzusetzen,  wenn  man  be- 
achtet, daS  der  Ausdruck  von  K  durch  Abbildungsparameter  (S.  274  (9)), 

bei  Einführung  von  a  und  ^  in  ' 

tibergeht,  daß  also  für  Z  — j  die  Größe  E  der  Differentialgleichung 

9'loffg         E 

genügt.     Die  für  fp{a)  gefundene  Formel  (13)  wird  hiernach 
(17)  ,p(.)  -  2a'p'^'l^f  d.  -  20,''-^^ 
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(18)  w(a)-2am^^- 

_  ^<''+W 

Man  Überzeugt  eich  leiclit  durch  ÄuBführnng  der  Differentiationen, 
daß  man  zur  Transformation  des  einen  Linienelements  in  dag  andere 
tataäcliUcli  diese  Funktion  Iwuntzen  kann,  und  zwar  geht  (6)  unmittel- 
bar ans  (7)  hervor,  wenn  ^g  rein  imt^inSi-  angenommen,  also 


(19)  e'+v'i  —  2am 


1  +  ,^'* '"'*'"  *"" 


gesetzt  wird.  Ebenso  hat  ee  keine  Schwierigkeit,  von  ^  und  q  zu 
u  und  u  zur  tickzugehen  und  durch  Trennung  des  Keellen  vom  Imagi- 
nären  Beziehnngen  zwischen  u,  v  und  u',  v  abzuleiten,  die  den  Über- 
gang  zwischen  (1)  und  (2)  Termittelu. 

§  131. 
Die  ETOlaten  der  HinimaUlitohen. 
Durch  den  Weingartenschen  Satz  (§  114}  werden  aus  der  Gesamt- 
heit aller  Flächen  besondere  Klassen  heraasgehobeo:  Flächen  nämlich, 
in  deren  sämtlichen  Punkten  der  eine  der  beiden  Hauptkrtimmuugs- 
radien  in  bestimmter  Weise  allein  von  dem  anderen  abhängt.  Die 
Gleichung,  die  eine  solche  Flächeokiasse  kennzeichnet^ 

(1)  ■     (>■-»(<•■), 

oder  wie  man  im  allgemeinen  statt  dessen  schreiben  kann, 

(2)  n-fiK), 

erscheint  bei  EinfClbruug  der  Werte 

^  ('+(ij)lt^MS,+Hir)f 


ia'HiiM 


(S.  80(12,  13))  für  jede  gegebene  Funktion  f  eis  partielle  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.  Die  Gesamtheit  aller  Weingartenschen 
Flächen  genagt  der  Gleichung 

SH  dK       dK  i 


■>.  .,-"■ 
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einer  partiellen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  deren  metrische 
Bedeutung  im  §  116  (S.  385(4))  angegeben  worden  ist. 

Wäre  nnn  ans  der  Differentialgleichung  (2)  auf  die  allgemeinste 
Weise  g  als  Funktion  von  z  und  y  oder  x,  y,  t  als  Funktionen  zweier 
Parameter  ausgedrückt,  so  würden  die  Koordinaten  einer  rollständigen 
Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  durch  Differentiation  her- 
gestellt werden  können.  Das  heiSt,  die  Ermittelung  einer  bestimmten 
solchen  FlÄchenklasse  hängt  von  der  allgemeinen  Integration  einer 
gegebenen  partieUen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ah.  Die 
Integration  ist  vom  analytischen  Standpunkt  aus  von  Interesse,  aber 
nur  in  wenigen  Fällen  möglich. 

Zu  diesen  gehört  namentlich  die  Annahme  S—O.  Die  partiell» 
Differentialgleichung  der  Flächen,  deren  mittlere  Krümmung  fiberall 
gleich  Null  ist,  der  sogenannten  MinimalSSchen  (S.  260),  lautet 

Bevor  auf  ihre  Integration  eingegangen  wird,  soll  das  Liuienelement 
der  Krümmnngs mittel punktsflächen  dargestellt  und  die  Rotationsfläche, 
auf  die  sie  abwickelbar  sein  müssen,  bestimmt  werden. 
Beides  ist  einfach.     Erstens  ergibt  sich  aus 


(S.  381  (19))  für  ^t  =  —  Qi  und  unter  der  Voraussetzung,  daß  ff^  der 
positive  Hauptkrümmungsradius  ist, 

(5)  ds[  -  dQ\  +  Q,dq-. 

Zweitens  kennt  man  nach  §  31  eine  Umdrehungs^che,  die  zugleich 
Minimalfläche  ist,  nämlich  das  Katenoid.  Ihre  Krümmungsmittelpunkts- 
fläche entsteht  durch  Drehung  der  Evolute  ihrer  Meridiankurve  um 
die  Achse  der  Fläche.  Demnach  siod  die  Krümmungsmittelpunkts- 
flächen  aller  Minimalflächen  auf  die  Rotationsfläche  der  Evolute  einer 
Kettenlinie  abwickelbar,  und  bilden  nach  dem  zweiten  Teil  des  Wein- 
gartenscfaen  Satzes  (§  122)  eine  vollständige  Klasse  aufeinander  ab- 
wickelbarer Flächen. 

Die  Gleichung  der  Evolute  kann  man  entweder  aus  der  Theorie 
der  ebenen  Kurven  entnehmen  oder  mittels  der  Formeln 

(6)  i-mV(w),        e-fyi-m^t'Jüy'du 
(S.  407(11))  darstellen,  die  sich  auf 

ds'  =-  du'  +  *(u)*d«* 
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stfitzen.     Nacb  (5)  ist 
(7)  i^(«)  =  Ytt 

zu  setzen.     Die  AuafQhrung  der  Quadratur  liefert 
x=  myü 

.  -  i  (2 1/^  VSr:^^  -  m>  log  ii5>l^«Z=!) 

oder 

(9)       ,_|y.fZi_£:i„g(Au|/ijn). 

Diese  GleicLui^  stellt  fQr  jeden  Wert  tob  m  eine  EetteolinieneTolnte 
dar,  wie  man  schon  daraus  erkennt,  daß  die  Substitution 

X  —  m'x',        B  —  m*«*, 
also   eine   bloße  Yerändemtig   des   Mafistabes,   darauf  hinauskommt, 
diesen  Parameterwert  gleich  Eins  zu  machen.    Mit  der  Konstanten  a 
in  der  Gleichong  der  Eettenlinie  (S.  101) 


c  —  Y(e' 


[e'  +  e 
hängt  in  durch  die  Gleichung 

m*  —  4o 
zusammen,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt. 

Die  ErfimmungsmittelpunktsflÜchen  der  Minimaläächen  sind  also, 
wie  es  sein  muß,  auf  die  Rotationsfläche  jeder  KetteulinieneTolnte 
abwickelbar. 

§  132. 
Die  partielle  Differentialgleiohong  der  Uinimalfl&ohea. 
Am  Schluß  des  §  93  (S.  323)  ist  angegeben  worden,  daß  das  Ver- 
schwinden Ton  H  das  des  DiEferentialparameters  zweiter  Ordnung  fOr 
jede  der  karteslschen  Koordinaten  nach  sich  zieht.    Es  sind  also  x,  y,  e 
Lösungen  der  partiellen  DifiFerentialgleichung 

Weil  es  jetzt  auf  eine  wirkliche  Daretelltmg  der  Koordinaten  ankommt, 
wird  man  die  Parameter  spezialisieren,  um  die  Gleichung  in  eine  mög- 
lichst einfache  Form  zu  setzen. 

Die  Fläche  sei  auf  ein  isometrisches  Koordinatennetz  bezogen,  und 
es  werde  für  dieses  von  vornherein 
(2)  £  -  G,         f  -=  0 
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angenommen.    Daon  wird 

(3).  ^"^t-idi^+is- 

Die  Differentialgleidinag 

weist  auf  einen  Zusammenhang  der  MinimaMÖchen  mit  den  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veranderlichen  hin.  Nachdem  man  einmal 
AbbildungBparameter  eingeffihrt  hat,  kann  dies  nicht  überraschen  (vgl. 
§  74  und  130).  Nun  würde  es  allerdings  wünschenswert  sein,  bei  der 
Darstellung  reeller  Flachen  ganz  im  Gebiete  des  Reellen  zu  bleiben. 
Es  ist  wichtig  sich  klar  zu  machen,  daß  dies  hier  nicht  angeht,  daß 
man  vielmehr  auch  dann  auf  komplexe  Variable  geführt  wird,  wenn 
man  das  Integrationsproblem  nach  den  klassischen  Methoden  Ton  Enler, 
Lagrange,  Monge  und  Ampere  in  Angriff  nimmt 

Die  Aufgabe  ist,  tod  dem  Mangel  an  Symmetrie  abgesehen,  voll- 
ständig in  der  partiellen  Differentialgleichung  (4)  des  vorigen  Para- 
graphen, 

(5)  il+q*)r-2pqs  +  il+p*)t~0 

enthalten.  Gefordert  wird  die  Ermittelung  ihres  allgemeinen  Integrals. 
Wären  die  Koeffizienten  von  r,  s  und  l  nicht  Funktionen  von  p  und  q, 
sondern  von  x  und  y,  so  würde  man  durch  eine  von  Euler  gegebene 
Transformation  die  partielle  Differentialgleichung  mittels  der  LSsnng 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  zweiten 
Grades  dahin  vereinfachen  können,  daß  sie  von  den  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  nur  die  mittlere  enthält. 
Es  sei  nämlich 

(6)  ä^,  +  2bJ-;-  +  C^+D-0 

eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  in  der  A,  B,  C 
nur  von  x  und  y  ablungen,  während  D  aoßerdem  auch  b,  -^  nnd  ^  - 
enthalten  kann.  B*  —  AC  sei  von  Null  verschieden.  Au  Stelle  von 
X  und  y  führe  man  zwei  vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Funktionen 
%  nnd  1]  dieser  Größen  ein.  Für  die  partiellen  Ableitungen  gelten 
die  Transformationsgleichungen 

dt_  di     ,     8l    Sri 

^  ~  H  ex  ■*■  dn  "9W 

*       ai   Sy  "^  Sjj   dy 

XnobUnch,  DUsiMtl^eain etile.  98 
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(8) 


°  3V  Sx  dy  ■*■  3{0ii  \dx  dy  "*"  8«  8y^  "*■  drC 


dx  Zy 
dl  J'i_ 
di  dx'By  "^  'd„  i 


■  «£'  \dyl  '^'mn  iy  dy  "^  in'  Uyl  ■*"  8i  a»'  ''■  »n 


l^^didv  dy  dy  ^  dn^Xdyl^  ■' 
Die  Diffeiential^eichung  (6)  Qimmt  die  Form  aa 

(9)  A'|;i  +  22!'4;'^  +  C-0  +  B'-O, 
wo^',  B',  C  fönende  Werte  haben: 

(10)  ^-^%^^^(M^  +  ^^  +  c^^ 

üvta  mögen  die  GrÖElen  £  und  tj  den  Bedingungen 

(11)  '    Ä'-O,        C'^0 

unterworfen  werden,  sodaß  in  der  transformierten  Differentialgleichung 
bloß  die  eine  Ahleitnng  zweiter  Ordnung  s»^  stehen  bleibt.  Die 
Aasdilicke  von  A'  und  C  lehren,  daß  |  und  ij  Lösungen  einer  und 
derselben  partiellen  Differentialgleichuug  erster  Ordnung 

(12)  ^(|^)'+25Uf;.  +  c(U)'-0 

sein  massen.  Ihre  Integration  hängt  von  der  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung ab: 

(13)  Ädy'  -  2Bdydx  +  Cdx*  =  0. 

Sind 

/"(er,  y)  =-  conat.,        g(x,  y)  =  const. 

die  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen  ersten  Örsdes,  in  die 
sie  sich  zerlegen  läßt,  so  kann  man 

l-f{x,y),        n-9{x,y) 
annehmen.     Um  die  ßeduktion  zu  Ende  zu  bringen,  hätte  man  noch 
den  Quotienten  -—   in  die  neuen  Yariablen  zu  transformieren. 

In   eine  Gleichung   vom   Typus   (6)   kann   nun   die   Differential- 
gleichung der  Minimaläächen  mittels  einer  ebenfalls  schon  von  Euler 
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herrührenden  Transformation  ü,bergeflllirt  werden,  die  darin  besteht^ 

p  and  q  statt  x  und  y  ala  unabhängige  and  die  Terbindang 

(14)  px  ■{•  qy  —  s  =  w 

als  abhängige  Variable  zu  betrachten.     Offenbar  kommt  dies  auf  die 

EinfOhruBg    von   Tangential  koordinaten    statt    der   Punktkoordinaten 

hinaus.     Eine  einfache  Rechnung  liefert  die  Beziehungen 

,«->  dw  dio 

i\{x\     ^!H -*_  — "L  = »  ^w  ^       r 

*•     •'      9p'  ~  ri  — «"         3pSg  ~       rt-s"  89'  ^  r(  — g' ' 

Ist  w  als  Funktion  von  p  und  q  bekannt,  so  geben  die  Formeln  (15) 
und  (14)  die  Größen  x,  y  ond 

du>   ,       dw 

ohne  weiteres  durch  die  Parameter  p,  q  dargestellt. 

Im  vorliegenden  FaUe  lautet  die  Bestimmungsgleichung  für  w 

und  die  zugehörige  gewöhnliche  Differentialgleichung 

(18)  (1  +i)»)rf2*  -  2pqMdp  +  (1  +  3»)dp«  =  0. 

Da  die  Determinante  der  auf  der  linken  Seite  stehenden  quadratischen 
Differentialform  positiv  ist,  so  ^t  sich  also  tatsächlich  die  Benutzung 
komplexer  Variablen  nicht  vermeiden. 

Übrigens  würde  die  weitere  Behandlang  der  Aufgabe  sich  zweck- 
mäßig nicht  an  die  Gleichung  (17)  selbst,  sondern  an  eine  andere 
anschließen,  in  der  eine  kartesische  Koordinate  oder  vielmehr  jede 
von  ihnen  der  Beihe  nach  die  abhängige  Variable  ist  und  die  mit 
Hilfe  von  (15)  leicht  aus  (17)  abgeleitet  werden  kann.  Allerdings 
enthält  sie  auch  die  ersten  Ableitungen  -J^-  und  -.^.  Aber  gerade 
deshalb,  weil  diese  in  einer  speziellen  Verbindung  vorkommen,  föhrt 
die  Eulersche  Reduktion  auf  die  besonders  einfache  Form 

in  der  jetzt  |  und  rj  Funktionen  von  p  und  q  sind.  Es  ist  nicht 
erforderlich,  diese  Beb  an  dlnngs  weise  weiter  zu  verfolgen,  weil  auch 
die  Gleichung  (4)  mittels  der  Substitution 

(19)  u  +  vi-i,         «-vi -II 

dieselbe  Differentialgleichung  liefert.    Ihr  allgemeines  Integral  ist 
X  -  <P{1)  +  t(v)- 


t  ,Gooq)e 
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§  133. 
AnalTtisoIie  Darstellung  der  Uinimal^oheii. 
In  dieser  Form  muß  sich  also  jede  der  drei  Eeordinateo  x,  y,  0 
ausdrdclieD  lassen.  Aber  die  dabei  auftretenden  Funktionen  können 
nicht  alle  sechs  beliebig  angenommen  werden,  weil  die  dnrch  die 
Parameterdaretellung  vermittelte  funktionale  Beziehung  zwischen  x,  y 
und  e  auch  durch  die  Differentialgleichung  (5)  wiedergegeben  wird, 
deren  allgemeines  Integral  nur  zwei  wiUkürliche  Funktionen  enthSlt 
In  der  Tat  darf  man  z.  B. 

«  =  !'  +  »?' 
schreiben,  wo  dann  y  und  g  in  |'  und  )j'  dieselbe  Form  behalten  wie 
in  %  nnd  1;.    Außerdem  gelten  unter  Annahme  der  isometrischen  Para- 
meter u,  V  die  beiden  Bedingungsgleichungen  (3),  die  wegen 
Sx^_d£,dx  dx_. (ex  _  dx\ 

2(lf)"=°.    2©'-« 

übergehen.  Sie  liefern  zwei  Bedingungen  zwischen  den  vier  noch 
stehengebliebenen  Funktionen. 

Eine  dieser  Gleichungen  kann  man  übrigens  weglassen,  wenn  man 
Ton  Tornherein  der  Realität  wegen  in  einer  Formel  wie 

unter  ^(11  —  vt)  die  zu  fp{u  +  vi)  konjugierte  Funktion  versteht  Der 
reelle  Teil  einer  komplexen  Größe  werde  durch  Vorsetzung  des  Buch- 
stabens tR  gekennzeichnet.     Dann  läßt  sich  schreiben 

(1)  ■        ^~Wi^),     y~^9(i),     ii  =  m{i), 

wo  die  drei  Funktionen  f,  g,  h  durch  die  Bedingung 

(2)  /■'(£)'  +  »'(«)*  +  '•■(£)' -0 

verbunden  sind.     Setzt  man  nach  Weierstraß 


(3) 

—  h' 

80  liefert  sie 

w 

r-<i 

Das  betrachtete  Fläcfaenstück  soll  so  begrenzt  sein,  daß  nicht  nur  s^ 
eine  eindeutige  Funktion  von  ^,  sondern  auch  |  eine  eindeutige  Funk- 
tion von  Sd  ist.     Die  beiden  Beziehungen  (3,  4)  sind  mit 
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gleichbedeutend.     Bezeichnet  man  den   gemeinsamen  Wert  der  drei 
Quotienten  mit 

Bo  erhält  man 

<;x-81(l-s")S.(s,)<isb 

(6)  i!,-ffli(l  +  ^,)S.(s.)<is. 
oder,  wenn  s,  zn  8^,  t]ri(^])  zu  j^oC^)  konjugiert  ist, 

(7)  d,  _  i i-t  'i  g,(s.)d«,  -  ii-+  '1  g, (»,)■(». 
dl  -  «.g,(s.)'i».  +  «,Si{s,)<is„ 


«-Y/a-»:)s.w*.+|/(i-»;)g,(»,)ii». 

(8)        y  -  i/(i  +  »;)8.(».)*.  -  4-/(1  +  »!)9.C»,)ii», 

»-     /•.So(ä.)'i»o+/ä|8i(»i)''s„ 

wobei  die  Integrale  in  den  beiden  Bestandteilen  jeder  der  drei  Formeln 
über  entsprechende  Wege  zu  erstrecken  sind. 

Kommt  das  Linienelemeot  der  Fläche  iu  der  Untersuchung  nicht 
vor,  so  ist  der  Index  0  bei  s  und  '^  vegzulasaeo. 

Während  die  Realität  der  Darstellung  (8)  unter  den  Aber  ß,  und 
3i(^i)  gemachten  Voraussetzungen  unmittelbar  einleuchtet,  ist  noch 
zu  nntersucheo,  ob  diese  Annahmen  für  eine  beliebige  reelle  Miuimal- 
fläche  auch  notwendig  sind.  Es  seien  also  Sq  und  ^  beliebige  kom- 
plexe Variable.    Nach  (8)  oder  (7)  ist 

(')    |';-t(i-»5)5.(».)'   |,"-i(i+«5.(«.).  ;|;.-s.S.W 
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(11)  ■>  ^  _  -  ^ 


(12) 

miil  ebenHO 


(lä)    |J-t(i-«;)5i(»i),  If;— i(H-»:)S5,(»,),  |J-».5,W 

(16)  «-;_^^>i__,. 

8., 

Ferner  hat  maD,  wenn  ^ngs  der  Fläche  z  als  (reelle)  Funktion  von 
X  und  y  betratditet  wird, 

(")  8.;-i's.-  +  «»|' 

Aus  (17)  und  (12)  ergeben  sich  nun  fOr  ^  /  -^  und  -^  /  jr  ■^"*" 
drücke  a  ±  ii,  c  ±  (Jt,  und  aus  (18)  und  (16)  dieselben  Werte,  zu- 
nächst abgesehen  von  der  Zuordnung,  auch  für  -_*-  /  ^--  und  3  /  ^  ■ 
Und  da  -w—  /  -3—  nicht  gleich  ^  -  /  -5—  werden  kann,  so  müssen  die 
beiden  Quotienten  einander  konjugiert  sein,  und  ebenso  -^  / -.—  und 
--—/-  —  ■  Vermöge  (11)  und  (15)  gilt  dasselbe  für  s^  und  Sj.  Als- 
dann werden  wegen  der  Realität  von  x  und  y  die  Ableitungen  ^— 
und  -^,  -^  und  —■  konjugiert  komplexe  Größen,  und  demnach 
schließlich  auch  die  durch  (10)  und  (14)  bestimmten  Funktionen  %^{s^ 
und  %,(s,). 

Man  kann  die  gefundene  Darstellung  vom  Integralzeichen  befreien, 
indem  man 
(19)  %.{^.)---lf^ 
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setzt.     Dadurch  ergibt  sich 

(20)         »  -  S  (.-(l  +  ^)  ^5P  -  2.\  ^2.''"'  +  2i^.(».)) 

§  134. 

ffphUrl'wh^*  AbbUdnng  der  MiniTn  ni  mt«ii  an . 

Um  die  Evoluten  der  MmimalflSchen  darzostellen,  brauclit  man 

noch  die  Richtongskosinua  der  Normale  und  einen  HauptkrQmmmigs- 

isdius.     Dea  auf  S.  49   stehenden  Ausdrücken  entsprechend  hat  man 

zu  setzen,  dabei  aber  T  neu  zu  definieren,  weil  T*  jetzt  oicht  mehr 
positiv  ist    Aus  den  Qleichungen  (9)  und  (13)  folgt 

TX-4(»,  +  s,){»,8,  +l)5.(s,)g,(»,) 

(2)  Tj--i(«.-s.)(v,  +  ijaüWafe) 

TZ-{{v,-  i)(v.  +  i)5.('.)8.W 

(3)  T\ — ■l-(''.''.  +  i)'5.(».)'5,(».)'. 

T  soll  nno  so  gewählt  werden,  daß 

W  ^--^Th^'i'        ^-•JfTi'       -^"mITi 

wird.     Hieraus  kann  man  umgekehrt  s^  und  s,  berechnen  und  erlullt 

(5)  ^-^tp. 

Reeller  und  imaginärer  Teil  von  Sg  sind  jetzt  leicht  geometrisch  zn 
deuten.  Man  projiziere  den  Bildpunkt  (X  YZ)  des  FlSchenpunktes  (xye) 
vom  Schnittpunkt  der  Einheitekugel  mit  der  positiren  .e-Achse  aus 
auf  die  (a;p)-Ebene.  Für  die  Koordinaten  m,  v  der  Projektion  ergibt 
sich  aus  der  Anschauung  sofort 
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l'  +  C'  +  l)' 
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aodaß 

(7)  s„  =  «  +  p» 

wird.     Erteilt  man  u  einen  konstanten  Wert  C,  so  erhält  man 

x  +  cz~.c, 

die  Gleichung  einer  El>ene,  die  durch  den  Pol  (0,  0,  1)  der  Projektion 
hindnrchgeht  nnd  der  y- Achse  parallel  ist.  Entsprechendes  gilt  fOr 
V  =  C.  Die  Punkte  der  Kugel  sind  also  auf  zwei  Kreisscharen  be- 
zogen. In  (4}  eingeführt,  liefern  die  Parameter  dieser  Scharen  die 
Ausdrücke 

(8)  X  =  - -r:,-".-r-T >         y  =    T-_i_- Vi -T ,         Z~  -I  +  ^It! * 
Endlich  erhält  man  hieraus 

(9)  ä.'-i 
oder,  den  ursprfinglichen  Formeln  (4)  gemäß, 

Das  sphärische  Kurvennetz  u  —  const,  v  =  const.  ist  demnach  isome- 
trisch. 

Zu  (10)  gehart  für  die  Hache  selbst  die  ans  (7)  des  vorigen 
Paragraphen  folgende  Formel 

(11)  ds*-(_s^s,  +  l)'S,{s,)gf,(5.)ds<,ds,. 
Aus  beiden  zusammen  ergibt  sich 

(12)  ds"  -  i"-*  ii>l  g.(s.)  g,(s,)  ä,'. 

Eine  Minimalfläche  wird  also  durch  parallele  Normalen  konform  auf 
die  Einheitskugel  abgebildet. 

Fflr  diese  Tatsache  läßt  sich  ein  einfacherer  Beweis  geben,  bei 
dem  die  explizite  Darstellung  der  Koordinaten  nicht  gebraucht  wird. 
Die  Minimalflächen  gehören  zu  den  Weingartenschen  Flächen.  Wird 
eine  solche  auf  die  Parameter  der  KrümmungsÜnien  bezogen  und 

ds*  -  E*dp*  +  G'dq* 
gesetzt,  so  kann  nach  S.  380(14) 

(13)  G'^e^ftli"-*--' 

angenommen  werden.  Dieser  Ausdruck  wird  hier  gleich  p,,  und  E* 
erhält  denselben  Wert.     Demnach  ist 

(14)  rfs'  =  e,(rfp*  +  d9'). 
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Auf  rersctiedenen  Wegen,  z.  B.  durch  Speziülisiening  der  Formeln 
für  @,  5,  ®  auf  3.  226,  findet  man  weiter 

(15)  d«»--(rfp»  +  dg»), 

(16)  ds'  =  ejdfl'. 
Die  Yergleicbung  mit  (12)  ei^ibt 

(17)  p,_M±i)ly^(^y-a^).     , 

Ana  (4),  (17)  und  der  Darstellung  der  Minimalfläclien  lassen  sich 
schließlich  deren  Evoluten,  also  eine  Tollständige  Klasse  aufeinander 
abwickelbarer  Flächen,  unmittelbar  bestimmen. 


Solüebongaflächeu.     Die  Soherksohe  Hlnimalfl&ohe. 

Wegen  des  in  den  Formeln  auf  S.  437  enthaltenen  engen  Zu- 
sammenhanges zwischen  den  Funktionen  eines  komplexen  ArgomentB 
and  den  MinimalSächen  nehmen  diese  nebst  den  aus  ihnen  abgeleiteten 
in  der  Gesamtheit  aller  Flächen  eine  Sonderatelinng  ein.  Sehr  inter- 
essante Untersuchungen  haben  sich  an  Aufgaben  angeschlossen,  die 
die  Bestimmung  von  Minimalflächenstücken  bei  vorgeschriebener  Be- 
grenzung fordern.  Allein  diese  Aufgaben  mQssen  hier  außer  Betracht 
bleiben,  weil  fUr  sie  dieselbe  Bemerkung  gilt  wie  am  Schluß  des  §  76. 
Es  sind  funktionentheoretische  Probleme  in  geometrischer  Einkleidung. 

Aach  abgesehen  von  solchen  Problemstellungen  soll  die  Theorie 
dieser  besonderen  Klasse  von  Flächen  nicht  weiter  verfolgt  werden. 
Kur  werde  noch  gezeigt,  wie  man  unter  Umständen  spezielle  Minimol- 
ääcben  durch  Hinzanahme  anderer  Eigenschaften  zu  if=-0  finden 
kann,  ohne  die  allgemeine  Darstellung  der  Koordinaten  als  bekannt 
voraQBznsetzen.  Im  §  31  ist  eine  Minimalfläche  bestimmt  worden,  die 
zugleich  Umdrehungsfiäche  ist.  Nuo  tritt  der  Vorstellung  der  Drehung 
die  der  Farallelverschiebung  zur  Seite.  Um  nicht  zu  elementare  Resul- 
tate zu  erhaltea,  nehmen  wir  an,  eine  beliebige  Raumkurve  werde  so 
verschoben,  daß  jeder  ihrer  Punkte  eine  einer  anderen  Baumkurve 
konjgruente  und  gleichgestellte  durchläuft.  Ihr  geometrischer  Ort  wird 
dann  als  Schiebungsfläche  (Tran slationsöä che)  bezeichnet.  Die  be- 
wegliche Kurve  sei  fest  mit  einem  Ächsensjstem  verbunden,  das  dem 
im  Räume  festen  parallel  ist,  und  ihre  Koordinaten  im  beweglichen 
System  mögen  als  Funktionen  eines  Parameters  «  betrachtet  werden. 
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fi^ti),  g,iit),  ^(u)'  Sind  x^,,  y,,  e^  die  Eoardinaten  des  Anfangsptuiktes 
des  bevr^lichen  Systems  inbezag  auf  das  feste,  so  ist  die  Darstellung 
der  Karre  ffir  dieses  System: 

a^  -  a^o  +  A(").         y  -  yo  +  ^i(")'         '-'o  +  *iC")- 
Gibt  man  nun  «  irgend  zwei  Terschiedene  konstante  Wert«,  so  sollea 
der  Anuahme  nach  zwei  Oleidiungssysteme  der  Form 

«-*Ki  +  ^(p).      yyn  +  sMf     '-«» +  *!(») 

entstehen,  wo  ar,g,  ■  ■  ■  .^  Eonstanten  sind.     Dies  ist  nur  für 

I. -/■.(«),      9,-sM,      '.-».W 

möglich;  wenigstens  wenn  Ton  drei  additiven  Konstanten  abgesehen 
wird,  die  bei  passender  Wahl  des  Anfangspanktes  gleich  Null  gesetzt 
oder,  was  anf  dasselbe  hioauskommt,  in  die  Funktionen  ft{v),  . . .  auf- 
genommen werden  kSnnen. 

Hiernach  ist  die  Darstellang  der  Schiebungsfiäche: 

'-fM  +  fM 

(1)  »-s.(») +  «■(•) 
»-*■(«)  +  »>(-)• 

Der  blo£e  Anblick  der  Gleichnngen  lehrt,  daß  die  Fläche   noch  anf 

eine  zweite  Art  dnrch  Verschiebung  einer  Kurve  erzengt  werden  kann. 

Die  drei  Koordinaten  genügen  der  partiellen  DifFetentialgleichong 

^'^   -0 

dudt     " 

und  damit  der  Bedingung  Jf  —  0,  d.  b.  die  beiden  Scharen  erzeugender 
Kurven  sind  einander  konjugiert. 
£s  sei  nun  ganz  speziell 

(2)  2  -  fix)  +  ^{y). 

Die  Frage,  ob  dnrch  eine  solche  Gleichung  eine  Minimalääche  dar- 
gestellt werden  kann,  ist  leicht  zu  beantworten.     Da 

(3)  «  -  0 

ist,  so  reduziert  sich  die  partielle  Differentialgleichung 

(4)  (1 +  «')r-2p3S  +  (l +!>■)( -0 
auf 

1+7*        i+T" 
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d.  h.  auf 

l  +  ,>'(x)'  "        l  +  *'Cy)' 

Hierio  müsBen  die  linke  and  die  rechte  Seite  gleicb  einer  und  der- 
selben konstanten  C(r5ße  sein: 

-        <p"W     _  „        __*lört_ 

Nach  Weglassnng  unv^eBentlicber  Konstanten  erhält  man 

(6)  «"-^Hl- 

Dies  ist  die  Üleichang  der  Scherkschen  Minimalfläche. 

Die  zu  ihrer  Herleitang  angewendete  Methode  besteht,  allgemein 
gesprochen,  darin,  die  MinimalSäche  anQer  der  für  sie  charakteristiBchen 
Gleichnng  (4)  noch  einer  zweiten  partiellen  Differentia^leichnng,  im 
Torli^enden  Falle  (3),  zn  unterwerfen.  Selbstrerständlich  braucht  eine 
solche  nicht  ebenfalls  von  der  zweiten  Ordnung  zu  sein.  So  wOrde 
bei  der  Fr^e  nach  den  RotationsflächeD  die  mit 

gleichbedeutende  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnong 

py  —  qx  —  0 

hinzutreten.  Zu  bemerken  ist  aber,  daß  im  §  31  ebenso  wie  hier  der 
Erfolg  der  Methode  in  der  Kenntnis  des  Integrals  der  hinzugenommenen 
Differentialgleichung  begründet  ist 

§  136. 
Sine  aweite,  durch  die  IfininLalflftohen  bestimmte  SUsae 

aufeinander  abwlokelbarer  nfiohen. 
Weingarten  hat  bewiesen,  daß  durch  die  Minimalflächen  noch  eine 
andere  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  bestimmt  wird.    Man 
kommt  auf  sie  durch  Benatzung  eines  speziellen  Paares  von  Parametern. 
Es  sei 

(1)  xX-\-yY-k-zZ=p 

(2)  |(^'  +  V+«')-2. 

ji  ist  also  der  algebraische  Wert  des  Äbstaudes  der  Tangentialebene 
TOm  Anfangspunkt  der  Koordinaten,    q  das  halbe  Quadrat   des  von 
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diesem  Punkte  ausgehenden  ßadiusrektora  der  Fläche.    Welche  Form 
nehmen  die  Weingartenscben  Gleichungen 

dX      ^    dx  dx 

fQr  diese  Parameter  an? 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  durch  Differentiation 


(6)  2-»-«'    ^'t-i- 

Setzt  man  för  die  Ableitungen  der  Bichtnngskosinns  der  Normale  die 
Werte  aus  (3)  in  (4)  ein  und  benutzt  (5),  so  erhält  man 
(6)  ,„  -  1,       ,„  -  0. 

Nun  ist  nach  S.  225(16,  13) 

Ä'--(lu+'!..) 

folglich  wird 

m  1u  --B,       <,„--  K, 

und  die  Weijigarteiischsn  Gleichungen  lauten 


(8) 

W "Ji  +  U 

dX             _8a! 

Es  sei  nni 

aus  der  ersten 

Gleichung  (8)  herrorjehende 

(9) 

SX       8x 

bildet  mit  den  beiden  entsprechenden  zusammen  das  System  der  Inte- 
grabilitätsbedingungen  für  die  drei  DifFerentialausdrücke 

xdp  +  Xdq  —  dx' 
(10)  ydp  +  Ydq  -  dy' 

zdp  -\-  Z dq  =  dz. 
Betrachtet  man  die  hiernach  durch  Quadraturen  bestimmbaren  Orößen 
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x',  y',  B  als  Eoordiaateii  einer  neuen  Fläclie,  so  findet  man  für  das 
Linienelement 

^dz'^  -  dp*  ^x-  +  2dpdq2xX  +  dq*  ^X», 
d.  h. 

(11)  ds'*  -  2qdp*  +  2pdpdq  +  d«». 

Dieaer  Ansdrack  ist  von  der  speziellen  Minimalfläche,  deren  Koordi- 
naten X,  y,  s  nebst  den  zugehörigen  Größen  X,  T,  Z  bei  der  Bildung 
von  x',  y',  e  benutzt  worden  Bind,  Tölljg  unablüngig.  D,  h.  amtliche 
Flächen  mit  den  Koordinaten  x',  y'^  z'  sind  aufeinander  abwickelbar. 
Umgekehrt  lassen  sich  alle  Flächen,  für  die 

(12)  £'=2?,         F'-p,         G'-l 

ist,  in  der  angegebenen  Weise  durch  die  Miaimalfiächen  darstellen. 
Denn  sind  x',  y',  >'  die  kartesischen  Koordinaten  irgendeiner  solchen 
Fläche,  so  setze  man 

'?■  _  X  ^'-  -  V  ?''-  -  » 

dp        '       dp      " '       dp 
i'-x,      |i-r,      |<-z 

und  betrachte  X,  y,  z  als  Koordinaten  einer  neuen  Fläche.  Die  Be- 
hauptung wQrde  bewiesen  sein,  wenn  gezeigt  wäre,  daS  fQr  diese  die 
mittlere  Krümmung  verschwindet  und  daß  X,  Y,  Z  für  sie  die  Be- 
deutung der  Richtangskosinus  der  Normale  haben.    Nun  ist 

2^  -2('f)"=«'-' 

^      dV~^di    dp*    ~'dp         i'dq'"^ 

^        dq~^  dq    dpdq^  ^    dp     "     ' 
mithin  gilt  der  zweite  Teil  der  Behauptung.     Femer  ist 

dx     dx 

.dp  ~  3q' 
und  dies  würde  mit  der  ersten  Gleichung  (8)  vei^Iicben 


liefern,  wenn  p  und  q  wirklich  dieselbe  Bedeutung  hätten  wie  in  jener 
Gleichung.    Ea  wird  aber  in  der  Tat 
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und  es  gelten  also  die  drei  Gleicliangfln 

-  0,      H^  -  0. 

'  dp 

Aas  ibnen  würde  m&D  H='0  nicht  schließen  können,  wenn  gleichzeitig 

(13)  t-o.       f-o.        ^-0. 

and  demniwh  das  durch  die  Gleichungen 

dx'  ay"  as' 

^-V       ^"ay       *"äF 

ans  der  Fläche  (x',  Jd',  «')  abgeleitete  Gebilde  nicht  eine  F^he,  son- 
dern eine  Kurve  wäre.    Die  dann  ans  (13)  folgenden  Gleichungen 

f-<-o,      ä-0,      1^-0 

8p*         '         dp*         '         dp' 
oder 

x'~x^-\-  ap 

»'=»0+  ^P 

kennzeichnen  die  FÄche  («',  y", «')  als  geradlinig.   Vergleicht  man  ihre 
Fnudamentalgrößen  mit  den  durch  (12)  bestimmten,  so  erh&lt  man 

Sowohl  aus  der  ersten  wie  aue  der  zweiten  dieser  Beditigangen  folgt 
und  aus  der  dritten  u.  a. 

Diese   beiden  Ännabmen   widersprechen   sich,   die   Gleichungen   (13) 
können  nicht  bestehen,  und  es  bleibt 

übrig,  womit  auch  der  erete  Teil  der  Behauptung  bewiesen  ist. 
Setzt  man 

(14)  g-|H, 
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so  kann  man  dorch  die  weitere  Sabstitation 
(16)  r  +  p-u,        r~p-v 

die  Fläche  ix',  y\  z)  auf  orthogonale  Koordinaten  hringen.  Es  wird 
mimlich 

(16)  rfa'»  =  -l^wdw»  +  vdv*). 

Das  Koordinatennetz  ist  isometrisoli.  Um  Äbbildongsparameter  eiuzn- 
führen,  kann  man 

«dw*  =  mdo*,         vdv*  =  mdß* 
setzen  and  über  die  Konstante  m  so  verfQgen,  daß  in 

ds'*  -  m-  («'  +  ß^)  (d«'  +  dß*) 
t»'—  1  wird.    Die  Sabstitnüon  wird  dann 

(17)  u  -  yi«^,      V  -  V^ß^, 

und  die  Formel  för  das  Linienelement 
-  (18)  ds'«-(a*+/J*)(rf«*  +  d^»). 

ds'*  hat  also  die  LionTÜleacbe  Form  (§  83). 

§  137. 
TeraUgemelnerang  der  Ergebniue  des  vorigen  Paragraphen. 

Die  Gleichungen  (10),  die  zu  der  Formel  (11)  für  das  Linienele- 
ment  ds  geführt  haben,  sind  Ton  Weingarten  selbst  Tersllgemeinert 
worden.    Es  werde  gesetzt: 

xdtp^  +  Xdfpi  —  dx' 

(1)  9^9»+  Ydip^-dy' 
ed(pf  +  Zdtf)^  =  ds', 

wo  9),  nnd  9:,  g^ebene  oder  zu  bestimmende  Funktionen  der  Para- 
meter p,  q  bezeichnen.  Wenn  die  Int^rabilitätsbediBgimgen  für  die 
drei  Differentialaosdrücke  erfailt  sind,  wie  es  beim  Ansatz  (1)  bereits 
voraoBgesetzt  wird,  so  können  x',  y,  ss  als  Koordinaten  einer  Fläche 
angefaßt  werden,  deren  Liuienelement  dnrch 

(2)  ds'*  -  23dy;  +  2i)dy,d9.,+  d^ij 
bestimmt  wird. 

Nun  ist 
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mithin  lautet  die  Integrabüitätsbedingong 


oq\     dp       '  cp   I         dp\      Cq_       ' 


X^ 


^3  9p         9a   pp         dp   dl         dp    dq 

Werden  hierin  fQr  ■^-  und   -—  die  Werte  (8)  eingesetzt,  so  erlült  die 
Gleichung  die  Form 


+  "-  -0 


dp   ^  '^  dq 


ist,  80  muß  A  —  0,  ft  —  0,  d,  h. 


99,    _    5<Pl_  _  A 

sein.    Die  letzte  Bedingung  ist  mit 

df  d<p 

'Pi  =  3p-,  Vi  =3-3 

gleichbedeutend,  und  die  vorletzte  liefert  dann 

(3)  h/"' -ü:  *>-!>- 0. 

■■  '  9i>93  dp*        dq 

Die  Einführung  von  H,  K,  p  und  q  transformiert  diese  Gtleichang  in  eine 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  Flächen  {x,  y,  e). 
Und  wenn  für  bestimmte  Annahmen  über  die  Funktion  tji  das  allge- 
meine Int^pral  dieser  Gleichung  angegeben  werden  kann,  so  laßt  sich 
aus  (1)  mittels  Quadraturen  eine  Klasse  Ton  Flächen  [x',  y,  e')  be- 
stimmen, die  zu  dem  durch  (3),  nämlich 

(4)  ■      .,-.=  25(.^»)'+2..|»<i|f  +  (.»J)' 

definierten  Linienelement  gehören.  Sie  bilden  eine  vollständige  Klasae 
aufeinander  abwickelbarer  Flächen,  wenn  die  Rechnung  in  demselben 
Sinne  wie  im  vorigen  Paragraphen  umkehrbar  ist,  worauf  jedoch  nicht 
aufs  neue  eingegangen  werden  soll. 
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Weingarten  hat  aun  gefunden,  daß  f(lr 

(6)  <p-^+ß^-Pl 

die  Relation  (3)  auf  eine  int^able  Gleichnng  fabrt.     Es  wird 

(6)  ^-p'  +  ßp-,.        %—P 

m         f;.-sp+ß.     e%--h     |>-o, 

&lflO 

ff+jr(2j.  +  /))-o 

oder 

(8)  (,+g,-^2p-ß. 

Die  hieidaroli  äorgestellte  partiellfl  Differentialgleichnng  erscheint  in 
besondera  fibenichtlicher  Form  bei  Benatznng  komplexer  Parameter, 
die  mit  den  im  §  133  eingeführten  in  nnmittelbaiem  Zusammenhange 
stehen.    Naeh  S.  347  (6)  ist 

(9)  <■.  +  ».  —  ä^-iVa.  -  -%  --+J^  —  -z—  }■ 

Setzt  man  uan  in  der  Fonuel  S.  440(10) 

(10)  »o-«>        h ~, 

80  wird 

also 

(12)  15-S-O,       5-(„i-.,-, 

und,  im  zweiten  Gliede  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  vorkommend, 

(13)  a:p-{»-.)'3?;|;„ 

mithin 

(14)  j,  +  f, 2P-(«-.)'/Jf_. 

Da  hier  p  ~  P  ist,  so  geht  ans  (8)  die  partielle  Differentialgleichang 

heiTor.    Ihr  allgemeines  Integral  ist  ohne  weiteres  angehbar,    . 
(16)  P  -  ^  log  («  - 1.)  +  9>(tt)  +  ^(r). 


ih,  DiffttantUlgHmatrl«. 
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Ftlr  das  Linieaelement  der  abgeleiteten  Fl&ohen  gilt  nach  (4)  die 
Gleichoog 
(17)  ds'-iqdif-2pipd{p'-^-fp-q)-^-(d(.li'-{-ßp-  qt)' 

ds-'-!iqdp--2d^(d(^  +  ßp-q)+d^) 

+  {ä{i  +  fp-,)  +  dt)' 

-2qdp'  -  {d'^)'+  (d{l^  +  Pp-q))' 

-p<)dp'  +  (d(^  +  ßp-q)J- 


Setzt  m&n  also 


^  +  ßp-g-~», 


80  erhSlt  man 

(18)  ds'  -  du*  +  2(w  +  ßp)dp'. 

Fflr  ß  —  0  liefert  diese  Formel,  wenn  p  Y2  —  v  gesetzt  wird,  das 
Iiinienelemeiit  der  Evolute  einer  Mioimalflache  (§  131). 

8  138. 

Die  lAplAoesoIie  and  die  Bnlereohe  Diffexentialglelohimg. 

Der  Ausdruck  (5)  der  Funktion  ip  kann  dadurch  weiter  verall- 
gemeinert  werden,  daß  auch  der  dritten  Potenz  von  p  noch  ein  be- 
liebiger konstanter  Faktor  hinzugefOgt  wird.  Das  Linienelement  ds' 
der  aufeinander  abwickelbaren  Flächen  enthält  dann,  nach  Reduktion 
auf  eine  der  Formel  (IS)  entsprechende,  im  Koeffizienten  von  dp*  noch 
ein  Glied  mit  p*.  In  der  Gleichung  (8)  ist  der  Koeffizient  der  Größe  p 
von  —  3  verschieden,  und  dies  bewirkt,  daß  bei  Benutzung  von  (14) 
P  auch  außerhalb  des  Differentiationszeichena  stehen  bleibt.  Die  Kon- 
stante ß  ist  hier  ohne  wesentliche  Bedeutung  und  kann  weggelassen 
werden;  wichtig  ist,  daß  die  partielle  DifTerentialgleicfaong  (15)  durch 
eine  der  Form 

vertreten  wird.    Sie  ist  schon  von  Euler  auf  ihre  Integrabilitat  unter- 
sucht worden. 

Ein  natürlicher  Weg,  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung  zu  vereuchen,  geht  davon  aus,  zunächst  eine  Ab- 
leitung der  gesuchten  Funktion  als  abhängige  Variable  zu  betrachten. 
Setzt  man  demgemäß  z,  B. 
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BP       p 

und  leitet  aus  (1)  eine  Differeatialgleiohaiig  fQr  P^  ber,  80  bemerkt 
man  aogleich,  daß  darin  aach  die  Ableitung  ^-  '  linear  auftritt  Die 
Erörterong  soll  infolgedessen  an  die  allgemeinere,  nach  Laplace  be- 
nannte Differentialgleichung 

geknQpft  werden,  in  welcher  a,  b,  c  gegebene  Funktionen  von  u  und  v 
bedeuten. 

Es  werde 
(3)  ^^^  +  aP-P^ 

gesetzt,  so  ergibt  sich  znnächat 

|^-P|"+KP.-aP)+cP-0 


oder  fllr 

w 

(6) 

Wäre  nun 

l^  +  fcP.-ÄP-O. 

Ä-0, 
so  wSrde  das  allgemeine  Integral  bekannt  sein, 

und  die  SobBtitutiousgleichung  (3)  wärde  ala  gewöhnliche  lineare  Diffe- 
rentialgleichong  erster  Ordnung  mit  der  unablmngigen  Variablen  v  \i0- 
handelt  werden  können.  Ihre  allgemeine  Lösung  ist  also  durch  Qua- 
draturen darstellbar;  dabei  tritt  eine  zweite  willkflrliohe  Funktion  auf, 
und  zwar  von  u. 

Ist  h  nicht  gleich  Null,  so  kann  man  P  ans  (5)  in  (3)  einsetzen 
und  erhält  fUr  P^  eine  DifFerentialgl'eichong  derselben  Art  wie  (2) 

w  dudv  +  "'  9»-  +  ^  a«-  +  '^^i  -  ^' 

wo  die  neuen  Koe^zienten  folgende  Werte  haben: 


c,—  g  -  — A- 


j_  dh 


.Gooqfc 
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Wäre  jetzt  P,  beksimt,  so  vQrde  man  P  aas  (5)  durch  Differentia- 
tion finden.  Nun  entapricht  der  Größe  h  fOr  die  partielle  Differential- 
gleichoDg  (6)  die  Verbindni^ 

*,=  |a  +  a,J-c„ 
d.h. 

(8)  i,=)i+.«i_|»_i;ifi. 

Dieser  AoBdmck  wird  noch  ilbersiciitlicher,  wenn  gleichzeitig  mit  h 
die  Oröfle  k  eingeführt  wird,  auf  die  man  kommt,  wenn  man  statt  (3) 
die  Sobstitntion 

{»)  l^  +  i-p-p' 

anwendet.    Da 

(10)  k  -  II-  +  ab-c 
■m  setzen  ist^  so  wird 

(11)  *.-2*-*-'äl"f.'- 

Das  allgemeine  Int^pral  Ton  (6)  nnd  damit  aoch  Ton  (2)  bann  als 
bekannt  gelten,  wenn 

A,-0 

ist.    Trifft  dies  nicht  zu,  ao  ist  noch 

*,  =  «»  +  »,»-«, 

zu  untersuchen,  weil  fQr  ki=-0  dasselbe  gelten  wQrde.    Allein  nach 
(7)  wird  Jci  gleich  h,  kann  also  der  Annahme  nach  nicht  KuU  sein. 
Setzt  man  demgemäß  die  Transformation  in  derselben  Weise  weiter 
fcü,  so  kommt  man  auf  eine  Reihe  ron  QröSen  h,  \,  h^,  ■  ■  ■,  wo 

(12)  *,-2*.-»--»;ifi 

und  allgemein 

(13)  \-2Ä^-i-' 


i'logA,. 


ist.    FQr  die  Gleichung  (1),  also  unter  den  Annahmen 

(14)  o-O,         6-=0,         c  ^  -  ,     "  ,, , 

\     '  (M  _  e)'  f 

wobei 

k-h 
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wird,  ist  ob  nnoötig,  noeli  eine  weitere  Reihe  Ton  Größen  hinzuzu- 
Dehmen,  deren  Anfangeglied  h  ist  und  die  bei  einer  zweiten,  mit  (9) 
beginnenden  Kette  Ton  Transformationen  auftreten. 
Im  besonderen  ist  fSr  die  Werte  (14) 


*>-*  +  S 


.)■      (. 


*.-»■  +  (».-»)  + (i^-^ -*.  + (^,,  -  (1^. 


".-V.  +  ii^. 


(16)  h.-^ 

Hiernach  sind  die  Fläohen  des  oben  besc]iriebeiieii  Linienelemeots  imiDer 
dann  bestimmbar,  wenn  a  der  Bedingung 

(16)  «--„(„  +  !) 

gen&gt,  in  der  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

§  139. 
Die  LioiiTUIesohe  DifTereDtlalgleioliimg. 
Eine   andere,    bei    verschiedenen   Untersuchungen    Torkommende 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Integral  ebenfalls  aUge- 
mein  beBtimmt  werden  kann  und  die  die  Form 


hat, 

ist  die  LioaTÜlesche 

(1) 
oder 

(2) 

SÄ- 
a'iogi 

-i. 

Wir  setzen  nach  LiouTÜle 

und  integrieren,  ohne  links  die  Transformation  durchzuführen,  nach  u, 
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d.h. 

und  bei  nocliinaliger  Int^p^tion  nach  derselben  Variablen; 

w  I*— ■!■*'+/■(•)»+«(<')■ 

Diese  CMeicbuiig,  in  der  onr  die  eine  unabhängige  Variable  «  explizite 
vorkommt^  ist  vom  Riccatischen  Typue.  Ihr  allgemeines  Integral  kann 
dvirch  Quadraturen  ermittelt  werden,  wenn  eine  spezielle  Lösung  ^(v) 
bekannt  ist.    Es  sei  dann 

(5)  #_j(,)_i.. 

Uatei  BerQcksicbtigung  der  Identität 
geht  (4)  in 

(6)  li  +  (im  +  m)t-Y-^ 

aber,  eine  lineare  Differentialgleichung,  deren  allgemeines  Integral  ohne 
weiteres  angebbar  ist  Die  auftretend«  willkürliche  Konstante  ist  durch 
eine  Funktion  Ton  u  zu  ersetzen.    Sehreibt  man 

so  wird 

also 

(8)  o-.^-^^-'i^-. 

Die  Funktion  ^  vertritt  die  vorher  eingeführte  unbestimmte  Funktion  f. 

Nun  handelt  es  sich  aber  nicht  um  #,  sondern  um  X  =  -.—  •   Man 

'  du 

braucht  also  die  spezielle  Lösung  %{''>)  g&ruicht  zu  kennen,  sondern 
erhält  sofort 

m  1        gy'("X("> 

^  -'  (5>W +  '/'("))•■ 

Daß  die  beiden  Funktionen  <p{u)  und  ^(v)  ganz  willkSrlich  ange- 
nommen werden  dürfen,  wie  der  Begriff  des  allgemeinen  Integrals  der 
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OleichoQg  (1)  es  fordert,  folgt  unmittelbar  durch  Verifikatioti  der 
L5simg  (9). 

Ist  allgemeiner  die  Differentialgleichtuig 

(10)  -J^  -  ae"' 

oder,  fttt  C*"  —  l, 

(!')  S-  =  »" 

gegeben,  bo  beißt  das  Integral 

(12)  '-  irr" 

Ein  Znsammenhang  'zwischen  der  Lioanlleseben  Difierentialglei- 
chung  und  dem  hier  Torliegenden  Problem  ei^bt  sich  vermittelst  der 
Anaahme 

(13)  p,+  p,_l(e.-_l)_2P. 

Die  aus  ihr  berrorgebende  partielle  Differentialgleichung 

(14)  (._„,.;j_|(,_,.,) 
winl  nämlich  dratsh  <üe  Sabstitntion 

(15)  p_ll„g(„_,)  +  . 


.»(g-W  +  iM«" 


abergefBlirt.    Und  andererseits  ist  (13)  für  P— p  ein  Spezialfall  der 
QleichuDg  (3)  aaf  S.  448,  nämUch  unter  den  Voraussetzungen 

(")       0-21' -}('"-!).        wk—^,        l^-Ö. 
vermöge  deren 

gesetzt  werden  kann. 

Das  Linienelement  der  zu  (13)  gehörenden  Flächen  (x',g',z')  be- 
stimmt sich  nach  einer  einfachen  Transformation,  die  der  auf  S.  450 
ansgefabrten  genau  entspricht,  durch  die  Formel 

(19)  ds'*  _  d«»  +  2  («  +  y  p  -  -^  e<^)  d^. 
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§  140. 
Zmammenhang  der  sphKrlBohen  Abbildung 
mit  der  Theorie  der  Welngartetuolieii  Fläohen. 
Die  Ennittelaog  einer  Tollsföndigen  Elaeae  aufeinander  abwickel- 
barer FUlcben  knüpfte  nach  dem  Weingartenschen  Satze  der  Tiieorie 
der  Erolaten  an  die  Integration  einer  partiellen  DifFerentialgleicbnng 
2.  Ordnang 

Pi  =  Ket) 
an.    Zur  Lösung  derselben  Aufgabe  kann  man  nach  Weingarten  audi 
ein  indirektes  Verfahren  anwenden,   das  dem   zuletzt   auseinanderge- 
setzten inBofem  ähnelt,  als  es  ebenfalls  ron  der  Bphärischen  Abbildung 
einer  Fläche  ausgeht. 

Der  Wetngartenscbe  Satz  stützte  sich  auf  die  Differentialgleichung 
S.  380(12) 
eil  SJogVG^  _        p.     _  le. . 

Diese  und  die  ihr  entsprechende 

(2)  ll'*l.f^l  _         P.         _3pl 

sind  mit  der  zweiten  und  dritten  Fundamentalgleichung  identisch,  p  und 
q  bedeuten  die  Haupt^srameter,  und  diese  Annahme  soll,  abweichend 
von  den  Bezeichnungen  in  den  Paragraphen  136 — 139,  von  nun  an 
wieder  festgehalten  werden. 

Gleichungen  von  der  Form  (1,  3)  müssen  auch  für  die  Funda- 
mentalgrößen der  Einheitskugel  gelten.  Sie  können  entweder  ans 
8.  341  (ß)  oder  einfacher,  nachdem  die  obigen  Formeln  einmal  be- 
wiesen sind,  mit  Hufe  der  Beziehungen  S.  226(35) 

®_(n, -)-«,)£ -»,«,£,... 
abgeleitet  werden. 

Da  für  die  Hauptparameter 

Ji"  =  0,         M'-O 
ist,  90  wird 

(3)  S'-O. 

Die  sphärischen  Bilder  der  Erümmungslinien  sind  aufeinander  senkrecht 
(vgl  3.  254). 

Die  Formeln  für  die  beiden  von  Null  verschiedenen  Fondamental- 
gröSen  werden  bei  Benutzung  von 
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(4)  g'-»J£%         ®'  =  n\0*  ' 
oder 

(5)  £'=pje%  G'-pJ®-. 

Mittele  dieser  Ausdrücke  gehen  aus  (1)  und  (2)  die  Gleichmigeii 

(R\  aiog  V^  1        3p, 

w  dp       '^  St-Qt  'dp~ 

*•   •'  dq         ~  ti  —  Qi    dq 

herror. 

Ist  der  eine  der  beiden  Haoptkrammungsradieii  eine  Funktion  des 
anderen,  also  die  Fläche  eine  Weingartenscbe,  so  kann  man  nach  (1,  2) 

(8)  d^  —  e  -J  f'<('-  V'i  dp*  +  e  ■Jo^'-e'-v^dq* 
setsen,  and  nach  (6,  7): 

1  /■-**-  1  /"-^ 

(9)  de'=-e  Jvr-^|^  dp*  +  e  Jv^-«^  dql 

Von  den  vier  Fanktionen  einer  Variablen,  als  weldie  die  Funda- 
mentalgrößen E',  (?,  IS*,  @*  eracheitien,  soll  nun  f£*  bevorzugt  werden. 


(10)  T/r : 


(j  nnd  ^j  werden  dann  Funktionen  von  k.    Setzt  man 

(11)  ft-»(i), 
SO  ist  infolge  von  (10) 

(12)  (ff»{h)~k»'{k). 

Die  Relation  zwischen  p,  und  p,,  die  eine  bestimmte  Klasse  Wein- 
gartenscher  Flächen  charakterisiert,  würde  aus  (11)  und  (12)  durch 
Elimination  von  h  folgen.    Es  ist  noch 

(13)  •        «'-4,,, 
also 

Angenommen,  es  sei  umgekehrt  das  Quadrat  des  Linienelements 
der  Einheitskugel  in  dieser  Form  gegeben,  d.  \.  X,  T,  Z  als  Funk- 
tionen zweier  Variableu  p,  q  so  bestimmt,  daß  die  Gleichong  (14)  gilt. 
Die  Gaußschen  Gleichungen  für  X,  Y,  Z  (S.  336(11)) 

ZvH      ^'  H       ^»  ag  '■" 

lassen  sich  dann  als  Integrabilit&tsbedingungen  schreiben: 


jdnyGoOt^lc 


458  X.  Abwlmitt    §  140. 

<l^)  -8i(»(*)v)-i((»(*)-*»'*)|f)'  ••     ■ 

Setzt  man  also 

(16)  -f^df^j^'     ~^*8r~^ 


80  können  die  Größen  x,  y,  m  durch  Qaadratnren  gefunden  werden. 
Betrachtet  man  sie  als  Koordinaten  einer  Fläche,  bo  bedeuten  f^  diese 
die  Größen  X,  Y,  Z  die  Richtnngabosinns  der  Normale.  Denn  es  ist 
4er  Annahme  nach  il'K*  =  1,  also  auch 

und  demnach  aus  (16) 

2'^f -0,       ^^f  =  0. 

Dieselben  Gleichungen  (16)  lehren,  daß  infolge  TOn  %~^  auch  f  =-0, 
Jf  —  0  wird,  d.  h.  daß  j)  und  $  die  Hauptparameter  der  Fläche  {x,  y,  g) 
bedeuten.  Die  Gleichungen  (16)  sind  die  Formeln  von  Rodrigues,  in 
denen  p,  und  ^,  die  Hauptkrümmungsradien  waren,  und  zwar  sind 
diese  Größen  hier  Funktionen  einer  Variablen.  Demnach  hängt  die 
Bestimmung  einer  Weingartenschen  Fläche  mit  der  Transformation 
des  Linienelements  der  Einheitskugel  in  die  durch  (14)  definierte  Form 
eng  zusammen. 

Ist  mau  imstande,  diese  Transformation  fUr  eine  bestimmte  Funk- 
tion &  so  auszufahren,  daß  sie  zwei  willkürliche  Funktionen  enthält, 
so  kennt  man  damit  die  allgemeine  Darstellung  einer  bestimmten  Elasse 
Weingartenecher  Flächen.  Mit  dieser  stand  wieder  die  Ermittelung 
einer  volls^ndigen  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  in  ge- 
nauem Zusammenhange.  Und  da  fQr  die  Koordinaten  der  Evolute  nach 
S.  379(2)  und  S.  380(8)  die  Gleichungen 

dp   ' 


(17) 


gelten,  die  der  Bedingung  der  Integrabilität  genügen,  so  bedarf  es  zur 
direkten  Darstellung  von  x^,  y,,  ä,  aus   X,  Y,  Z  ebenfalls   nur  der 
Quadraturen.    Das  Quadrat  des  Linitnelements  wird 
<19)  ds\  -  e'(i-)'tiÄ»  +  IH^. 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Speüelles  apbäriacheB  Jfurreiuieti.  459 

§  141. 
Oeodätiaahe  Ellipsen  und  ^perbelu  auf  der  Binheitakugel. 
Die  Trausforniation  von  de*  in  die  Form  (14)  ist  für  ein  be- 
fitimmtes  ^  in  dem  eben  gekennzeidineteD  Sinne  durchföhrbar,  veon 
die  Punkte  der  Einbeitskugel  in  der  allgemeinsten  Weise  auf  geo- 
dätiBclie  Ellipsen  nnd  Hyperbeln  (§  90)  bezogen  werden.  Von  einer  be- 
kannten Darstellung,  etwa 

X  =  sin  u  cos  e 

(1)  F—  sin  w  sin  « 

Z  =  COSM 

ftu^ehend,  hat  man  zu  dem  Ende  die  partiellen  Differentialgleichungen 

Ay-1^     a;»'-i 

allgemein  zu  integrieren  und  von  m  und  v  zu  -^—  und  — r —  Über- 
zugehen. 

Aus  (1)  folgt 

(2)  da*-du^  +  Bm*udv*, 
d.  h. 

e  =  l,         S  =  0,         @  =  sin»M,         X'  =  sin*«, 

mithin  ist  dos  allgemeine  Integral  der  Gleichung 


(3)  (©  + 


/du'\\ 


-1 


zu  ermitteln.  Man  braucht  dazu  nur  eine  Partikularlösung  mit  einer 
willkürlichen  Eonstanten  u  zu  kennen.  Denn  da  u'  nicht  au&erhalb  des 
Differentiationszeichens  vorkommt,  so  kann  eine  zweite  Konstante  V 
additiv  hinzugefügt  werden;  und  ans  dem  so  entstehenden  vollständigen 
Integral  ergibt  sich  das  allgemeine  dadurch,  daß  a  gleich  einer  will- 
kürlichen Funktion  von  a  gesetzt  und  der  entstehenden  Gleichung 
ihre  partielle  Ableitung  nach  k  an  die  Seite  gestellt  wird.  Nimmt 
man   .  -  «  a  an,  so  findet  man  sofort 

u'—f  '^"°  ■" — —  du  ■{•  av  +  a 
als  Yollständigea,  also 

«'-  /^^'Jf— d»  +  av  +  y(«) 

^^)  r       ~. 
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als  allg^neineB  Istegral.    Dazu  tritt  in  gleicher  Weise 

''-f^i^^ä» +?'  +  *(?) 
(5)  •  _ 

0  -  f-r~^4^-^-.  <;»  +  »  +  ♦•(«• 

Nun  wären  &ua  den  neun  Gleichungen  (1),  (4),  (5)  and 

(6)  -t--P.       "^-1 

die  Parameter  u,  v,  u',  «'  und  die  beiden  HilfsTariablen  a  ond  ß  zu 
entfernen,  um  X,  Y,  Z  durch  p  und  q  auszudr&ckeu.  Diese  Elimina- 
tion ist  zwar  nicht  allgemein  möglich,  doch  läßt  sich  das  Gesamt- 
system von  Gleichni^en  noch  vereinfuchen.  Multipliziert  man  nämlich 
die  zweite  Gleichung  (4)  mit  —  a  und  addiert  zur  ersten,  so  kann 
man  diese  durch 

ersetzen,  findet  also 


und  entsprechend 


(7)  p  +  2  -  arc  sin  ^_^_—  +  ^{v)  —  aq)'{a) 


(8)  p  -  3  -  arc  sin  \-^^J-  +  tiß)  -  ßt'ifi)- 


Hier  kommt  v  nicht  mehr  Tor,  und  diese  Qrö&e  fällt  auch  herauf), 
wenn  man  die  zweiten  Gleichungen  (4)  und  (5)  durch  Subtraktion 
Tcrbindet: 

(9)  y'(a)  -  ^'(/3)  -  arc  sin  ^"''' "  ~^'  -  arc  sin  y^^^^^-. . 

Zur  Darstellung  von  x,  y,  e  oder  wenigstens  von  a:^,  y,,  t^  bedarf 
'  es  noch  der  Kenntnis  von  k  und  f^Qi).    FQr  geodätische  Ellipsen  und 
Hyperbeln  als  Koordinstenlinien  ist  (§  90) 

(10)  dai  =  _^£L  +  _l3!_^ 


mithin  wird 

' 

(11) 

ft  —  Bin  — 

(12) 

»'(*)  -  yi  -  s' 

(13) 

»(t)_ 

\(ut>amli  +  kyV- 

=T>). 
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Der  Ausdrack  (10)  ist  a.  a.  0.  ans  der  Form 
^«''-1-  2  coa  ado'dn'  +  dv'* 

fOr  das  Qaadrat  des  Linienelements  abgeleitet  wordeo.    Non  folgt  aus 
der  ersten  Gleiohnng  (4)  unter  Berflcksichtignng  der  zweiten 

du  —  l^^^-~—-  du  +  tt  dv, 
und  entsprechend  aus  (5) 

dv  —  i-i'^.^t^-  du  +  &dv, 
woraus  veiter  nach  (2) 
j   j       iin*«((dM''  +  (iti'')  — 8iin'»(oP  +  j4iii*it  —  b'  /Bin*u~p*)(iu'dt'' 
(|S  V'äifl'M  — a'  —  «Viin*«t  — p')'  ' 

also 

(14)  008  a  — "-^  ' .   ,    -' - 

Mittels  (7),  (8),  (9)  wären  u,  u  und  ß  zu  eliminieren. 

Die  Gleichungen  (11,  13)  des  vorigen  Pan^p^aphen  werden  hier 

p,  —  Y  (arc  sin  A;  4-  %  1^1  —  )t*) 
(16) 

p,--i(.rc.iii*-ivT^i") 

oder  auch,  wegen  Ic  —  sin  — , 

gl-*"     4'°'° 

(16)  _,i^^ 

Die  Eklaese  Weingartenscher  Flächen,  die  mit  dem  Ausdruck 

(17)  ■"'■-$'  +  Ä 


lenhängt,  ist  also  durch  die  Gleichung 

(18)  2(e,-p,)-8in2(p,  +  (,,) 
charakterisiert. 

Das  Linienelement  der  zngehörigen  Evoluten  laßt  sich  durch  die 
Formel 

(19)  dsJ=.(l-Ä')dit»  +  it'dy' 
darstellen. 
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§  142. 

Die  etflte  Qmndaufgabe  der  Biegongstlieorie  im  ZuBammenliange 

mit  einer  partiellen  Differentialgleiolmng  9.  Ordnong. 

Die  komplizierte  Form  (18)  der  Gleichung  p,  —  ^{Qi)  ^^  ^^f  ^^^ 
ersten  Anblick  etwas  Überraschendes;  man  würde  auf  direktem  Wege 
nicht  darauf  gekommen  sein,  gerade  diese  partielle  DifTerentialgleichnng 
auf  ihre  Integrabilität  zu  prüfen.  Allein  eine  genauere  Uutereuchung 
ergibt  einen  Zusammenhang  der  durch  sie  bestimmten  Flächen  mit 
solchen,  die  auf  eine  spezielle  Fläche  2.  Grades,  nämlich  ein  Botations- 
paraboloid,  abwickelbar  sind.  Die  Darlegung  dieses  interessanten  Er- 
gebnisses würde  freilich  dSe  Grenzen,  die  diese  Grundlagen  der  Diffe- 
rentialgeometrie sich  stecken  müsseii,  ebenso  äberacbreiten  wie  eine 
ins  einzelne  gebende  Diskussion  und  Vergleicbung  der  vorher  betrach- 
teten Fläcbenklassen  oder  auch  nur  ihrer  Linien elemeirte.  Im  Anscbluit 
an  die  ßeaultate  der  Paragraphen  133 — 141  soll  hier  nur  noch  die 
Frage  behandelt  werden:  Welchen  analytischen  Charakter  hat  die  Auf- 
gabe, sämtliche  auf  eine  gegebene  Fläche  abwickelbaren  F^hen  zu  finden? 

Die  speziellen  Klassen  dieser  Art,  wie  sie  im  Yorhei^ehenden 
nach  Weingarten  bestimmt  worden  sind,  hingen  jedesmal  Ton  einer 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ab.  Es  zeigt  sich,  daß 
dasselbe  allgemein  zutrifft.  Auf  eine  Erörterung  der  Yersucbe,  die 
Differentialgleichung  nach  bekannten  Methoden  zu  iutegrieren,  sowie 
der  verschiedenen  Formen,  in  die  man  die  Gleichung  setzen  kann, 
moB  jedoch  hier  ebenfalls  veizicbtet  werden. 

Für  die  Formulierang  —  nicht  für  die  Durchführung  —  der  Auf- 
gabe ist  die  Kenntnis  einer  speziellen  Fläche  unwesentlich;  worauf  es 
ankommt,  ist  allein  der  Ausdruck  des  Linienelementes.  Das  Problem 
lautet  also:  Es  sollen  auf  die  allgemeinste  Weise  x,  y,  e  bestimmt 
werden,  wenn  E,  F,  G  gegeben  sind.  In  dieser  Form  ist  die  Aufgabe 
schon  auf  S.  123  ausgesprochen  worden.  Doch  sind  die  dort  stehenden 
drei  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und 
zweiten  Grades  für  die  weitere  Behandlung  ungeeignet.  Es  handelt 
sich  Tielmehr  darum,  zunächst  eine  einzige  Differentialgleichung  mit 
einer  einzigen  Unbekannten  aufzustellen. 

Nim  folgten  nach  §  61  aus  den  Ausdrücken  der  Fundamentalgrößen 
die  drei  GauBscben  Gleichungen 

«„  =  LX,        ir,j  =  MX,        x„  —  NX, 
und  ferner  ist  nach  dem  Gaußschen  Satze 
LN~M'        „ 
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vo  K  nar  Ton  E,  F,  G  abh&Dgt.  Eliminiert  man  die  Fundamental- 
grdBen  zweiter  Ordnung,  so  erhält  man 

Hierin  ist  der  erste  Faktor  der  rechten  Seite  eine  BiegungsinTariante, 
die  linke  Seite  eine  BieguagskoTariante  der  Fnoktion  x.  Aber  auch 
der  zweite  Fabtor  der  rechten  Seite  läßt  sich  als  solche  darstellen, 
denn  nach  8.  338(7}  ist 

X»  -  1  -  A'i. 
Infolgedessen  ei^bt  sich  för  x  die  parüelle  Differentialgleichung 

(I)  i  (»,,!„ -»■)-JC(l-A'i) 

oder  ftUBgesdiriebeii 

,-■  ^'  ' 


(2) 


w  "" 

■•^Ä- 

-r-^. 

O'X 

-^.■i: 

lt.  3c 

.'.■is- 

-^1?. 

a.>  - 

■-:i 

-0- 

-^C' 

(13- 

du  ov 

+  ^( 

n 


Sie  moB  aach  fOr  y  and  ^^  gelten.  Der  Herleitung  nach  erscheint  sie 
aber  nnr  als  notwendige  Bedingung  für  die  kartesischen  Koordinaten 
bei  gegebenem  Wertsystem  E,  F,  G. 

Um  eine  deutlichere  Einsicht  in  ihre  Bedeutung  zu  gewinnen, 
betrachten  wir  mit  Weingarten  das  Abwickeluugsproblem  als  durch 
die  Gleichung 

(3)  dx*  +  dy*  +  de*  =  Edu*  +  2Fdudv  +  Qdv* 
charakterisiert,  die  mit  den  drei  Gleichungen  S.  123(1)  inhaltlich 
tibereinstimmt.  Die  Koeffizienten  der  quadratischen  Differentialform 
rechte  sind  gegeben;  x,  y,  e  sollen  auf  die  allgemeinste  Weise  so  be- 
stimmt werden,  daß  die  Gleichung  identisch  besteht.  Schreibt  man 
sie  in  der  Form 

(4)  df  +  dg*  -  E^dv?  +  ^FßuAv  +  QJLv", 
wo 

(5)  £.-£-  fW        F^-F-i-  l'-  ,        G,-  G-  (?*y, 

"•  -'        '  \d-ii.l  '  '  du  dv  '  '  \dvj ' 

und  bettachtet  die  linke  und  damit  auch  die  rechte  Seite  als  Quadrat 
des  Linieaelements  einer  Ebene,  so  sieht  man,  daß  das  ans  den  Größen 
E^,  F^,  G^  gebildete  Erümmungsmaß  K^  gleich  Nuü  sein  muß.  Hier 
scheint  es,  als   ob  in  dem  Ausdruck  dritte  Ableitungen  von  x  auf- 
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treten  müßten,  denn  die  Gaußsche  InTariante  einer  quadratischen  Biffe- 
rentialform  enthält  Ableitungen  zweiter  Ordunng  der  Eoef£zieuten. 
Aber  ans  der  allein  vorkommenden  Verbindmig  dieser  Ableitangen 

heben  sich  die  dritten  Differentialquotienten  weg,  tmd  die  Gleichnng 
ff,— 0  erweist  eich  ale  identisch  mit  der  partiellen  Differentialglei- 
chung (3). 

Genügt  nun  x  dieser  Bedingung,  so  handelt  es  sich  weiter  nm 
die  Bestimmung  Ton  y  und  z.  Der  Gleichung  (4)  gemäß,  aber  abge- 
sehen TOD  den  hier  benutzten  Bezeichnungen  kann  die  Hilfsanfgabe 
so  ausgesprochen  werden:  Gegeben  ist  das  Quadrat  des  Linienelements 
einer  Fläche  vom  Erflmmungsmaß  Null  in  der  Form 

Edu'  +  2Fdudv  +  Gd»'; 

die  Yariablen  u',  v'  sollen  als  Funktionen  tod  u  und  v  so  bestimmt 
werden,  daß  ds*  =  du'*  +  dv''  wird. 

Im  Anschluß  an  die  allgemeine  Theorie  der  isometrischen  Eurren- 
netze  (§  74}  werde  die  gegebene  quadratische  Differentialform  A  in 
die  konjugiert-komplezen  Faktoren  zerlegt  and  die  integrierenden 
Faktoren  der  beiden  so  entstehenden  linearen  Differentialformen  mit 
H  ±  vi  bezeichnet,  sodaß  man 

0.  +  vi)  (VEdu  +  ^■+<vn-F-j\  _  j(„,^  „,,.) 

(6)  ,  ; , 

fr  -  vi)  {VBdu  +  ?-i^rfi,)  _  i(„'_  „■;), 

d.  h.  nach  ausgeführter  Multiplikation 

Sdu'  +  2Fdudv  +  Gdv'  -  ''"'If'f' 

setzen  kann.  Solcher  integrierenden  Faktoren  gibt  es  unendlichriele. 
Soll  die  geforderte  Transformation  möglich  sein,  so  mnS  ein  Faktor 
existieren,  fQr  den 

/t»  +  r'  =  1 

ist  Die  linke  Seite  ist  das  Qnadrat  des  absoluten  Betrages  von  ft  +  f  i, 
mithin  muß  ft  -j-  vi  die  Form 

cos  ^  +  *  sin  91  =  C^' 
haben,  und  ^  —  vi  dann  gleich  e"''''  sein.    Für 
(7)  Vi=i', 
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(8) 

VE-,,        ^ 

yua- 

^-{ 

haben  die  QleiehnDgen  (6)  die  Form 

(9) 

ey{adu-\-hdv) 

-i(u' 

+  »'•) 

e-i'{adu-\-h'dv) 

-ä(«' 

-.-i). 

Die 

Bedingungen 

fOr  f  sind 

oder  entwickelt 

-Ji- 

a*       da       ,,  d^       96' 

Werden  sie  nach  -g^  und  g^  anfgelöet,  dann  ^  -v-  —  „  J  gesetzt,  so 
ergibt  sich  die  Gleichung  K  =  0  wieder.  Und  wenn  diese,  wie  bereits 
angenommen,  erfüllt  ist,  so  erhält  man  zuerst  ^  aus 

hierauf  u'  und  v'  aus  (9)  durch  Quadraturen. 

Damit  ist  fQr  unseren  Fall  die  Aufgabe  gelöst,  wenn  E,  F,  Q 
durch  JS„  F^f  G,  ersetzt  und  u'—y,  v  —  s  geschrieben  wird.  Allein 
die  Realität  erfordert  noch  das  Hinzutreten  von  üngleidiheitsbedin- 
gungen.  Es  könnte  nämlich  bei  der  Lösung  der  KilfsauQ^be  Tor- 
kommen,  daß  Edvf  +  2 J'dudp  +  Gdv*  sich  in  die  Form  du'*  —  dv'* 
setzen  läß^  wo  u'  nnd  v  nach  wie  vor  reelle  Funktionen  von  u  und  « 
bedeuten.  Dann  wäre  bei  der  Anwendung  auf  das  hier  betrachtete 
Problem  t  gleich  v'i,  also  imaginär.    In  diesem  Falle  könnte  man 


setzen,  i^  l.  and  /'  als  reelle  Funktionen  von  u  und  v.    unter  den 
int^rierenden  Faktoren  muS  ea  dann  solche  gehen,  ftlr  die 

Knoblanah,  DUfontlügKDetTl«.  30 
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ii'=  1 
wird,  also 

l-e'^,        l'-e-y 

gesetzt  werden  kann;  die  fauktion  jp  ist  ebenfalls  reell.  Des  Weiteren 
verläuft  die  Untersachung  genau  wie  rorlier,  und  namentlicli  kommt 
man  wieder  auf  die  Differentialgleichung  (2). 

Soll  nun  bei   der  Anwendung  diese  Möglichkeit  ansgesclilosaen 
werden,  so  ist  die  Festsetzung  nötig,  daß  die  Form 

£,dw*  +  2F^dudv  +  G^dv* 

beständig  positiv  sei,  daß  also  die  Bedingungen 

^-(^f)">» 

(^-(U)")(«-(l?)')-(^-':-w)'>» 

oder 

(10)  A'a;<l 

gelten.  Die  erste  von  ihnen  kann  nach  der  Bedeutung,  die  E  in  der 
Flächentheorie  durchgängig  hat,  als  aelbstverstäudlich  betrachtet  werden, 
die  zweite  aber  enthält  eine  wirkliehe  Einschränkung  der  brauchbaren 
Lösungen. 

Die  Differentialgleichung  (2),  von  der  die  erste  Grundaufgabe  der 
Biegnngstheorie   wesentlich    abhängt,''^i8t   linear   in  den  Ableitungen 

«weiter  Ordnung  und  der  Verbindung  -  , -^  ^  —  (ö  a~)  i  s'*  gehört 
also  zu  der  Monge- Amp^reschen  Klasse  partieller  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung. 
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Allgemeine  Theorie  der  Kurven  and  Karvennetze 
aaf  einer  FlSche. 

§143. 
DoppelverbältniB  sweier  Tangeutenpaare. 

Die  frfiher  gewoonenen  Ergebaisee  flber  Fläcbenkurven  sollen  in 
diesem  Abschnitt  nach  verschiedenen  Seiten  hin  ergänzt  und  erweitert 
werden. 

Wir  beginnen  mit  einigen  elementaren  Fragen,  die  auch  schon 
im  II.  Abschnitt  hätten  besprochen  werden  können.  Allein  die  Theorie 
der  Kurven  auf  Flilchen  ist  dort  nur  so  weit  behandelt  worden,  wie 
es  für  den  Aufbau  der  Theorie  der  Flächen  selbst  erfordert  wird,  und 
für  diesen  Zweck  sind  die  neuen  Aufgaben  von  geringerer  Wichtig- 
keit. Auch  wird  ihre  Lösung  erst  mittels  der  Theorie  der  Invarianten 
binärer  Formen  hinreichend  deutlich. 

Es  sei  (S.  44) 

(1)  A  =  f„dtt*  +  2li^dudv  +  l„dv*  -  0 

je  nach  der  Auffassung  die  Bestimmnngsgleichung  eines  Tangenten- 
paares oder  die  Differentialgleichung  eines  Eui-vennetzes.  Nimmt  man 
noch  eine  solche  Gleichung 

(2)  M  =  m,idw*  +  2m,tdu(lv  +  m„äv*  -  0 

au,  so  kann  man  nach  dem  Doppelverbältnis  der  beiden  durch  (1) 
and  (2)  bestimmten  Tangentenpaare  (!j,  /j),  (m,,  ffi,)  fragen,  die  durch 
den   F^chenpunkt  (u,  v)  hindurchgehen.    Es  wird   durch   die  Formel 


(3) 


iii{i„m,)  .Bin(l„m,) 


deBniert.  Dabei  soll,  behufs  Anwendung  der  Ausdrücke  im  g  11,  jeder 
der  hier  vorkommenden  Winkel  durch  Drehung  in  positivem  Sinne 
entstehen.  Die  positiven  Richtungen  der  vier  Strahlen  sind  insofern 
unwesentlich,  als  schon  die  einfachen  Sinuaquotienten,  in  denen  einer 
nnd  derselbe  Strahl,  z.  B.  m,,  enthalten  ist,  von  der  Richtung  dieses 
Strahles  nicht  abhängen. 
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Nach  dem  YerliSItnia  -^  aufgelöst,  mögen  die  beiden  g^benen 
GleictLimgen  die  Wnrzelpaare 

du,—*^'  du,-*^ 

liefern. 

Wendet  man  nun  die  Formel. S.  35(12)  an,  so  hat  man  z.  B. 

und  ähnliche  Ausdrficke  ergeben  sich  fDr  die  übrigen  Sinns.  Die  Gin- 
fßhrung  der  Werte  in  (3)  liefert 


d.li. 
(6) 


du,9t),  —  de,  Shi    dtt^dp,  —  de,  du, 
4if,äc,  —  ividUf  '  iVfdVf  —  iv,dv^ ' 


".-c,  ■»,- 


:i,l.  +  |..y,-(l,|..+t.ft) 
Hieraus  erhält  man  weiter 


(6) 

Xim  ist  TermSge  (1)  nad 


i  +  -      3i+I.)(ft+>.)-'('i',+l',f,) 


1,  +  i,. 

--"i",    ».■'.- -47.    (k-i,y- 

(h+Ci 

--^.    f^f^-S-    (''.-''■)'- 

mitUn 

(') 

/i+«\>    (l„~„-H.•»i.+^,"..>^ 

\l-.l       1(1,,  !,,-«)("„  ",.-•».■.) 

Setzt  man 

allgemein 

(8) 

l„»>„-sl„m„  +  l„i»„       „ 

w  !;,'::-.ä"=^- 

(vgl.  S.  160  und  S13),  so  bann  man  schreiben: 
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Die  geometrische  Große  auf  der  linken  Seite  wird  also  dnrdi  die 
beiden  Kbaolnten  simultanen  Invarianten  des  Formenpaares  (A,  M)  dar- 
gestellt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Annahme 
n--l; 
dann  bilden  I^, . . .  m,  ein  System  Ton  Tier  harmoiiiBctien  Stnüilen,  der 
Art,  daß  li  und  I,,  m,  und  ntj  einander  zugeordnet  sind.    Die  Be- 
dingung hierfür  ist 

(11)  i»'»i,-2'i.'».. +  !.."»-<) 
oder 

(12)  -ffm-0. 
Die  Forderung  b  —  0  würde 

(13)  -H.^-^JTi^-O 

geben.  Daß  diese  Bedingung  mit  der  Resultante  der  beiden  Gleichungen 
(1)  und  (2)  inbezog  auf  -j--  übereinstimmt,  drückt  ans,  daß  für  n  =  0 
ein  Strahl  des  einen  Paares  mit  einem  Strahle  des  anderen  zusammen- 
&llen  muß. 

Soll  ein  drittes  Tangentenpaar 

r  =  Cudu'  +  2c„(i«do  +  c„dv'  —  0 

zu  den  beiden  gegebenen  harmonisch  sein,  so  müssen  noch  (11)  die 
Beziehungen 

»4i<ii  —  2fft„c„  +  »»„Cm  -  0 

gleichzeitig  gelten.  Sie  bestimmen  die  Verhältnisse  c„  :  Cj, :  Cg.  Die 
Oleiehnng  des  gesuchten  Tangeutenpaares  wird 

[    h»  i^  In    [ 

(14)  I  m„  m,,  fw„     —0 


oder 
(16) 


1  du'      —  dudv       dp*  I 


I  1,1  du  +  /,,  dv,        ljjdu+  h»*^^    _Q 
I  ^ndu  -i-  mifdv,       fH„du  +  m^jäv 

Die  linke  Seite  ist,  abgesehen  von  einem  Zahlenfaktor,  die  Fnnktional- 
determinante  von  A  und  M,  also  gleich 
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a(A,  M) 

in  den  Bezeichnungen  von  S,  33—34. 

In  derselben  Weise  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  Winkelhalbie- 
rungsIinieQ  eines  Tangentenpaares  (1)  zu  ermitteln.  Sie  kauD  auch  so 
ausgesprochen  werden:  Zwei  Talenten  z\x  finden,  die  zu  den  beiden 
gegebenen  harmonisch  und  aufeinander  senkrecht  sind.  Man  erlült 
zunächst  wieder 

und  dazu  als  Bedingung  der  Orthogonalität  nach  S.  46  (25) 

(?c,i  -  2F<\t  +  Ec„  -  0. 
Daraus  folgt 

(16)    (El^t  -  -F/i,)dw»  +  (El„  -  Gl„)dudü  +  (Fl^j  -  G^ de»  -  0, 

(11)  ^(^■_'^l  =  o 

Setzt  mau 

f,,  ^  L,        i„  =  M,        l„  =  N, 

den  Wendetangenten  (S.  86)  entsprechend,  so  erhält  man,  wie  es  nach 
S.  260  sein  mufi,  die  Bestimmungsgleichung  der  Haupttangenten  wieder. 

§  144. 
Involution  von  Flttohentangenten. 
Sind  drei  Paare  von  Geraden  durch  einen  Punkt  gegeben,  and 
existiert  ein  viertes  Paar,  das  zu  jedem  der  drei  harmonisch  liegt,  so 
sagt  man  bekanntlich,  daß  die  gegebenen  Geraden  eine  Involution 
bilden.  Die  Bedingung  für  eine  Involution  von  Flächentangenten  ist 
nach  dem  Vorbeigehenden  leicht  zu  finden.  Denn  wird  zu  den  Glei- 
chungen 

A-O,         M-0 
noch 

N  =  »,idf4'  +  2«„dMdc  +  n„(/c«  =  0 

als  Bestimmung  für  ein  drittes  Tangentenpaar  hinzogenommen,   so 
gelten  für  das  vierte,  T  — 0,  nach  (11)  die  Relationen 

c„  i,i  —  2c„  Zi,  +  c,,  ^j  -  0 
c„m„  -  2c„m„ -h  c,im„  -  0 
c,j «„  —  2c,, »,j  +  Ctjit^  ~  0, 

die  in  c,,,  c,j,  e^  homogen  und  linear  sind.    Die  Bedingung  f&i  ihr 
Zusammenbestehen  ist 
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j    ni         'ij         'm 

(1)  ;  ffl„      m,,      m^f     =-  0. 

1   "ll         «1»         «M 

Denkt  man  sicli  die  beiden  ersten  Paare  als  fest,  das  dritte  als  vari- 
abel, 80  liefert  diese  Formel  eine  Beziebang  unter  den  Verbältnissen 
der  Koeffizienten  von  N.  Daher  kann  man  noch  eine  Gerade  des  dritten 
Paares  willkürlich  annehmen-,  der  sechste  Strahl  der  Involution  ist 
dana  eindeutig  bestimmt. 

Die  Grleichong  (1)  kann  auch  als  Bedingung  für  die  Existenz 
dreier  Moltipltfaatoran  l,  n,  v  aufgefaßt  werden,  ftlr  welche  die  Re- 
lation 

X/\  +  fitA  +  vfi-0 

identisch,  d.  h.  fOr  beliebige  Werte  der  Differentiale  du,  dv  erfllllt  ist 
So  lange  nicht  speziellere  Bedingungen  hinzutreten,  kann  daher  die 
Gleichung  N  —  0  durch 

(2)  AA  -I-  ^M  =  0 
ersetzt  werden. 

Fallen  die  beiden  Strahlen  des  veränderlichen  Paares  in  ränen 
zusammen,  so  wird  dieser  als  Doppelstrahl  der  Involution  bezeich- 
net FUr  einen  solchen  müssen  die  beiden  Wurzeln  -^-  der  Qleichung 
N  =  0  einander  gleich  sein,  d.  h.  die  Determinante  der  quadratischen  Form 

ßhi  +  /*»K,)d«»  +  2(i(„  +  /tm„)dud«  +  {U„  +  ftm^dv* 
verschwinden,  was  fOr  das  Yerbältnis        die  Bestimmung 

(3)  (AI.,  +  fLm,^)(Xl,,  +  ^»»„)  -  {ll,,  +  iim,^)'  -  0 

liefert  Die  Elimination  des  Verhaltnissea  aus  (2)  und  (3)  ei^bt  ßlr 
die  Doppelstrahlen  seibat  die  Darstellung 

(4)  (i„M  -  m„A)(I„M  -  m„A)  -  (f„M  -  «„A)»  -  0 
oder 

(6)        ■   (l„l„-l!,)M'-^l„,^,-2l„M„  +  l„m„■\M^ 

+  (»i„i«„-i«i)A'-0 
oder  aucli 

(6)  M'-a;.MA  +  i",.A'-0, 

Xach  S.  197  folgt  hieraoB  die  Gleichung 


a(A,  M) 


-0 


i(S„  I,)  " 
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wieder,  die  im  vorigen  Paragraphen  von  einem  anderen  Qeeii^tspankt 
ans  anfgetreten  ist. 

Der  Bedingung  (1)  für 'das  StraMenpaar  N  —  0,  das  mit  zwei  ge- 
gebenen eine  Involution  bildet,  kann  die  Forderung  hinzagefßgt  wer- 
den, es  Bolle  zu  einem  dritten, 

\jdu'  +  2k^tdudv  +  i^,d«'  -  0, 
harmonisch  sein.    Die  Verhältnisse  n^ :  n,, :  n„  genQgen  dann  den  bei- 
den Gleichungen 

(7)  ii,B„  -  2i„«.,  +  *„»„  -  0, 

sodafi  die  Bestimmungsgleichong  fOr  das  Paar  selbst  die  Form  hat 

(8)  1  *„  ,  2i.,         ,  t,,  -0. 
I           du'         ,        -  2dudv     ,              dp» 

Verlangt  man  statt  der  eben  uigenommenen  Eigenschaft  die  Or- 
thogonalität  der  beiden  Tangenten  N  =  0,  so  wird  die  Bedingung  (7) 
durch 

(9)  •  ÖWi,  -  2Fni,  -I-  En„  -  0, 
und  die  Daretellnng  (8)  dorch 

G  ,  2F         ,  E  j-0 

du*         ,        —  "idudv     ,  dv' 

vertreten. 

Endlich  läßt  sich  ein  Tangentenpaar  finden,  das  gleichzeitig  mit 
zweimal  zwei  gegebenen  Paaren  in  Involution  steht.  Seine  Bestim- 
muugsgleichung  lautet  bei  unmittelbar  verständlicher  Bezeichnung 

(11)    ■  i[jm'„  -  /;,«;„   i,\»K'„  -  i;,m;„   (.'i»«;,  - ;;,»»;,  -  o. 

du*  ,         —  2dudv    ,  dv*  ' 

§  145. 
Konjagierte  Tangenten.    Satz  von  Eoenigs. 
Zwei  Tangenten  einer  Fläche,  von  denen   eine  als  Verbindungs- 
linie zweier  benachbarten  Punkte  A  und  B,  die  andere  als  Schnitt- 
linie der  Bertthrungsebenen  in  A  nnd  B  erscheint,  waren   einander 


(10) 
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koQJogiert  (S.  113).  Läßt  man  den  Pankt  A  ein«  beliebige  Karre  anf 
der  Fläche  durchlaufen,  denkt  sieb  fQr  jede  Lage  die  Tangentialebene 
konstruiert  und  ziebt  den  Begriff  der  abwickelbaren  Fläche  hinzu,  bo 
kann  man  si^en:  Die  Tangenten  einer  F^benkurve  sind  konjugiert 
zu  den  charakteristischea  Geraden  der  abwictcelbareu  P^cbe,  die  der 
gegebenen  Fläche  ^nge  jener  Kurve  umscbrieben  ist. 

Ein  Satz  von  Eoeniga,  bei  dem  diese  Aussage  benutzt  wird,  liefert 
die  Möglichkeit,  auf  jeder  Fläche  ein  Netz  konjugierter  Enrren  ohne 
Ausföhmng  einer  Integration  anzugeben. 

Durch  eine  beliebige  Gerede  g  werde  ein  EbenBubflachel  gelegt 
und  die  Schar  y  der  Schnittkurven  sämtlicher  Ebenen  mit  der  Fläche 
ins  Auge  gefaßt.  Die  Tangente  einer  beliebigen  derartigen  Kurve  in 
einem  willkOrlich  angenommenen  Punkte  A  treffe  die  Achse  des  Bü- 
schels in  P.  Eine  solche  Flächentai^ente  kann  auch  als  Kante  eines 
Kegels  mit  der  Spitze  P  angesehen  werden,  der  der  g^ebenen  Fläche 
umschrieben  ist.  Die  Tangenten  der  Linie,  in  der  der  Segel  and  die 
Fläche  sich  berühren,  idso  des  scheinbaren  Umrisses  der  Fläche,  von 
P  aus  betrachtet^  sind  nach  dem  oben  Gesäten  den  Kanten  des  Kegels 
konjugiert.  Eine  der  Kante  PA  benachbarte  PB  berfihrt  eine  der 
ersten  Kurve  benachbarte  aus  der  Schar  y,  u.  s.  f.  Geht  man  ferner  auf 
der  ersten  Kurve  za  einem  unen'dlichnahen  Punkte  über,  konntmiert 
in  ihm  die  Tangente  und  nennt  Q  deren  Scbnittpnnkt  mit  der  Achse  g, 
so  kann  man  Q  als  Spitze  eines  Kegels  betracbten,  fQr  den  dasselbe 
gilt  wie  für  den  Kegel  P.  Das  beißt:  Schneidet  man  die  tläche  durch 
eine  Schar  von  Ebenen,  die  durch  eine  und  dieselbe  Gerade  hindurch- 
gehen, und  legt  andererseits  von  den  E^inkten  dieser  Geraden  aus  die 
Tangentialkegel  an  die  Fläche,  so  bilden  die  ebenen  Kurven  zusammen 
mit  den  Berührungslinien  der  Kegel  ein  konjugiertes  Knrvennetz.  Dies 
ist  der  Satz  von  Koenigs. 

Die  hier  an  die  Spitze  gestellte  Beziehung  zwischen  konjugierten 
FUchentangenten  führte  aaf  die  Bedingung  3.  112(6)^ 

(1)  Lduöu  +  M{dudv  +  dvdu)  +  Ndviv  -  0. 

Kennzeichnet  man  die  zo  einer  bestimmten  Geraden  konjugierte  durch 
einen  oberen  Index  0,  so  kann  man  schreiben 

(2)  L  +  M{1  +  X<^  +  NXl"  -  0. 

Hittela  diesw  Gleichung  lassen  sich  Relationen  zwischen  geometrischen 
Größen  herleiten,  die  mit  X  und  l"  in  irgendwelchen  funktionalen 
Zusammenhängen  stehen.  Einige  davon  sind  von  grundlegender  Be- 
deutung, andere  fQr  spezielle  Untersuchui^fflL  nützlich.    Alftr  im  all- 
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gemeinen  ist  die  Bildnng  solcher  Beziehungen  von  geriogem  wisaen- 
ech&ftiichen  Interesse,  nachdem  man  sich  einmal  die  Methode  klar 
gemacht  hat,  nach  der  sie  sämtlich  herstellhar  sein  müssen. 

Diese  Methode  besteht  einfach  in  der  Elimination  von  X  nnd  i.^ 
aus  den  AnsdrQcken  der  geometrischen  Größen  in  Verbindung  mit  (2) 
oder  (1),  wobei  man,  wie  sich  von  selbst  versteht,  die  spezielle  Natur 
dieser  Bedingung,  daß  nämlich  eine  bilineare  Differentialform  gleich 
Kuli  gesetzt  ist,  beständig  im  Auge  zu  behalten  hat. 

Als  Beispiel  einer  einfachen  Oleichnng  der  betrachteten  Art  kann 
die  Formel 

(3)  (.(."» sin'w»-p,p, 

dienen,  in  der  w"  den  Winkel  w  aus  §  11  unter  der  Voraussetzung 
bedeutet,  daß  äs  zu  ds  konjugiert  ist.  Sie  kann  ebenso  wie  die  wich- 
tige Relation  S.  114(16)  aus  einem  Satze  der  Kegelschnittlehre,  spe- 
ziell der  Theorie  der  konjugierten  Durchmesser,  gefolgert  werden. 
Während  zur  Elimination  von  X  und  X"  nur  zwei  geometrische  Ch'ÖBen 
erforderlich  sind,  enthält  die  Gleichung  (3),  von  der  Punktinvariante 
Qi9i  abgesehen,  allerdings  deren  drei;  aber  gerade  hierauf  beruht  ihre 
einfache  Form.  Will  man  nun  durch  direkte  Rechnung,  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Übereinstimmung  der  beiden  Dupinachen  Definitionen 
konjugierter  Tangenten,  eine  Beziehung  zwischen  p,  q"  und  w"  ab- 
leiten, so  hat  man  aus 

E  +  2FX  +  GX'  ^  A 
^  ^  'L  +  SMI+  Gl'   ~  B 

0  _  E  +  iFX'-j-GX"'  ^  A« 

*"  ~  i-|-a3fi''  +  Jfi'''^B* 

.,    0  1^(1  —  1°)'  T'iduSv—dvduy 

CJK  -I-  2FX  +  G1»)(B-|-  ai'l"  -I-  Gl"')  AA» 

in  Verbindung  mit  der  obigen  Bedingung  die  DifferentialverhältniBS« 
zu  eliminieren.  Man  sieht  dabei  auf  den  ersten  Blick,  daß  sich  durch 
Multiplikation  der  drei  Gleichungen  eine  einfache  Formel  herausstellt: 

„    .    ,     n        T'(duSv  —  dvtu)' 
ppOsm»«^«-  BB,  ■ 

Zur  Einführung  der  bilinearen  Form  fö,  die  die  linke  Seite  von  (1) 
bildet,  benutzt  man  die  Identität 

BB»-  95»  -  (LN-  M')(dttdv  -  dvSu)' 
(S.  112(5))  und  erhält  dann  wegen  58  =  0 
„    .  ,    „       EG-  F* 
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§  146. 
Biohtangskoaiuns  beBtimmter  FlKohentangentea. 

In  '  diesem  Paragraphen  möges  einiga  allgemeine  Fortnein  für 
Fläch entangenten  zasammengesteUt  werden,  die  '£u  einer  gegebenen 
eine  atisgezeichnete  Lage  hahen.  Zu  größerer  Übersichtlichkeit  be> 
trachten  wir  dabei  die  gegebene  Tangente  als  Berührungelinie  einer 
Kurve  ip(u,  v)  -=  conat. 

Auf  S.  130  ist  die  positire  Tangentialnormale  t'  dieser  Kurve 
durch  die  Bedingung  Jtjp  >  0  erklärt  und  die  positive  Tangente  durch 
die  Äquivalenz  t,  t',  n  ^  x,y,  e  bestimmt  worden.  Die  ersten  Rieh- 
tnngskosinus  von  t  und  t'  sind  (S.  131  (6,  4)) 

(1)  A-ex^ 

(2)  A'^&'x^-  ^ 

Man  kann  die  FlSchennormale  aus  dieser  Theorie  ganz  ausschal- 
ten, wenn  man  die  Folge  zweier  beliebigen  Tangenten  mit  der  Folge  der 
positiven  Eoordinatenlinien  vergleicht,  was  durch  Zusammenstellung 
der  Festsetzungen  auf  S.  130 — 132  mit  den  Formeln  des  §  11  geschehen 
kann.  £s  war  (S.  36  (12)) 
,„,         .         _     ^      _       _    V^^/^  F'iäuSv  ~-dti9u) 

Ist  nun  w  <  a,  sinw  >  0,  also 

(4)  dudv~-dväu>0, 

so  sind,  wenn  man  sich   ds  auf  die   positive  Tangente  t^  der  Linie 

V  "  const.  verlegt  denkt,  Ss  und  die  positive  Tangente  t^  der  zweiten 
Koordinatenlinie  auf  derselben  Seite  der  ersten  gelegen;  di^egen  auf 
entgegengesetzten  Seiten  für  w>x,  sinit'<0, 

(5)  dudv-dvSu<0. 

Hiemach  dürfen  die  Verbindungslinien  des  Punktes  (u,  v)  mit  den 
Punkten  («  +  du,  v  +  dv)  und  («  +  äu,  v  +  dv)  den  Koordinatenlinien 

V  =  consi,  u  •-  const.  äquivalent  —  im  weiteren  Sinne  —  genannt 
werden,  wenn  die  Ungleichung  (4)  gilt;  nicht-äquivalent  unter  der  Be- 
dingung (5). 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


476  XI-  AbBcbnitt.    %  146. 

Ffir  die  zu  ^  konjugierte  Tangent«  ^  ist 

3a:  ,     ,   dx  , 


A"' 


wenn  jetzt  das  TerliältniB  -j-  durch  die  Bedingnog 

(6)  (i|f-JK|j)j»+(j*r|?-43)j.-0 

bestimmt  wird,  um  die  Richtang  t*  genauer  zu  definieren,  setze  man 

und  bilde 

(8)  ,^_..[(4J_  Jf||)»,;  +(Z,|^-M.|3|J]. 
Da 

«(l:-)"-'^l-:li+^(!r)'"" 

ist,  80  kann  man 

(9)  dip  =  »"mT'AV 
schreiben.  Ferner  wird  bei  Benutzui^  von  S.  226(25) 

(io)£d.-+2P«««.+ow-v»'r'(ffl(^-:)'-25|j|f+e(|:)*) 

oder 

(11)  *s»-i/>*r»I»A>. 

Für  die  Ausziehung  der  positiven  Quadratwujzel  kommt  nun  das  Zei- 
chen von  v"  in  Betracht.  Wird  v*  >  0  angenommen,  so  läuft  das  nach 
(9)  darauf  hinaus,  dip  und  «  von  gleichem  Vorzeichen  voranszusetzen. 
Dann  wird  der  Zähler  des  Aufdruckes  von  A" 

-"  (-^  a.-  8^  -  ^  fe  i,  +  a.  s.)  +  ^  a  8. ) . 

und  der  Nenner 

Führt  man  ansdrOcklicll  die  geometrische  Ableitung  länga  t"  ein,  so 
kann  man  der  Formel  (2)  entsprechend  setzen; 

„  8«  8»  /8i  8,        8i  8(p\  81  8,1 

(12)  A'-S-^^      »''''-     ^^•'-''-  .ti^8"ilij^. 
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Die  hierdnrcli  definierte  Richtung  t''  =  (Ä''B''C'')  fällt  nach  der  aber 
daa  Vorzeichen  von  v"  gemachten  Bemerkung  auf  dieselbe  Seite  von  t 
wie  die  Taugentialnormale  t',  wenn  die  zu  t  gehörige  Normalkrilm- 
mong  n  poeitiv  ist;  auf  die  entgegengesetzte  Seite  fQr  n  <  0. 

Die  PrOfang  des  Vorzeichens  von  dudv  —  dvdu  besfötigt  diea. 
Denn  man  hat 

ä.„  -  .,,.  =  ,^  [ll  (i  ff  -  3f  fj)  +  -u  (^u  -  Mll)] 

and  da  ju  >  0  war,  so  wird 

dndv—  dvdu  ^  0, 
je  nachdem 

iat. 

Da  die  drei  RichtungskosinuB  A,  A'  und  Ä**  ftU  homogene  line- 
are Funktionen  von  .,—  und  -^  erscheinen,  so  maß  sich  einer  Ton 
ihnen  homogen  and  linear  durch  die  beiden  anderen  darstellen  lassen 
(ygl.  S.  67(3)).  Die  för  die  Elimination  Ton  -k~  and  ^  nötigen 
Formeln  lauten  nach  S.  202(4)  and  S.  178(21,  22)  fOr  m,  - 


(13) 


Die  Ansftlbrang  der  Elimination  selbst  ist  einfach;  man  findet  unter 
Anwendung  der  Formeln  fdr  die  NormalkrOmmong  n  and  die  geodä- 
tische Windung  /,  sowie  der  Relation  S.  197  (23),  die  b,  t,  ff  and  K 
verbindet^ 

Es  braucht  nicht  Trieder  heirorgehoben  za  werden,  daß  auch  diese 
Formel  aus  der  Theorie  des  Dupiuschen  Kegelschnittes  hätte  abgeleitet 
werden  können.  Von  dem  hier  eingenommenen  Standpunkt  aus  folgt 
ans  (14) 
(16)  oosio»-    ,^^- 
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Diese  Gteicbnng,  deren  wesentlicher  Inhalt  derselbe  ist  wie  der  von 
S.474(3),  läßt  aufs  neue  hervortreten,  daß  das  Verschwinden  der  geo- 
dätischen Windung  ffir  die  Erümmungslinieii  charakteristisch  ist  (vgl. 
S.  233).  Denn  (  —  0  und  cos  w°  =-  0  bedingen  aidi  gegenseitig,  und 
cos  w"  ^  0  bedeutet,  daß  die  zu  der  betrachteten  Kurve  konjugierte 
zugleich  auf  ihr  senkrecht  ist. 

§  147. 
Eonjngation  und  spt^riMhe  Abbildung. 
Nimmt  man  das  sphärische  Bild  der  Karre  ^(u, «)  —  const.  hin- 
zu, so  ist  der  erste  Richtongskosinus  von  dessen  Tangente 


und  die  positive  Richtung  t  =  (X"Y"Z")  der  Tangente  bestimmt  sich  ftir 

,  Sgl  ,  9qi 

aas  der  Bedii^^g  ^  >  0.   Es  wird 

SX  dip       dX.  dv 

(1)  X"-  ^^-^^ 


/StV 


Die  zur  eenkrecbte  Richtung  t'^(X'Y'Z')  möge  durch  die  ÄquiTalenz 

T,  r'  '^  (,  t', 
d.h. 

r,  t',  tf^  X,  y,z, 
also  durch  den  Ansatz 

(2)  X'  -YZ"  ~ZY",  ... 
erklärt  werden.  Will  man  die  Formel 

(3)  x'=  ^   ""*       du) cv     \   df>       dv 1 9» 


V»(iF^»¥¥+'*¥)' 


in  eine  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  entsprechende  Ge- 
stalt setzen,  so  hat  man  dazu  die  Relationen  S.  335(7,  8) 

(4) 
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zu  benutzen,  was 

liefert  Wollte  man  dos  Vorzeichen  e  w^assen,  also  beim  Übergänge 
von  Ä'  zu  X'  nur  x, . . .  E, . . .  T  durch  X, . . .  ffi, , .  .  X  ersetzen,  so 
würde  wegen 

(6)  ,  %  =  bKT  (e^>0) 

die  Äquivalenz  t,  t'--^  t,  t'  nnr  für  FUcben  positiren  ErSmmuags- 
maßeB  gelten. 

Man  kann  X'  eine  andere  Form  geben,  wenn  man  parallel  zn  t' 
eine  Fläcbentangente  durch  den  Punkt  {xye)  legt  und  sie  als  dessen 
Verbindungslinie  mit  einem  benachbarten  {x  +  Vx,  y  +  b'y,  s  +  Vb) 
betrachtet.   Die  Bedingung  t  J_  r,  tümlich 

2dX8X  =  0, 
wird  dann 

(7)  ^dXtl'a:-0, 
d.h. 

(8)  Ldttb'u  +  M{du\>'v  -h  dcb'M)  +  NdvVv  =  0. 

Die  zu  dem  sph&rischen  Bilde  von  t  senkrechte  Fläcbentangente  ist 
also  zu  (  konjugiert.   Oder,  da  (7)  auch  in  der  Form 

(9)  ^rfib'X=0 

gesehrieben  werden  kann:  Die  sphärischen  Bilder  zweier  konjugierten 
Tangenten  stehen  wechselseitig  auf  diesen  senkrechi  Biemach  muß 
X',  jedenfolis  vom  Vorzeichen  abgesehen,  gleich  A^  sein.  Um  die  bei- 
den Formeln  direkt  ineinander  überzuführen,  hat  man  die  Faktoren 
von  ~-  und  -F^  in  X'  homoeen  und  linear  durch  -^  und  -^  darzu- 
stellen,  mit  Koeffizienten,  die  nur  von  den  Fundamentalgrößen  der  ge-  ' 
gebenen  Fläche  abhängen.  Nach  den  Weingartenschen  Gleichungen 
und  den  Ausdrücken  von  S,  %,  @  ist  dies  sofort  ansftlhrbar.  Ohne 
noch  einmal  durch  die  Formeln  (4)  hindurchzugeben,  lümlich  diese 
mit  S.  337(2,  3)  zusammenzustellen,  kann   man  den  Ansatz  machen: 

-(ifjlf-^P)(,„|j  +  ,„|i) 
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-(ffJf-XF)(,„|j  +  ,„|£). 

Für  die   einzeloeo  hierin  auftretenden  Verbindungen  gelten  folgende 
Gleichungen,  die  d&s  Formelsystem  S.  226(23,  24)  TerroUsümdigen: 

F,I„-E,„-BS-L 
Oih.-Fva-BF-M 
Eri„  -  Fii^,  -  HF  -  M 

Fvn  -  On„-aa-N 

Ni„-M,!„-KF 
Lrin-Mr,,,-XF 
Jfi,,,  -  Nr,,,  -  KG. 
Sie  liefern 

®i--s"-MJ^If-^lf) 

nnd  denmact 

(13)  A' ^«. 

Zu  demselben  Resultat  kommt  man,  wenn  man  schon  der  Rich- 
tung T  eine  Flächentangente,  als  Verbindungslinie  Ton  Ä  mit  einem 
Funkte  (x  +  bx,  y  +  by,  z  +  b«),  zuordnet  und  die  Bedingung  t'X  t 
in  der  Tangentialebene  des  Punktes  A  in  Rechnung  ziehi 

§148. 
Besieluingen  xax  Formentheorie. 
£b  lohnt  der  Mähe,  diese  Anschauungsweise  etwas  weiter  zu  ver- 
folgen, weil  dabei  neue  Zusammenbäage  Ton  Differentialformen  unter 
eich  unij  mit  bestimmten  WinkelgröBen  herrortreten. 
Nach  der  Erklärung  dea  Zeichens  b  soll 


■werden,  d.  h.  far  ^-  —  a: 

/     e«  ,      dx\j    ,  I     dx  .      dx\  j        /a«.    ,  Sx  .\ 
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Die  Multiplikation  mit  -^,  dann  mit  -^,  nnd  die  jedesmalige  Sum- 
mstion  fiber  x,  y,  m  liefert 

(£i)„  +  F-q^^dM  +  (£.)„  +  F'ri^;)dv  =  a(Eb«  +  F\iv) 

(■F'?n  +  Öii„)dM  +  {i^ij«  +  6i3„)dp  =  «(Fbu  +  Gbti), 

and  nach  Anvendnog  der  Gleichnngen  S.  226(23): 

Liu  +  Jtfd«  +  a{£btt  +  f  Dv)  -  0 

Jlfdw  +  JVd»  +  «(FbM  +  Ob»)  -  0. 

Wird  a  eliminiert,   so   eracbeint  als  BestimmangegleichnDg   fQr   das 

DifferentialTerhältnis  -r—  bei  gegebenem  -^ 


^tiM+Fbtj,       Fbtt+GbtJ 

(1) 

Liu+Mi^,      Mda  +  Nd, 

oder 

(2) 

-  (<,„dii  +  ii„rf»)b»  +  (^„dtt  +  .|„i»)bo  -  0, 

■odaB 

(3) 

b»-v(,„<J»  +  >,„i.) 

bc  -  v(ii„<iin- i|„<i») 

gesetzt  werden  darf,  wie  anch  nnmittelbar  aus  den  Ausgangsgleichungen 
hätte  geschlossen  werden  können. 

Die  Bedeutung  der  Gleichung  (2)  wird  klarer,  wenn  ihre  linke 
Seite,  znnächat  ohne  Spezialisierung  der  durch  b  gekennzeichneten 
Flächentangente  t,  zu  dem  Winkel  in  Beziehung  gebracht  wird,  den  t 
mit  r  bildet.  Dieser  Zusammenhang  ei^ibt  sich  von  selbst,  wenn  man 
mit  der  Determinante  zweiten  Grades,  die  die  linke  Seite  darstellt 
ebenso  zu  operieren  sucht  wie  auf  S.  197  mit  der  Funktionaldeter- 
minante Ton  A  und  B.   Während  dort 

I    SA        SA 
I  Edu  +  Fdv,      Fdu  +  Gdv  i       i  '  2S,      > 
^^  iLdu+Mdv,      Mdu  +  Ndv\~ '*■'{' dB 

.  n,      'du 
ist,  hat  man  hier,  fQr 


(5) 
(6) 


Edubt*  +  F(duiv  +  dvbu)  +  Gdvhv^ 
*t.%  +  m,n,  +  {.-?>)  +  06.1,  -  «. 

Eiu  +  Fi«,      Fliu+  Sb«  I       ,  1  8i,      8i.  ' 
\  Ldu+  Mdv,      Mdu  +  Ndt  I  ~  s  ,  SB       SB  i ' 
l  "ät     "öS, 
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Durch  Dirision  mit  T  geht  die  Determinante  in  eine  sbsolate  Eovari- 
ante  des  Formenpaares  (8,  B)  oder  des  Paares  (A,  B)  aber.    Es  sei 

_i  I  EU  +  FU,      FU  +  Gbf  I 

=  !'(—%,  dttbu  +  i;„d«b«  — i)„dt?bu  +  i)„(itib«)  =  6. 

Diese  Gleichnng, 

(8)  I>„(H,  B)  =  S, 
tritt  der  früheren 

(9)  i)^(A,  B)-r 
(S.  193)  an  die  Seite. 

Nan  kann  man  zwar  die  bilineare  DiffereDtislform  S  unmittelbar 
dnroh  einfachere  Kovananten  des  Formenpaares  (A,  B)  darstellen,  wenn 
man  sie  mit  iJubv  —  dvU  multipliziert.    Denn  ffir 

(10)  2'(d«bw-d«b«)-[wt;] 
wird 

I  dt«     du  II  Ebu  +  FU,      J'bu  +  Gbw  | 
'-"''■'     ^jb«     b»  II  idw+ifdv,      Mdu  +  Ndv\ 
j.Bd«bK  +  J'(dMbu  +  dübu)  +  Gd«b«,    Ldu*-\-2Mdudv-^Ndv^\ 
^|£b«>  +  2ii'bttbfl  +  Gb«»    Xdwbu+Jif(dMbp  +  d«bM)  +  iffdt)bor 

(11)  [Mv](J-aSB-A'B. 

Aber  für  den  hier  vorliegenden  Zweck  ist  eine  Formel  für  das  Qua- 
drat von  <£  brauchbarer.  Will  man  diese  in  jmöglichst  genauem  An- 
schluß an  S.  197  berleiteo,  so  hat  man  von 

E   ,  F  ,        G 

(12)  ;     i  ,       ^      3f  ,     N 

dvtiV,       —  ^(dMbp  +  d«bH),       dub« 

sr(— ij„d«b«4-  -jC'Ju  — '?m)(''"^^  -f- dt;bw) -I-  i;,idfbtj)  =  E 

aDszngehen.  Diese  Größe,  die  zu  V  gehörende  bilineare  Differential- 
form,  ist  mit  l£  durch  die  Relation 

e  _  e  ^ J  T%^  -t-  i)„)(dttbo  -  d«b«) 

(13)  G-e-~[M»]H 
verbunden.    Ea  wird 
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\    B  ,                F             ,     G    Udubu,  dubp  +  debH,  drbfj 

J:        L    ,                 M               .JVJG,          -2F      ,  E 

dtibi?,  -^(dubc  +  iiiib»),  dub»    I     Jf  ,         —211     ,  L 


1    " 

,      2T>,       HT« 

1     » 

,     BI%     2XT 

'       '   r...,i 

,     a  ,      9 

a     , 

2,       ff 

8     , 

ff.    2Ji: ! , 

-tM', 

a,    9 

(14)  Ij» £«*  +  S^aSB  -  SB*  +  ^  (fl»  -  4iO  [""]•■ 

Ersetzt  man  hierin  S  durch  seinen  Ansdnick  ans  (13),  80  tritt 
links  nnd  rechts  -y  H*[uv]'  auf.  Ferner  fällt  H[uv](i  weg,  wenn  för 
SSB  der  aas  (11)  folgende  Wert  eingefQhrt  wird.  Soweit  die  Ton  B 
TöUig  imabhängige  Größe  [ue]  noch  stehen  geblieben  ist,  kann  sie 
mittels 

(15)  [«t>]»-AA'-8£' 

entfernt  werden.    Die  Schlußformel  lautet 

(16)  CE»  =  -  KA^'  +  EKB  -~  »». 

Ee  ist  die  Verallgemeinerung  von  3.197(22). 
W^en 

HB~KA  =  E 
kann  man  aaoh 

(17)  E*  =  A'E  -  ffl' 
schreiben. 

Um  in  dieser  aUgemeinen  formeotheorettschen  Relation  den  ein- 
zelnen Bestandteilen  ihre  flächentbeoreti&che  Bedeutung  wiederzugeben, 
hat  man 

A'  3  Ebu'  +  2Fhu  b«  +  Giv'  =  bs^ 

E  =  <Sdu*  +  Sgrfurf«  4-  ®dv*  =  da' 

ia  =  Ldvhtt  +  M(dubv  +  dvbu)  +  Ndvbv £dXhx, 

d.  h.  wenn  m  den  Winkel  zwischen  t  und  t  bezeichnet, 
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(18)  SB^ äff  .bs.  HOB  et 

zu  setzen.    Die  Gleichung  (17)  liefert  dann 

(19)  e*-dff'bs*sin»üj. 

Wie  es  nach  (2)  sein  muß,  verschwindet  IJ  für  sin  m  —  0,  nämlich 
wenn  die  Richtung  t  mit  t  zusammenfällt. 

§149. 
SpMriaohe  AbbUdmig  des  Dreikanta  /,  f,  n. 

Nach  §  147  ergibt  das  sphärische  Bild  einer  Flächentangeate  mit 
der  zu  dieser  konjugierten  Tangente  und  der  Flächennormsle  zusammen 
ein  rechtwinkliges  Dreikant,  und  es  besteht  die  Äquivalenz 

T,  —  <*,  M  -^  X,  y,  z 
oder 
(1)  C,  I,  rt  "->  Ä,  y,  X, 

Immer,  wenn  wie  hier  die  Kosinus  einer  Richtung  x  aas  einer  anderen, 
n^i^YZ),  nach  der  Recbnungsvorschrift 


gebildet  sind,  gelten  bei  HinzuDahme  einer  dritten,  zu  t  und  »  senk* 
rechten  Richtung  die  Frenetschen  Formeln  in  der  Gestalt,  die  in  der 
allgemeinen  Theorie  der  Raumkurveu  (S.  lä—lö)  vorli^t.  Es  sind 
also  namentlich  die  Differentiale  von  A^,  B",  C  ebenfalls  den  Größen 
Ji",  Y",  Z"  proportional. 

Um  dies  zu  beweisen  und  zugleich  in  die  Gesamtheit  der  Formeln, 
die  aus  der  sphärischen  Abbildung  entstehen,  Ordnung  und  Übersicht 
zu  bringen,  hat  man  nur  die  Aufeinanderfolge  der  Gleichungen  auf 
S.  53—54  unbedeutend  abzuändern.  Wird  in  der  Theorie  der  Flächen- 
burven  als  solcher  grundsätzlich  von  dem  Dreikant  i,  t',  n  ausg^angen 
und  die  sphärische  Abbildung  von  vornherein  hinzugenommen,  so  kann 
man  systematisch  die  drei  Kurven  auf  der  Einheitskugel  betrachten,  die 
den  Tangenten  und  den  Tangentialnormalen  der  Flächenkurve,  sowie 
den  F^hennormalen  längs  dieser  Kurve  entspredien.  Was  schon  auf 
S.  479  als  sphärisches  Bild  einer  Flächentangente  bezeichnet  worden 
ist,  ist  die  Tangente  der  dritten  dieser  sphärischen  Kurven. 

Die  Richtungskosinus  der  Hauptnormale  erscheinen  jetzt  als  durch 
die  Gleichungen 

(s)  J: -«".■.. 

oder,  für 
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durch 

(5)  Ba  =  fta",  . . . 
definiert.  W^jen  Sa*  =■  1  ist 

d.h. 

Eaa"  =  0, 

die  Richtung  h^(a"b"c")  auf  ts(abc)  senkrecht. 

Erklärt  man  nun  weiter  b  ^  (a'b'c)  bis  auf  ein  Vorzeichen  durch 
die  Gleichungen 

(6)  Sa"   -  1 

(7)  £aa  -0 

(8)  Zaa'-^O, 
BO  erhält  man  aus  den  beiden  ersten 

Za'ea'  —  0,         Za'&a  +  £aea  —  0, 

und  die  zweite  dieser  Relationen  geht  nach  (5)  und  (8)  in 

i:a&a'=  0 
Ober.   Ans 

a9a'  +  b&b'+c8c^0 

a»a'  +  b'&b'  +  c'8c  —  0 
fo^  aber 

6a':  #&':  ©c'—  frc'—  h'c  :  ca'  —  c'a  :  ab'  —  a'b  =  a":  &":  e" 
oder 

(9)  &a'=h'a",  ...  , 
wenn 


■2 


Mü  ) 


gesetzt  wird.  Die  Gleichungen  (9)  sind  also  in  der  Tat  eine  bloße 
Folge  ans  (5)  in  Verbindung  mit  der  Ortfaogonahtät  von  b  zu  t  und  k. 
Daß  k'  im  Gegensatz  zu  k  auch  negative  Werte  annehmen  kann, 
wenn  die  Bestimmung  von  a,  h',  c'  dem  Vorzeichen  nach  durch  die 
Äquivalenz 
^  6,  A  ^  t',  n 

(S.  59)  zu  Ende  gefShrt  wird,  bleibt  selbstrerst^dlich  bestehen,  ebenso 
wie  alle  sonstigen  Ergebnisse  über  Krümmung  und  Windung. 

Die  durch  die  Kosinus  -r  ■-.,■••  definierte  Gerade  soll  nicht  weiter 
in  Betracht  gezogen  werden,  einmal  weil  sie  im  allgemeinen  nicht  in 
einer   der  Ebenen   des   Dreikants  t,  t',  n  liegt,   und  femer,  weil  die 
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mit  ihr  zasaDunenMogende  Größe  It"  in  bekannter  Weise  durch  k  und 
h'  bestimmt  vird. 

Die  Luf^  von  6  and  h  za  den  Achsen  /'  aod  n  des  Omnddrei- 
kaots  wird  durch  die  Formeln 

(10)  a'  =      Ä  cos  qc  +  X  sin  9 

(11)  o"=  —  j1' sin  qp  +  X  COB  y 

gekennzeichnet,  in  denen  9  ■=  (n,  K)  war  (S.  59).  Multipliziert  man  (11) 
mit  %,  benatzt  die  Definitionsgleichnng  (3)  oder  (5)  fQr  a"  und  ver- 
Reicht  das  Resultat,  nachdem  man  A  statt  a  geschrieben  hat  (S.  54), 
mit  der  ersten  allgemeinen  Frenetschen  Formel  des  Systems  (a)  (S.  55), 
so  erhält  man 

i;(—  A' ainip  -\-  Xcastp)  =gA' -\-  nX, 

worans  die  Gleichungen 

(12)  icoBy  — » 

(13)  k  sin  9?  "  —  (/ 

(14)  *»»»»-!-/       - 
(S.  59  und  60)  wieder  folgen. 

Die  gleiche  Behan^nng  der  Formel  (11)  (und  immer  der  beiden 
zugehörigen)  mit  k'  ei^ibt  zunächst  nur 

80'  =  li  (—  A!  sin  9»  +  X  cos  *p),  .... 

Da  6a'  in  den  allgemeinen  Frenetschen  Formelu  nicht  enthalten  ist, 
so  hat  man  diese  geometrische  Ableitung  aus  (10)  zu  bilden  (rgl.  S.  61). 
Es  folgt  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  (b)  und  (c) 

öa'  =  —  A{<f  cos  qn  +  «  sin  y)  +  (—  A!  sin  9?  +  X  cos  y)  ((  +  9fp) . 

Wegen  (12,  lü)  verschwindet  der  Koef^zient  von  A,  und  die  Ver- 
gleichung  mit  dem  Torhei^ehenden  Wert  von  &a'  liefert  nur  die  eine 
bekannte  Relation 

(15)  it'-(  +  Ö9>. 

Diese  Untersuchung  und  ihre  Ergebnisse  lassen  sich  von  der 
Achse  t  des  Dreikants  unmittelbar  auf  i'  und  n  Obertrageo.  Wegen 
der  gmndlegeuden  Bedeutung  von  n  nehmen  wir  zunächst  die  Abbil- 
dung durch  parallele  Flächennormalen  noch  einmal  vor,  von  der  letzt- 
hin ausschließlich  die  Rede  gewesen  ist. 

Die  hinzutretende  Gerade  r:=(X"r"2"')  ist  durch 
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erklärt  Sie  boU,  wie  voihdr,  in  die  Tangentialebene  der  Fläche  selbst 
verlegt  werden.  Gleichzeitig  mit  ihr  wird  eine  zweite  Tangente,  x, 
darch  die  den  Bedii^;ungen  (6,  7,  8)  entsprechenden 

2;X'*     =  1 

IlTX  -0 

£X'X'-0 
definiert  und  das  in  X',  F',  Z'  enthaltene  Torzeichen  der  Äquivalenz 

T,  t'  -^  i,  V 
gemäß  bestimmt  (S.  478).   Gegen  vorher  sind  die  Bichtnngen 
t\    f,    n;  6,  A 


*';     ~x'=t\ 


durch 

also  die  Größen 

A;  Jl',  X;  ei,        a"\  dm,  Ifc ;  dro',  V 

darch 

X',A,X',~X=A\X\YEdX^  =  d«,   l\;  ±VzdA^  =  Atf',   ~ 

zu  ersetzen,    v-  ist  positiv,  ^—  kann  positiv  oder  negativ  sein.    Den 
ersten  Gleichongen  (5)  and  (9)  entaprechen 

(16)  «--^y' 
ond 

(17)  SA'-'^X: 

Der  positive  Drehangssinn  in  der  Tangentialebene  gebt  von  t 
durch  den  rechten  Winkel  hindurch  nach  f.  Durch  positive  Drehung 
von  i'  bis  r  entstehe  der  Winkel  %iP\  er  ist  identisch  mit  dem  in  dem- 
selben Sinne  gezählten  Winkel  der  Kurventaugente  i  mit  der  ihr  kon- 
jugierten (".   Kl"  tritt  an  die  Stelle  von  y,  und  die  Beziehungen 

(18)  ^0=      J-cosw"-!- A'sinw" 

(19)  X'  -  —  .4  sin  w»  -h  A'  cos  w» 

an  die  Stelle  von  (10)  und  (11). 
Die  Größen 

»  =  2:XBA  ,        9  =  SA'»A  ,      t  =  j:x&a' 

lind  mit 

2:A'»X  =  ~t,         2:A9X  =  ~n,         EÄBA^g 
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ZU  reiiauscheo,  und  die  naiLniehr  ans  den  vorhergelienden  Formeln 
abzuleaeadeD  lauten 


(20) 

aa 

lo"- 

(21) 

^sm 

!»•- 

(22) 

(S'= 

C+l 

(vgl.  3.  477(14), 

(15)) 

nad 

(23)  Y--g  +  »i^. 

Diese  Gleichungen  liefern  ebensovielß  geometrische  Sätze.  Im  beeon- 
dereo  enÜmlt  die  letzte  einen  interesBanten  Ausdruck  der  geodätischen 
KrOmmung.    Die   vorletzte  ist  mit  der  formentbeoretischen  Identität 

(24)  AE-r-f-B» 
gleichbedeutend;  vgl.  S.  197,  226  oder  S.  483(17). 

Bildet  man  drittens  die  Schar  der  Taogentialnormalen  einer  Flä- 
chenkurre  auf  die  Einheitakagel  ab,  so  hat  man 

(25)  /^'  -^''/-^Ä,... 

einzuführen.  Es  sei  {Ü5C)  =  t,  und  sodann  t'  =  (J^'B'*?')  auf  f 
and  I  senkrecht.  Gegen  die  erste  Abbildung  vertauschen  sich  bei 
passender  Wahl  der  Richtung  r' 

l\     t',  h:    6,  h 


t':    n,    t; 


mit 
also 

-4;   A',  X;    d ,   a";  rfoj,  it  ;  dro', 

mit 

Ä;  X,  A;  Ä',   A;   YsdÄ^  =  d<s',   ^;    ±Y£dlL*  =dtf. 


Die  Größen 
werden  durch 


t 


—  9,     t,     — " 

ersetzt.  Die  beiden  Geraden  r  und  t'  liegen  in  dem  durch  die  Kurren- 
tangeute  bestimmten  Normalschnitt  der  Fläche.  ^  sei  der  durch  Dre- 
hung von  n  nach  t  entstandene  Winkel  von  t  mit  t.  Dann  gelten 
folgende  Gleichungen: 

(26)  ®^'-j;'^ 

(27)  ei'-f'* 
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(28)  A=      Xcmf  +  Äaint(i 

(29)  Ä X  simfr  +  4  cos  *> 

(30)  |Joo8»--i, 

(81)  g:,i„v,__, 

(33)  ^'__„  +  SV. 

Ans  ihoeD  geht  herror,  daß  die  sphärigclie  Äbbildimg  der  Taii- 
geDtialnormalen  von  ungleich  geringerer  Bedentung  ist  als  die  der 
Tangenten  und  der  Flächennormalen.  Erstens  kann  man  Term^e  (33) 
Ton  der  Größe  j—  absehen.  Freilich  würde  dies  nach  (14)  and  (22) 
auch  schon  von  A;  nnd  j-  gelten.  Aber  nicht  onr  die  Erammimg  Ic 
ist  für  die  gesamte  Theorie  der  Kurren  von  grundlegender  Wichtig- 
keit, sondern  auch  die  sphärische  Abbildung  durch  parallele  Normalen 
bat  sich  hei  den  verschiedensten  Anwendungen  als  fruchtbar  erwiesen 
Qud  speziell  im  §  147  durch  ihre  Beziehung  zur  Konjugation  eine 
nene  Bedeutung  gewonnen.  Was  zweitens  -j—  angeht,  so  gehört  diese 
GrSSe  mit  k'  und  -j-  zusammen  in  eine  Gruppe,  die  nach  (15),  (23) 
and  (33),  außer  mit  t,  g  und  n,  auch  mit  den  geometrischen  Ablei- 
tungen dreier  Winkelgrößea  linear  zusammenhängt.  Aber  schon  diese 
Winkel  seihat  sind  im  Gebiete  (t,  g,  n)  nicht  unabhängig  TOneinander, 
denn  es  gelten  nach  (12,  13),  (20,  21)  und  (30,  31)  die  Formeln 

(34)  tgy  =  -{,        tg«;»--^,        tg*-^-, 
aus  denen 

(35)  tg9>tg«^tg?!.-l 

herroi^ht.    Mithin  ist  0'^  mit  Sip  und  öw"  durch  eine  lineare  Glei- 
chung rerbunden, 

(36)        w-<;;+|:|>,+^:+;:;j8... 

Sie  kann  in  mannigfacher  Weise  umgeformt  werden. 

§150. 
Geometrisolie  Differentiation  der  Normalkrämmong. 
Die  Normalkrtlmmung  und  die  geodätische  Windung  einer  Fläcben- 
kurve  haben  die   gemeinsame  Eigenschaft,   die  Differentialquotienten 
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der  kartesischeu  Koordinaten  der  Fläche  bis  zur  zweiten  Ordnung,  ond 
TOQ  den  Ableitungen  der  darstellenden  Funktion  nur  die  der  ersten 
Ordnung  zu  enthatten  (S.  64,  194).  In  dem  Ausdruck  der  Tangential- 
krQmmung  kommen  Ton  dieser  Funktion  auch  die  zweiten  Ableitungen 
Tor  (8.  129).  Allgemein  gesprochen,  sind  also  n,  t  und  g  Funktionen 
der  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnong  der  kartesischen  Koordi- 
naten und  der  darstellenden  Funktion.  Ist  die  Kurve  nicht  durch  eine 
dleicliuug 

ip{u,t>)  —  const., 

flondern  durch  eine  Differentialgleichung 

definiert,  so  treten  die  Koeffizienten  der  DifFerentialform  SJtg  an  die 
-  Stelle  der  ersten  Ableitui^en  Ton  ip{u,v);  sie  gehen  also  nebst  ihren 
ersten  Differentialquotienten  in  die  betrachteten  AnsdrClcke  ein.  Es  ist 
leicht,  aus  diesen  durch  geometrische  Differentiation  Größen  von  un- 
mittelbar anschaulicher  Bedeutung  herzuleiten,  die  von  Ableitungen 
einer  beliebig  vorgeschriebenen  Ordnung  abhängen. 

Verschiedene  Größen  mit  Ableitui^n  dritter  Ordnung  sind  in  der 
Theorie  der  Fundamentalgleichungen  (S.  205)  bereits  aufgetreten,  i^m- 
lich  0'n,  0'g,  6t  und  &'t.  Bei  dieser  Aufzählung  ist  die  orthogonale 
Trajektorie  der  gegebenen  Kurve  nur  insoweit  berücksichtigt,  als  sie 
der  zweiten  geometrischen  Differentiation  zugrunde  liegt;  die  auf  sie 
bezüglichen  äröBen  n'  und  ff'  bleiben  außer  Betracht 

Jene  vier  Größen  nun  kommen  in  den  FuDdamentalgleichimgeo, 
deren  N^atur  gemäß,  mit  den  entsprechenden  Ableitungen  von  »'  und  ff' 
zusammen  gerade  in  solchen  Verbindungen  vor,  aus  denen  die  höchsten 
Differentialquotienten  sich  wegheben.  Aber  auch  hiervon  abgesehen 
hat  eine  systematische  Untersuchung  der  Größen  dritter  Ordnung  mit 
einem  Ausdruck  zu  beginnen,  der  in  der  obigen  Gruppe  nicht  enthalten 
ist,  nämlich  mit  der  ersten  geometrischen  Ableitung  der  Normalkrüm- 
mang,  &n. 

Für  die  DarsteUung  SUlo  -  0  der  Grundkorve  war  (S.  147  (3)) 


(1) 


oder  (S.  200(6)) 

(2)  "-^/.„C,.*,.. 


(3)  ®I-Ä 

wird 
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(4)  ®»  =^f*i,;*„ft,    ~  +^^lh.i2^ikl^ii-^- 

Ähnlicfae   ÄDBdrQcke    sind   an   &üherea   Stellen   wiederholt    reduziert 
worden.   Mittels  der  Formel  S.  186(25}  findet  man 

-2.^ft,ft,h,jV)i,.. 
Die  zweite  Summe  zerTällt,  Tom  Faktor  2  abgesehen,  in 

(S.  187(1))  und 

(S.  196  (20)).   Die  dritte  kann  bei  Vertanacbung  Ton  p  mit  Ä  gleich 

gesetzt  werden.  Demnach  ergibt  sich 

(6)         e„  -  2,t  +  ^-..ft.-,,  (^^  -  s^lVl  "'.)• 

Die  noch  stellen  gebliebene  Summe  enthält,  als  Funktion  der  Größen 
^,  betrachtet,  nur  vier  verBchiedene  Produkte,  nämlich 

Der  Koeffizient  des  zweiten  ist 
und  der  des  dritten 

Nach  Elimination  der  beiden  Ableitungen  von  &,,  mittels  der  Funda- 
mentalgleichungen (S.  239(11))  nehmen  diese  Koeffizienten  die  Werte  an 


V 


D.qil.zMByG001^IC 


492  ^'  Abacbnitt.    §  l&O— 161. 

Setzt  maa  denmsch 

ao  erhält  man  die  Formel 

(9)  ©«  —  2gt  =-  &,„  ;* *  +  3fti,j  p  =  /!„  +  31.^  ft,  p »  +  Ä,„  ,*■  . 

Da  die  beiden  Bestandteile  der  linken  Seite  EurveninToriantei]  aind, 
so  ist  anch  die  rechte  Seite  eine  solche,  also  eine  simultane  Invari- 
ante dea  Formensystems  (A,  B,  fßlf,).  Behafs  Darstellnng  durch  die 
Eoeflizientea  von  3^^  (vgl  (1))  eind  die  Gleichangen 

(10)  ''"-Jyi-        ''■•-^ 


(S.  176(9))  und 

(11)  A . 

(S.  175(3,4))  zu  benutzen.    Sie  liefern 


(12)  &n  -2gt  =  - 


-  a  y  iWj  «t,  +  Gm\ 


(£■»»;  —  2F»»,M,  4-  ffm})* 


§  151. 
ObriatoffelBohe  Eovoiiante  des  Formenpaares  (A,  B). 
FundsmentalgrSflen  dritter  Ordnung. 
In    die   Entstehungsweise    der   Koeffizienten    dieser   Formel   ge- 
winnt man  einen  genaueren  Einblick,  wenu  man  fUr  die  Ableitungen 
der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  ein  System  von  Transforma- 
ti onsgleichuD  gen  in  derselben  Weise  herzusteUen  sucht  wie  im  §  47 
ffir   die   zweiten   Di£Ferentialqaotienten   einer   willkürlichen  Funktion. 
Man  wird  zu  diesem  Zweck  die  zu 

B  =  B' 
gehörenden  Tran sformationsform ein 
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differentiierea  und  die  zweiten  Ableitungen  der  nanea  Variablen  nach 
den  alten  mittels  der  Gbristoffelsohen  Relationen  eliminieren.  Die  erste 
Operation  liefert 

£^*       V  ^""k  ^^  ^ük  ^^  j.  Va'    /"^"^  Ü!k  j.  ^'*Jl    ^y^  \ 
du,   ~j^'dü;    Zu.'du.   2»,  ■•"^'^^f  \9i,  9«.^»,  "*■  01*.   duJduJ' 

Werden  lüerin  ans  S.  168(33)  die  zweiten  Ableitungen 

0'«;     -^jtiia«;  _"VP^!'^^ 

eingesetzt  und  die  Oleicbnngen  (1)  in  der  Form 
"Vi,'    ^"^  ^"'L      j. 

4^  *^'''  9w„  ä»;  ~  p* 

*^  e     * 

benutzt,  so  findet  sich,  nach  unmittelbar  ersichtlicher  Vertanschung 
Ton  Bezeichnungen  auch  in  den  noch  fibrigen  Oliedem, 

(^)  l^'-2(lVl^+lVlv)- 

Setzt  man  demnach 

w  l^'-2(lVl»'.+(Vlv)-.'... 

uad  wendet  die  entsprechende  Bezeichnung  auch  fiir  die  transformierte 
Form  an,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

Es  sind  die  Transformationsgleichungen  fQr  die  Eoe^zienteu  einer 
trilinearen  Differentialform 

(5)  ^6»,d«,du,b«,=  8„ 

die  als  ChriBtoffelsche  Eovariante  des  Formenpaares  (A,  B)  bezeichnet 
werden  soll.   Solange  die  Eigenschaft  h^,  —  b^^  der  Koef^zienten  Ton  B 
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moht  benutzt  wird,  kdmien  die  Ausgangsformeln  (1)  ala  Tr&nsforma' 
tionBgleichungen  der  biline&reo  DifferentialfonQ 

^ft„dtt,dMt=39, 

t,ii 

also  39t   ^  KoTariante  des  Formenpaares  (A,  99)  betrachtet  werden. 

Wo  es  der  Unterscbeidun^  wegen  nötig  ist,  maß  die  Form  A^ 
aus  deren  Koeffizienten  die  GbristofFelschen  Verbindangen  {*]  |  g^ 
bildet  sind,  durch  einen  dea  Zeichen  6^,,  und  SB,  beigeftigten  oberen 
Index  a  kenntlich  gemacht  werden. 

Setzt  man  die  drei  verschiedenen  Differentiale  in  (5)  einiuider 
gleich,  so  geht  die  trilineare  Form  in  eine  kubische 

(6)  ß^,,du'  +  ß^,,du*dv  +  ßj^dudf)'  +  ßj„dv'  =  B, 

über,  'die  demnach  ebenfalls  eine  Eovariante  von  A  und  B  ist    Die 
Koeffizienten  haben  einzelir  die  Werte 

,_,  /Sil»  =  *iu  +  ^«  +  hn 

ßm  ™  hn- 
Für 


lassen  sich  diese  Ausdrücke  vereinfachen.  Aus  der  Definitionsgleichung 
(3)  folgt  dann  lümlich 

(8)  ».„-*„„ 
d.  li. 

(9)  'tii  -  Kl,       Kt  -  'i.i. 

und  das  System  (4)  enthiUt  nnr  sechs  Gleichungen.  Die  Fonneln  (7) 
gehen  in 

-ftu  -  !>„. 
,j„  ft,.  -  '.11  +  2*m 

fl-i  -  '.„  +  2»,„ 

über.   Die  rechten  Seiten  der  zweiten  und    dritten  stimmen  mit   den 
Ausdrucken  (6)  und  (7)  des  vorigen  Paragraphen  Bberein. 

Alles  dies  gilt  für  ein  beliebiges  Formenpaar  (A,  B).  Sind  jedoch 
die  Koeffizienten  dieser  Formen  durch  die  zweite  und  dritte  Funda- 
mentalgleichung der  F^chentheorie  verbunden,  so  treten  weitere  Ver- 
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eio^Achoiigen  ein.  Ans  der  Definitionsgleichnng  fDr  die  QröBeo  b,^, 
(S.  228  (5})  ei^ibt  eich  nämlich  der  ZaB&mmenhang 

(11)  6«! -&<*.- 6.». 

and  die  Fmidamentalgleichm^en  (a.  a.  0.  (10))  werden 

6,,,  -  &,„  =  0 
(12) 

&«s  —  6mi  -  0. 

Die  Koeffizienten  der  kubischen  Kovarionte  sind 

(13)  ft„  =  6„„        /J,„  -  36„„        ft,,  -  36j„,        ß„,  -  *„,. 

Dies  sind  aber  die  in  den  Formeln  S.  492(8)  vorkommenden  Größen  6^^,. 
Werden  die  Bezeichnungen  der  Formentbeorie  durch  die  der  Flä- 
dientbeorie  ersetzt,  so  mSge 

(14)  *,„-P,        h„-Q,        *„.-fi,        h„-S 
geschrieben  werden.  Diese  Größen,  mit  den  Binomialkoeffizienten  der 
Zahl  3  multipliziert^  sind  dann  also  Koeffizienten  einer  kubischen  Diffe- 
rentialform, die  gleichzeitig  mit  A  und  B  transformiert  wird,  d.  h.  für 
die  die  Gleichung  gilt: 

(15)  Pdu'  +  ^Qdu'dv  +  ^Bdudv*  +  Sdv'  - 

P'dti*  +  ^Q'du''dv'+  SRdu'dv'  +  S'dv' 

jp,  Q,  B,  S  heißen  die  FuadamentalgröBen  dritter  Ordnung  der 
Fläche.  Mittels  der  FnndamentalgröSea  erster  and  zweiter  Ordnung  dar- 
gestellt, haben  sie  die  Werte: 

(16) 

s- jf-2(jifj;'+  jv/,"). 

Den  FnndainfliitalgleicbiiiigeQ  zafolge  kann  man  auch 

Q-l"  -  (MJ,  +NJ,)-  {Lj;  +  Mj;) 
(17) 

setzen. 
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§  152. 
Herleitong  dea  Ausdraokes  von  6m  durch  gewöhnliche 

Differentiationen. 
In  der  Formel  für  &ti  tritt  die  kabieche  KoTsriante  tou  A  and  B 
fletbst  auf,  wenn  Termittelst  der  Knrrendarstellung 
m,  du  +  m^dv  =  0 


oder 


rf«  +  |5  d«  =  0 


Ton  den  Ableitungen  auf  die  Differentiale  zurückgegriffen  wird.  Unter 
Berücksichtig ang  des  Fortgangsprinzips  (8.  131 — 133,  176)  ei^bt  sich 
nämlich  aus  S.  492(12)  oder 

die  Gleichung 


.2gt  +  ^ 


u*  +  SQdu*d  tJ  +  8  Bdudv' 

(Edu*  +  2Fdudv  +  Gdi 


•t* 


Für  die  TangentiaikrUmmuDg  und  die  geodätische  Windung  sind  dabei 
die  Ausdrücke  S.  127(6)  und  S.  193(7)  gesetzt  zu  denken. 

Bei   dem  Versuche,   die  Formel  (2)   ganz   direkt,   nämlich   ohne 
Benutzung  des  Algorithmus  der  geometrischen  Differentiationen,  aus 


abzuleiten,  muß  man  —  so  seheint  ea  auf  den  ersten  Anblick  — 
auf  unübersehbare  Ausdrücke  BtoBen.  £s  ist  deshalb  nützlich,  sich 
klar  zu  machen,  wie  einfach  die  Rechnung  tatsächlich  wird,  wenn 
man,  wie  es  selbstTerständlich  ist,  die  Kurveninvarianten  zweiter  Ord- 
nung als  bereits  bekannt  betrachtet  und  sich  außerdem  der  Rolle  er- 
innert, die  die  Christoffeischen  Verbindungen  überall  da  spielen,  wo 
Ableitungen  der  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  vorkommen. 
Die  Ausgangsgleichung  ist 

(S)  AM»-,^    -„ 

und  die  DifTörentialbildung  liefert 

iA  -  A,  +  2A, 
dB  -  B,  +  2B„ 
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wenn  fOr  diese  Rechnong  der  EUrze  v^en 

dEdu*+  2dFdudv  +■  dGdv*^  ^^ 
EdutPu  +  F(dud*v  ■+■  dvd*u)  +  Gdvd'v  =-  A, 

gesetzt  und  B^,  B,  entsprechend  definiert  werden.   Die  Gleictong  (3) 
geht  in 

I  B  Bi  I         '  B  B,  I 
über.   Nach  den  sua  3.  119(5)  mid  S.  127(5)  folgeaden  Formelii 
|f-2(BJ,  +  FJ,),  |f-2(£j;  +  ii'j;) 

(6)  l^-Fj,  +  oj,  +  Er,+Fj;,  ^-Fj;+oj;+Ej;'+FJi' 

wird  hierin 

(6)  y  \- (Ed„  +  Fdv)  (J,dti' +  2j;dtidv  +  jyt') 

+  {Fia  +  Odv)  {J,d>i'  +  2j;dudv  +  .^'«i»'). 

Femer  ist 

lA  A,| 

!  B  B,'~ 
UEdu+  Fdv)du+(Fdti+adt)dt:,{Edui- FdK)d'u  +  (Fd«+Gdv)^t  \ 
I  (Lda+3Idv)dii+^Md«  +  Ndv)dn,  (Ldu+Mdii)d'u  +  (Mdu+Nd,i)d'«  [' 

|AA,1      lEdu+Fdv,     Fdu+Odvl     du    dt  I 
^  '  I  B  B,  I      \Ldit  +  Mdti,    Mdu  +  »<ir  '  ,  (?«    d"» 

Das  Auftreten  der  Verbindungen  J^du* -\ ,  J^da* -\ und  nament- 
lich der  Umstand,   daß  die  zweiten  Differentiale  allein  in  der  Deter- 
minante dud'v  —  dvd^u  vorkommen,  weisen  auf  die  Benutzung  der 
Formel  3.  127(6)  hin: 
/Q^     j    ji        j  j.        sä''  ,  \^,dit'+2J^dudv  +  J~dv;  J«  I 

ond  der  Eoef^zient  von  dud*v  —  dvd'tt  in  (7)  auBerdem  aof  die  Olei- 
chuDg  8.193(7): 

'i:du  +  Fd,,.Fdu  +  ad.i_ 

^  '  I  Ldit  +  Mdu,   Md«  +  Ndo 


loh,  Dia«antl.lB»iBMile. 
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Bevor  aber  diese  angewendet  wird,  können  aua  (4),  nach  Hinzuziehung' 
Ton  (6),  (7),  (8)  und  nachdem  man  in  —  B\ 

B  =  {Ldu  +  Mdv)du  +  (Mdu  +  Ndv)dv 
geschrieben  hat,  zwei  Paare  Ton   Gliedern  gestrichen,  und   dann  ans 
Bämtlichen  Gliedern  der  Faktor  Astis*  weggelassen  werden.   Eb  wird 
(10)  Adn  =  2gtds'+Bi~2{Ldu+Mdv){J,du*+2J^dudv  +  J['dv') 

-  2{Mdu  +  Ndv)  (/,d«»+  2Jjdudv  +  J'^'dv') 
Setzt  man  nun 

B,  =  dLdu'  +  2dMdu(iv  +  dNdv' 

ein,  so  ToUzieht  sich  die  Vereinigung  und  Vereinfachung  der  Koeffi- 
zienten Ton  du*,  du*dv, . . .  genau  wie  auf  S.  491—492,  und  es  er- 
scheint unmittelbar  die  Gleichung  (2). 

Zur  Ei^änzung  der  im  §  35  aufgestellten  Formeln  (4)  und  (7) 
für  E,F,G;  L,  M,  N  mögen  die  Wert«  der  Fundamentalgrößen  dritter 
Ordnung  ffir  die  Flächendarstellung 
(III)  s^eix,  y) 

hier  angegeben  werden.  Die  in  den  Definitionsgleiohungen  S.  496  (16) 
vorkommenden  GhriBtoffel sehen  Verbindungen  haben  die  Werte 

r  _   PI 7'  _  J"      _  7" P' 

''i        P' +  8'  4-  1 '      ■'•        p'+q'+  l '      *'•        ?*+ 9'  +  1 

7-        _gr T-  9» T"       3l  

*°p'-i-9'-i-i'      '     p'+q'  +  i'      '     p'+a'  +  i' 

Setzt  man,  wie  schon  auf  S.  106, 


(p.  +  g.  +  l)4 

^  Cp*  +  g»-M)  z,.  -  r(p,  +  qfj-U(pr  +  q») 
(p>  +  g.  +  l)4 

^  {p'-  +  i'+  1)  ^1.  -  t(pr  +  qs)  -  Uijpt  +  qO 

(p'  +  g'+I)* 

wenigstens  unter  der  Annahme  £  =  -{-  1  in  den  oben  zitierten  For- 
meln für  L,  M,  N.  Anderenfalls  ist  den  rechten  Seiten  das  Vorzeichen  c 
hinzuzufügen. 


so  erhält  man 


(13) 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Besondere  NormalicbniUe. 


§  153. 


NoTinalaohnltte, 

die  von  ihrem  KrQmmimgskreise  superoakaliert  werden. 

Die  Differentiale  Ton  H  und  K. 

unter  den  Anwendungen  der  Formel  (2)  verdient  eine  hervor- 
gehoben zn  werden.  Die  Kurve,  länge  deren  die  Andemng  der  Normal- 
krümmung  beim  Übergange  vom  Punkte  A  zu  einem  benachbarten 
nntereucht  werden  soll,  eei  der  Normalschnitt  selbst,  der  zn  dem 
Differentialverbältnis  j-  gehört.  Da  fflr  ihn  der  Winkel  zwischen 
Bauptnormde  tind  Flächennormale  im  Punkte  A  gleich  KuU  (oder  %) 
iBt,  so  wird  ^  —  0,  und  demnach 

(1)  ds*b«  =Pd«*  +  Zqdx^dv  +  aürfuÄw»  +  Sd«», 

wenn  der  Fortgang  längs  des  Normalschnitts  durch  das  Zeichen  b  an- 
gedeutet wild.  Die  Differentiale  zweiter  Ordnung  sind  in  diesem  Aus- 
druck nicht  mehr  enthalten,  vielmehr  kann  -3-,  von  den  nur  auf  A 

'  ds' 

bezQglichen  Fundamentalgrößen  abgesehen,  als  Funktion  von  -;■  oder 
von  % :  tn,  oder  -„-'  :  ^^  allein  dargestellt  werden.  Wird  b^  ~  0  an- 
genommen, so  lehrt  die  Gleichung 

(2)  Pdw>  +  3  Qdu'dv  +  SRdudv*  +  Sdv'  =  0, 

daß  durch  einen  beliebigen  Flächenpunkt  mindestens  ein  Normalschnitt 
geht,  der  von  seinem  ErAmmiu^kreise  superoakniiert  wird. 

Wo  ii^end  Ableitungen  dritter  Ordnung  ins  Spiel  kommen,  em- 
pfiehlt sich  die  Benutzung  der  Fundamentalgrößen  P,  Q,  R,  S  immer 
dann,  wenn  die  Symmetrie  der  Untersachung  gewahrt  werden  kann 
oder  soll.  Nach  der  Natur  der  flächentheoretischen  Aufgaben  ist  dies 
nicht  immer  möglich.  So  erscheinen  bei  der  Betrachtung  einer  einzel- 
nen Schale  der  Krilmmungsmittelpunktsfläche  notwendig  bestimmte 
Größen  dritter  Ordnung  vor  anderen  bevorzugt,  wie  es  die  Formeln 
des  §  115  erkennen  lassen.  Aber  auch  in  solchen  Fallen  gewahrt  die 
Einfahrung  von  P,  Q,  R,  S  vielfach  einen  Überblick  über  den  Formel- 
zusammenhang. 

In  sehr  übersichtlicher  Weise  lassen  sich  die  Ableitungen  der  ele- 
mentaren symmetrischen  Funktionen  der  Hauptkrilmmungen  mittels 
der  Fundamentalgrößen  dritter  Ordnung  darstellen.   Aus 
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„       GL  —  ^FM  +  EN 

EG  —  F" 
„      LN—IP 
^~  EG-F* 


dE        1    („dh       ^jpdU  ,    „dN\ 


findet  mati  ganz  direkt: 

B«i  EinlQhnuig  der  Ableitungen  von  L,  M,  N  auB  den  GleicbuDgen 
S.  495(16,  17)  fallen  die  Christoffelschen  Größen  veg,  nnd  es  bleibt 

-g^-  }-ANQ-2MB  +  LS). 
Die  hieraus  zusammenzueetzenden  AuedrQcke 

(7)  dB-  p  (GfPdu  +  Qdv)  -  2F{Qdu  +  Edv)  +  «(Sin  +Sdv)) 

(8)  djr-  ^,  (Jf(P<i»  +  Qdi»  -  2MlQdu  +  Sdv)  +  i(ü<i«  +S<Jo)) 

können    als   aimnltane   algebraische   Invarianten  je   einer  der  beiden 
Grundformen  und  der  kubischen  Kovarionte  aufgefaßt  vrerden.    Es  sei 

(9)  Pdu'+SQda'de  +  aEdadv'+Sdp'-H. 

Aus  der  Gleichung 

H-H' 

D.qil.zMByG001^IC 


Die  Differentiale  von  H  und  K.  501 

wSrde  fUr  eine  beliebige  Form  H 

ai*  °  -^  "Sil  " 

(vgl.  S,  154)  und  weiter 

^^^^  »PI  ~  2  i'^id%  *"'"* 

folgen.    Der  Beweis  daffir,  daß  dann 

,,,,  ^  3*H  ^   ,       a'H' 

wird,  aaterscbeidet  sich  Id  uicbts  von  dem  aof  S.  156  tür  einen 
speziellen  Fall  gefabrten.  Bat  H,  wie  jetzt  festgehalten  werden  soll, 
die  Bedeutung  (9),  so  werde,  in  Yera%emeinemng  des  Operations- 
zeichens  jB;  (S.  160(3)), 

(13)  II^A'äCä.--»-'^'") 

oder  ansfUhrliclier 

(15)  h  (K  ^^  -  2i.,  ,-0g  +  »„  |;y  )  -  B,(B,  H) 

gesetzt.  Man  erhält  dann,  wie  die  Ausdracke  von  ^^,-,  . . .  unmittel- 
bar erkennen  laseen, 

(16)  dS^ff,{\H) 

(17)  dK-ff^{B,H). 

§  154. 

Die  DifliSTeiitiale  der  Hauptkrümmungen. 

Aus  den  Differentialen  von  H  und  K  setzen  sich  die  der  Hanpt- 

krflmmungen  selbst  nach  folgenden  Formeln  zusammen: 

,  n.dH  —  dK 

d«,  =  -  J   -  -      — 

(1) 


dK-n^dH 
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Durcb  Mnltiplikation  ei^ibt  sich 

(2)  (n^  -  «,)*dttirf«, KdH^  +  HdHdK  -  dK' 

oder 

(3)  (fl.  ^  iK)ä.,ä«,  -  (-  ig«)'+  i?|?|f  -  gl )■)  ^«' 

Die  NullsetzuDg  dieses  Ausdrucks  liefert  die  Differentialgleicbung  der 
Kurven,  von  denen  im  §  120  die  Rede  gewesen  ist,  Uii^^s  deren  näm- 
licli  eine  Hauptkrümmung  (oder  ein  Hauptknlinmungaradias)  einen 
konstanten  Wert  hat. 

Um  die  Koeffizienten  der  quadratischen  Differentialform  durch 
die  Fundamentalgrößen  dritter  Ordnung  darzustellen,  könnte  man  ein- 
fach die  Formel  (2)  mit  (16)  und  (17)  des  vorigen  Par^raphen  ver- 
binden. Eine  etwas  veränderte  Darstellung  ergibt  sich  durch  Einzel- 
berechnung der  Koeffizienten  aus  (5)  und  (6),  nämlich 

y-i  ((i)«  f  +  (^M  -»li,);«  -  riaW  +  (('?»  -  nn)*  +  *1ii'?ii)  (-P-R  "  0*)), 
und  durch  Tertauschung  von  u  mit  v,  wobei  die  beiden  Größenreihen 

ineinander  fibergehen: 

^  ((l.i «  +  (•(..  - 1„)  S  -  %,S)'  +  «n,,  - 11,,)'+  4i,„,„) (QS  -  B')). 
Drittens  ist 

-^■«^aS- äir  +  ^te  S7+  ai  87)^2 "ai  W" 

f,  {2(l.i-P  +  (In -  V,.) e  -  1I„K)  (l„  e  +  (1„ -  i(„)-R  -  -i^S) 

+  «1»-1„)'  +  4l,i1.i)(P'S-  «-»))• 
Werden  diese  Werte  in  (3)  eingeführt  und  die  Gleichung 

benutzt,  so  folgt 
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(5)  (H'-4ir)dn,dn,- 

+  -~r^ ((Pü  -  Q')  du'  +  (.PS  -  QR)  du dv  +  {QS  ~  B?)  dv'). 

Von  den  beiden  Bestandteilen  der  rechten  Seite  ist  der  erste  eine 
algebraisclie  Eorariante  des  FormenBystems  (A,  B,  H),  der  zweite,  von 
dem  invarianten  Faktor  H'—  4K  abgesehen,  eine  Kovariante  von  A 
and  H  allein,  in  der  aaßerdem  die  Form  A  nar  in  ibrer  Determi- 
nante a^  T*  zam  Vorschein  kommt.  Schreibt  man 

(6)  Y  ('J«  '■^'^"  +  ^'''''  +  ^^«  ~  ''"^  '■^^^  +  ^^"^  ~  nit<.^du  +  Sdv)) 

-  ^,  (c„(PdM  +  Qdv)  ~  2c,s(edM  -h  Rdv)  +  c„(B<Jw  +  Sdv)) 

(Tgl.  8. 194(13)  und  8. 224(12),  so  sieht  man,  daß  diese  erst«  Größe  aus 
A,  r  und  H  ebenso  gebildet  ist  wie  vorher  dK  aus  A,  B  uild  H,  daß  also 

I  Pdu  +  Qdv,     Qdu  +  Rdv,    Rdu  +  Sdv  , 
0)    }%\  E  F  G  :-fl„(r,H) 

\  L  M  N  \ 

gesetzt  werden  kann. 

Die  Qröße  an  zweiter  Stelle  in  (5)  steht  in  unmittelbarem  Za- 
sammenhange  mit  der  Hesseschen  Determinante  von  H, 

i  J*H  d^     ; 

(8)      ^  ■ff(H)=       g.^  g,^,, 

.    I  duHl'     di\    I 
denn  es  ist 

]Pd«+Qdr,    «<'»  +  B''»l_J.„,H^ 
^'  iQdu  +  Rda,    Ed<,  +  Sdv\      k"^"'- 

Diese  quadratigdie  EoTariante  von  H  erscheint  durch  Division  mit  T' 
in  eine  absolnte  Eovariante  verwandelt,  wie  es  die  Cileichnngen 

I     dit    '    8i,8ft  !       I     8S'.'  '    8f,ag  I    . 
8»H_     _9'H_  I  ~       a'H'         d'H-    ' 

.  3s,8i,'    äa    i     !  sfiar,'    as'"  i 

T'-i"'s' 
bedingen. 

Durch  Elimination  der  drei  Clrößen 

D.qil.zMByG001^IC 


504  XI.  Abschnitt    g  161—166. 

ans  den  Äasdrficken  der  drei  linearen  EoTarionten  und  der  Form  H 
selbst  ergibt  eich  die  Relation 

(10)  2rs^(r,H)- 

(HB  -  2S■A)fl„(^  H)  +  (BA  -  2B)fl.(B,  H)  -  (fl»-  4S')H. 

§  15Ö. 
OeometrlBohe  Differentiation  der  Tangen tialkrümmnng. 
Unter  den  anf  eine  Fläcbenkarre  bezfiglicben  geometrisclien  Größen, 
die  Ton  dritten  Differentialquotienten  der  Funktion  tp  oder  zweiten 
Ableitungen  der  Form enko effizienten  m,  abhängen,  aber  in  den  Kiinda- 
mentalgleichnngen  nicht  Torkommen  (rgl.  S.  490),  befindet  sich  auch 
0g.  Bedenkt  man,  daB 

(1)  3 i/Ä  -2  ^'  **'*  "*'* 

ist  (S.  187(6)),  während 

war,  BO  darf  man  erwarten,  daß  bei  der  Reduktion  von  0g  nach  der 
bei  ©»  befolgten  Methode  eine  Kovariante  auftreten  wird,  die  aus  M 
(S.  181  (5))  ebenso  entsteht  wie  33,  aus  B  oder  S,  nämlich  nach  dem 
GhristoÖelschen  Verfahren.  Sie  hätte  schon  im  §  57  eingeführt  werden 
können,  wenn  es  sich  dort  nm  @'g  und  &g'  selbst,  nicht  gerade  nm 
einen  Ausdruck  gehandelt  hätte,  aus  dem  die  zweiten  Ableitungen  der 
Größen  m,  wegfallen. 

Die  Annahme  0g  —  0  liefert  die  Differentialgleichang  der  Kurven 
konstanter  geodätischer  KrUmmnng  (§  95 — 96). 

Beginnt  man  mm  die  Berechnung  wie  auf  S.  491,  so  erl^t  man 
zunächst 

(2)  e&VA)--^^^,^,,^,^^-! 


-2V,2'~('^.lt'+'^.fe') 


Diese  Gleichung  entspricht  den  Formeln  (6)  und  (?)  auf  S,  20S.  An- 
statt aber,  wie  dort,  auf  die  zweiten  Differentialqnotienten  als  solche 
anszugehen,  bleibt  man  bei  den  Ableitungen  ^'"'*  stehen  nnd  benutzt 
nur  wieder  den  Ausdruck  von  -|'*  (S.  186  (25)),  sowie  außer  (1)  die 
Formeln  S.  208  (2,  4).   Dann  treten  sofort  die  Größenverbindungen 

(ä)      t*-2(ivi«^.+r;i^.)=«™ 
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aaf,  die  den  Größen  h^^,  (S.  4i)3  (3))  genau  entsprechen.  Es  ergibt  sieb 

Der  zireite  Bestandteil  ist  ans  dem  Aasdrack  von  s(y'A)  entstanden. 
Will  man  der  Formel  fSr  &g  die  fSr  B'g,  sowie  die  für  die  geome- 
triacben  Ableitungen  tod  g'  an  die  Seite  stellen,  so  braucht  man  auch 
den  Wert  von  ©'(V^A)  (S.  208(5)).  Der  Gleichförmigkeit  mit  (1)  und 

f5)  ^^"^  thifHk^it  =  9' 

wegen  mögen  noch  folgende  Definitionen  eingeführt  werden: 

(6)  TT^^l^nV-V^ik-^' 


(7) 
Dann  ist 


^  2'^''^  "*"-'• 


»(v^. 


(8)  ^'■'ßl -V 

(9)  «llS>--», 
nad  die  Formel  (4)  lautet 

(W)  ej  =  -„     _,..     ^_^^ 

Fttr  die   GrÖSe  &g  findet  man,  von  3.  208(7)   ausgehend   und 
die  Berechnung  in  derselben  Weise  wie  bei  0g  fortsetzend, 

(11);  e'g  -  /»  +  g'h'  +  5Ä  -  -^^  2  ("tit^itl^i^iii- 

Ebenso  braucht  die  Reduktion  tod  9^  nnd  &^  nicht  im  eiuzehieu 
erläutert  zu  werden;  e«  ergibt  sich 

(12)  e/-i7'-!/»-äf»'+i2'^.'^<''"«<.. 

(13)  0^-   -rf+ZyA  +  ^^^ftil^iC«»".- 

Rechnungamäßig   bedarf  das   Gleichungssystem   (10,  11,  12,  13) 
nodi  einer  Ergänzung.  Jede  der  Größen  m,^,  enthält  eine  bestimmte 
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zweite  Ableitung  eines  der  beiden  Formenkoeffizienten  m,,  m,,  oäm- 
lich  .  .'  ,  and  vier  bestimmte  Verbindiingen  aus  diesen  Differential' 
qnotienten  erseheineo  hier  als  durch  die  geometriscben  Ableitungen 
8j?,  ^g,  &g'  and  ©y  vertreten.  Sämtliche  zweiten  Ableitungen  kom- 
men vor,  wenn  noch  0h,  &'h,  0h'  und  &h'  hinzagenommen  werden. 
Unter  den  acht  Qrößen  &g, . . .  0h'  sind  dann  freilich  zwei  Überflüssig, 
weil  die  Anzahl  der  Ableitungen  ^ — ^^-  nur  gleich  sechs  ist. 
Die  hinzutretenden  Gleichungen  lauten 


(14)  an-      !,<-gh~K'+    '^^ 


(15)  «'*' gg'+9'h  +*'>'+-^2(.„(»„(i„»i,„ 

(16)  »h  -      w'+9t'-*»'--^_2''S.ISiCiJ™ii. 

(17)  erh g--gh'+  *" -^  ^».(.„(h,»,.,. 

Die  Anzahl  dieser  Formeln  Terringert  sich,  and  die  Ausdrücke 
selbst  erfahren  eine  Vereinfachung,  wenn  die  Karre  durch  die  Gleichung 
tp{'it,v)  =  const  dai^estellt  wird,  die  Diffarentialform  3Ro  also  der  Be- 
dingung der  Integrabilität  genügt.  Die  GröSen  g'  und  h'  sind  aäm- 
lieb  mit  der  Integrabilitäts-Invariante  durch  eiue  einfache  Gleichung 
verbunden, 


1    ,  ,  /3m,       dm,\ 


d.  h. 

(18)  *--s'-^'jJ.(äl!.).. 

Werden  nun  unter  der  Annahme 


D.qit.zeaOvGoOt^lc 


die  Zeiohen 

fti     Cii     »4i     fti     »H 

Vi      9t     Vi     Vt      Vit 
(TgL  S.  176  und  S.  169,  181),  und  entsprechend 
m,^,    dorcli    y^», 

ersetzt,  so  treten  wegen  h'  —  g'  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (10) 
biB  (13)  die  folgenden: 

(19)  Sg 3gff' -    -~^_  ^  Vi9i9,9ui   • 

(20)  &g  -  2g-'  +  gh  -  y=^2v,9k9.'Vm 

(21)  Sg'^g^-gh-g'*+  -^^^  ^  ViVtViVtk, 

(22)  ©y gg'+2g'h  +  y^,^  ^ Vi9t9,Vur 

Die  Formel  (14)  wird  mit  (12)  oder  (21),  (15)  mit  (13)  oder  (22) 
identisch,  nud  die  beiden  noch  Dbrigen  heißen 

(23)  8»-    2gg'-g'h-^l,=  '^%M,'Piu 

(24)  e-»--2s'+  *■  -j/^',=  2»'>»'"- 

8  156. 
Umformung  der  gefondenen  AiudTÜQke.   Xquivalensen  iwlBolien 
geometrisolien  Ableitnngen. 
Die  Ausdrücke  (19)  bis  (22)  der  geometrischen  Ableitungen  von 
g  und  g'  erscheinen   von   einem   bestimmten  Gesichtspunkt  aus   be- 
trachtet nicht  in  ihrer  einfachsten  Form. 

Nach  S.  187(4)  und  S.  189(11)  kann  man  auch  von 

(1)  9—2lHi^\k^i.ik 


ifhllHi'»!. 
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ansgehen;  Formeln,  die  siek  äußerlich  von  den  frQheren  durch  das 
Fehlen  des  Nenners  YÄ  unterscheiden.  Während  nun  in  den  bisher 
benatzten  Ausdrücken  nur  solche  Größen  stehen,  die  aus  den  Koeffi- 
zienten von  äl^Q  selbst  nach  dem  Christoffeischen  Ver&bren  gebildet 
sind,  werden  zur  Herstellung  der  Größen  m,  ^  nach  demselben  Ver- 
fahren zuerst  die  Koeffizienten  m,  algebraisch  verändert,  uamentlich  - 
auch  durch  Y£  dividiert  (S.  178(21),  187(3)).  Beim  Forl^ang  zu 
den  geometrischen  Ableitungen  wird  man  jetzt  sein  Augenmerk  auf 
soJehe  Größen  richten  rnüasen,  die  aus  m^  ^^  so  entstehen  wie  die  m^^, 
aus  m^j,  nämlich  nach  der  Rechnungsvorschrift 

(')     'fr -2  (IV) «...,+ (VI  *»....) =«..."■ 

e 
In  der  Tat  erscheinen  diese  Größen  sofort,  wenn  man  die  Reduktion 
der  Formeln   auch  hier  wieder  so  vornimmt  wie  es  im  Vorher^hen- 
den  beständig  geschehen  ist.    Z.  B.  wird 

Hier  kann  der  zweite  Teil  der  rechten  Seite  unmittelbar  mittele  (2) 
und  des  früheren  Ausdruckes  von  g  dargestellt  werden,  aber  die 
zweite  auf  t  und  k  bezügliche  Summe  ist  besonders  zu  berechnen. 
Dies  geschieht  durch  Vergleichung  der  Formel  S.  185(20) 

mit  der  oben  zitierten  Definitionsgleichung  für  m^  ^^t 

Sie  liefert 

Benutzt  man  noch  die  Gleichung  S.  180(30),  so  sieht  man,  daß 

m  ^c.,f,.®,,,.-o 

und  auch 

(8)  .5'l<ii(ii,»i,,„-0 
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Trird.   Hiernach  ergibt  sicli 

(9)  % ff/  +  -^*t»i^uftiin«i,<u. 

und  in  gleicher  Weise 

(10)  0g-       /'+^^/*,((tu(t„»i,,„, 

(11)  Ö/-       /--^f»i(P>(f*i.m..Hj 

(12)  ®y ?ff'-^Miif*»*;*nmi,(*j- 

DieBe  Formeln  enthalten  nicht  die  Größen  h  und  A',  und  der  eigent- 
liche Ch-and  dafBr  liegt  darin,  daß  die  hier  an  die  Spitze  gestellten 
and  Bodana  dem  Ghriatoffelschen  Verfahren  unterworfenen  Größen  m^  ^^ 
von  TOmherein  nur  von  dem  Verhältnis  m^'-fi^  abhängen,  während 
dies  fQr  die  Größen  m^  nicht  zutrifft.  Ihrer  geometrischen  Natnr  nach 
enthalten  g,  g',  @g, . . .  &'g'  sämtlich  nur  dieses  Verhältnis  und  seine 
Ableitungen.  Während  nun  hier  bei  Einführung  von  finti  und  (im^ 
statt  ntj  und  m^  der  Proportionalitiitsfaktor  {i  aus  jedem  einzelnen 
Gliede  wegfällt,  wird  in  den  Formeln  des  Torigen  Paragraphen  das 
Auftreten  von  fi  in  bestimmten  Gliedern  erst  durch  sein  Vorkommen 
in  anderen  Gliedern  aufgehoben. 

Der  Gebrauch  des  einen  oder  anderen  FormelajstemB  richtet  sich 
nach  dem  Zweck  der  jeweiligen  Untersuchuug.  Will  man  sich  eine 
Vorstellung  von  den  Größen  bilden,  die  in  der  Theorie  der  geometri- 
schen Differentiationen  ein  gegebenes  System  gewöhnlicher  Ableitungen 
der  Fonnenkoefözienten  m,  oder  der  willkürhehen  Funktion  rp(u,v) 
ersetzen  können,  so  wird  man,  schon  der  Einheitlichkeit  ihrer  Ent- 
stehung wegen,  die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  bevorzugen. 
Solleo  dagegen  nur  bestimmte  geometrische  Größen,  die  sich  früher 
als  wichtig  erwiesen  haben,  unter  einander  in  Zusammenhang  gebracht 
und  die  an  sie  anknüpfenden  Aufgaben  erörtert  werden,  so  genOgen 
dazu  die  letzten  Formeln  (9)  bis  (12).  Aber  auch  hier  wird  man,  im 
Anschluß  an  &i]here  Bemerkungen  (vgl.  z.  B.  S.  506),  die  Fr^e  nach 
der  kleinsten  Anzahl  von  Kovarianten  einer  gegebenen  Ordnung  be- 
ständig im  Auge  behalten  müssen.  In  diesem  Sinne  sind  nun  offenbar 
S'g  und  0^  einander  äquivalent,  denn  man  kommt,  gleichviel  ob 
mittels  (10,  11)  oder  der  entsprechenden  Gleichungspaare  im  vorigen 
Par^raphen,  auf  die  Gleichung  zwischen  der  Bonnetscheo  Kovariante 
und  der  Gaußschen  Invariante  (§  57 — 58).  Diese  Gleichung  hat  hier 
in  erster  Linie  die  Bedeutung,  daß  die  zweiten  Ableitungen  der  Formen- 
koeffizienten  m,  oder  die  dritten  Ableitungen  der  Funktion  (p(u,v)  in 
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der  Summe  Si'g  -)-  ^s'  nicht  mehr  vorkommen.  Aber  aus  der  von  selbst 
auftretenden  Verbindung  ©'^+  Bg' — g*  —  g'*  fiel  Oberhaupt  alles  herans, 
was  sich  auf  SDIo  oder  <p(u,  v)  bezieht  (S.  211-212). 

Eine  zweite  Äquivalenz  (iubezng  auf  die  hSchsten  Ableitungen)     ' 
folgt  aus  den  Gleichungen  S.  506  (15,  16).  Zunächst  wird 

(13)  t*'h'+ek-gh-gh'~:^^t,^,^(ji„li„-l,^,li„)in,„. 
Die  auf  k  und  {  bezQgliche  Summe  reduziert  sich  auf 

und  hierin  ist 

_  _  S«i(,  COT,-  ■^l   (»äl-        ,     ■^1(ili_ 

v  e 

Die  Differenz  der  beiden  Ableitungen  ist  gelegentlich  der  B«dnktioa 
der  Bonnetschen  Eovariante  bereits  berechnet  worden;  aas  S,  209 
(9,  10)  folgt 

?::-^^=.2(i?i"..-("K)+^i"2M".. 

Die  Gleichung  (13)  geht  demnach  in 

über.  '  '. 

Die   auf   8.  211    eingeführten    oder    benutzten   Formeln   liefern 
dann  weiter 

*,  V  p 

und  diese  Größe  verschwindet  infolge  der  Eigenschaft 

(S.  212  (24)).    Das  Ergebnis  tolel  also 

(14)  &'h'+  &h  =  g'}i  +gV 
oder  für  Ä'  =  /  (vgl.  S.  506): 

(15)  SY+e»-5'(!7  +  »). 
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§  157. 
Belcitloiieit  swlsolien  den  geometriBOhen  Ableitungen  von  n  nnd  »'. 
Ein  planmäßiges  Torgehen  im  Sinne  der  beiden  letzten  Fars- 
graplien,  in  denen  die  ersten  geometrischen  Ableitungen  von  g  nnd  g 
vollständig  aufgestellt  worden  sind,  erfordert,  noch  einmal  auf  die 
M^ormalkr  ilm  mung 

zurflckzugreifen ,  om  aach  von   ihr  und  der  ihr  zugeordneten  Größe 

die  ersten  Ableitungen  sämtlich  zu  bilden. 

Erstens  kann  man  Bn  selbst  (S.  491  (5))  unter  Benutzong  der 
Größen  fcjj,  (8.  493(3»  die  Form  geben: 

(1)  &n  -  2gt  +^J:>,(Muft,ft«,- 
Zweitens  ist  bereits  auf  S.  227  die  Gleicfanng 

<,  1. 1  i,  *,  I.  e 

abgeleitet  worden.    Vertauscht  man  im  zweiten  Bestandteil  der  rechten 
Seite  h  mit  q  and  zieht  wieder  S.  493  (3)  hinzu,  so  findet  man 

(2)  ©'n  ~  -  2g't  +  ,^/h^ft*^«*«,. 

Diesen  Formeln  entsprechen  die  beiden: 

(3)  ©«'=  -  2gt  +  ,^ii,,(t,^^„h,„ 
und 

(4)  ev-    2g't+^^^tHit^kt^,f>m- 

Alle  Tier  geometrischen  Ableitungen  enthalten  die  Differential- 
quotienten erster  und  zweiter  Ordnung  der  Funktion  q>{u,  v),  oder 
bei  der  Darstellung  der  Flächenburve  mittels  der  Gleichung  äf^o "  '^t 
die  FormenkoefGzienten  m^  und  deren  erste  Ableitungen  nach  u  und  v. 
Genauer  gesprochen,  hängen  n  und  n'  nur  von  dem  Yerhältnis 
-^  '•  ^  oder  m^im^  ab,  die  geometrischen  Ableitungen  außerdem  von 
den  beiden  DiSerentialquotienten  dieses  Verlütltnisses.  Demnach  müssen 
die  vier  betrachteten  Ableitungen  durch  zwei  (algebraische)  Gleichungen 
verbunden  sein,  die  Ei^ebnisse  der  Elimination  von  ,,—  '  und  _  '- 
aus  den  Formeln  (1)  bis  (4). 
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Diese  eiDfacheo  Überlegungen  sind  lediglich  darcli  das  Auftreten 
bestimmter  Größen  in  einer  gewissen  Anzahl  von  Formeln  bedingt^ 
aber  nicht  durch  die  spezielle  Art  des  YorkommeDS  dieser  Größen. 
Im  vorliegenden  Falle  erscheinen  die  Ausdracke  auf  den  rechten  Seiten 
der  Formeln  in  je  zwei  wesentlich  verschiedene  Teile  zerlegt,  weil  die 
dreifachen  Summen  nnr  von  — ^  selbst  abhängen,  die  ersten  Bestand* 
teile  aber  auch  von  den  Ableitungen  dieses  Quotienten.  Außerdem 
haben  die  ersten  Teile  in  (1)  und  (3),  (2)  und  (4)  jedesmal  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werte.  Bezeichnet  man  die  ersten  DiSerentialqnotienten 
des  Yerhältnisses  -  oder  Oberhaupt  die  ersten  Ahleitongen  von  m, 
and  OTj  als  Größen  zweiter  Ordnung,  insofem  sie  bei  der  spezielleren 
DarsteUung  der  Flachenknrve  auf  die  zweiten  Ableitungen  der  Funk- 
tion <p(u,  v)  fahren,  so  vollzieht  sich  also  die  Elimioatioo  der  Größen 
zweiter  Ordnung  aus  den  vier  Formeln  ein&ch  durch  Addition  von  (1) 
imd  (3),  (2)  nnd  (4). 

Um  dies  festzustellen,  hätte  es  der  ausdrücklichen  Bildung  aller 
vier  Ableitungen  gamicht  bedurft.  Denn  schon  zwischen  n  und  »' 
selbst,  als  von  der  einen  Größe  erster  Ordnung  ^ :  -^  abhängig,  muß 
eine  algebraische  Gleichung  besteben,  und  diese  ist  keine  andere  als 
die  Relation 

<ö.85{4)).    Es  muß  also 

&n+  9n'=  9S 
(o) 

0'n  +  9'ii~0H 

werden.   Durch  direkte  Untersuchung  wird  dies  leicht  bestätigt.    Mim 
hat  2.  B. 

d.  h.  nach  S.  180(36) 

(6)  ®»+  ®«'  =  ^/i|,a.**(H- 

Nun  können  die  Formeln  S.  500  (5)  unter  Berllcksichtigung  der 
zwischen  den  Größen  6,^,  geltenden  Beziehungen  8.  494  (9),  S.  495  (12) 
in  die  eine 

(')  %- 2 "'"'''"  a-1.2) 

zusammengezogen  werden.   Man  erhält  also 
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woraus  die  Behanptniig  sofort  folgt. 

Was  oben  von  den  beiden  Terschiedenen  Bestandteilen  in  den 
Ausdrücken  &n,  . . .  &'n'  gesagt  worden  ist,  kann  man  sehr  einfach 
aussprechen,  wenn  man,  unter  HinznziehaDg  des  BegriSs  der  Äquivalenz 
(S.  509),  sein  Augenmerk  nur  auf  die  Art  des  Yorkommens  der  Größen 
zweiter  Ordnung  richtet.  Die  Formeln  (1)  bis  (4)  lehren  dtam,  daS 
&n,  9»'  zu  g,  und  &'n,  0'n'  zu  ^  äquiralent  sind. 

Noch  schärfer  läßt  sich  die  Verschiedenheit  der  ersten  und  der 
zweiten  Beatandteile  charakterisieren,  wenn  man  auch  auf  ihre  Zu- 
sammensetzung hinsichtlich  derjenigen  Größen  achtet,  die  mit  der 
Kurve  nichts  zu  tnn  haben.  Die  drei  Eovarianten  g,  g'  und  t  ent- 
liolten  nämlich  die  Fnudamentalgrößen  erster  Ordnung  der  F^be 
nebst  ihren  ernten  Ableitungen,  sowie  die  Fundamentalgrößen  zweiter 
Ordnung,  also  insgesamt  nur  erste  und  zweite  Ableitungen  der  karte- 
sischen  Koordinaten.  Die  dritten  Ableitungen  dagegen,  die  notwendiger 
Weise  auftreten  müssen,  finden  sich  in  den  zweiten  Bestandteilen  ver- 
einigt, und  zwar  allein  in  den  Verbindungen,  die  als  Fundamentalgrößen 
4lritt«r  Ordnung  benannt  worden  sind. 

§  158. 
Der  allgemeine  Ctaristoffelsohe  Sats, 
Die  Fundamentalgrößen  erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung  einer 
Fläche  erscheinen  übereinstimmend  als  Koeffizienten  von  Differential- 
formen,  die  sich  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  krummlinigen 
Koordinaten  invariant  verbalten.  Aber  es  empfiehlt  sich  offenbar  nicht, 
die  Definition  der  Fundamentalgrößen  an  diese  Eigenschaft  allein  zu 
knüpfen.  Sonst  würden  z.  B.  auch  die  Koeffizienten  der  Form  T  als 
Fundamentalgrößen  bezeichnet  werden  müsseu,  ebenso  wie  die  Koeffi- 
zienten aller  Formen  (cA  -\-  ß%  wo  a  and  ß  Konstanten  oder  Invari- 
anten sind.   Eine  Ausnahme  tritt  hier  nur  fQr 

-Kk-\-HB  =  ®rfu»  -I-  2%dudv  +  ®d«» 

ein ;  die  Größen  @,  %  %  sind  wegen 

®di*»  -h  2%dudv  -H  @rfi>'  =  de* 

-wirklich  Fundamentalgrößen,  nämlich  der  Bildkugel  einer  Fläche  mit 
den  Grundformen  A  und  B. 

Enoblanoh,  SKraraDtUlBHimetii*  88 
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Die  FondftiiieQtalgröBen  höherer  Ordunog  sollen  vielmehr  n&ch 
eioer  einheitUcheu,  indukttTen  Methode  hergestellt  wei-dea,  und  zwar 
in  derselben  Weise,  wie  schon  die  Größen  dritter  Ordnung  ans  denen 
der  zweiten  gebildet  worden  sind  (§  151).  Das  Verfahren  ist  das  von 
Christoffel  zuerst  im  Gebiete  einer  einzigen  Differentialform  ange- 
wendete, das  sich  in  seiner  Erweiterung  auf  ein  Formenpaar  im  Laufe 
der  vorangehenden  Untersuchongen  wiederholt  als  fruchtbar  erwiesen 
hat.  Es  wird  genügen,  die  Methode  fSr  die  vierte  Ordnong  auBeinaadei^ 
zusetzen;  die  Ausdehnung  auf  Fundamentalgrößen  hSheret  Ordnung 
bietet  nicht  die  geringsten  Schwierigkeiten  (vgl.  S.  521). 

Der  Christoffelsche  Sats  gestattet,  allgemein  aus  einer  m-fach 
linearen  und  einer  quadratischen  Differentialform  eine  {m  +  l)-fach 
lineare  Ko Variante  herzuleiten. 

Es  seien  für  beliebiges  k 

dl«,, . . .  d,w,;  d,W|, . . .  rfj«,;  .  - .  -  d^^i, . . .  d„u^ 

die  Variabein  der  Differentialform.   Ist  diese  z.  B.  gleich  99j  (S.  493  (5)), 

so  hat  man 

d^tt^  —  du,  (2]U,  =  dv;    djU^  —  du,  (^u,  =  dv;    ägU^  =  bu,  d^u^  =  bv. 

Irgend  ein  Glied  der  m-fach  linearen  Form  @^  setzt  sich  ans  einem 
Produkt  von  f»  Differentialen 

diUi^dtUt,  .  . .  d„Ui^ 
und  einem  Koeffizienten 

(»ih---0 

zusammen,  sodaß 

@„  =^ii,H  ■  -  ■  O  «^iW-d,«*.  ■  ■  ■  rf»«'n, 

i,....im 

wird,  die  Summation  erstreckt  über  alle  Kombinationen  (mit  Wieder- 
holung) der  Zahlen  1, . . .  »  zu  je  m. 

Der  Übergang  zu  neuen  Variablen  «J,  . .  ■  «^  wird  durch  die 
Substitution 

vermittelt,  vermöge  deren  die  Gleichung 

oder 
-^('i 's  ■  ■  ■ »«)  d,«.,djM„  . . .  d„Ui„ - ^{öiO,  . . . 0'<'i"^.''Xi  ■  ■  ■  ^m*'-^ 
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mit    folgendem    System    tod    TransformatioiiBgleichviiigeii    gleichbe- 
deatend  iat: 

^^  du'   9u'  du' 

Di«  Differentiation  oacli  ttj  ei^bt 

^^'  du,         ^       "9«;  "     a«,  a«.  ■     Su,. 

1    ■^  '  V    2'<.     9"«        9»L 

+    >   V«l  •  ■  ■   O     3—1^    .-„-  ■  •  ■   3^ 

^^  ou.^u,   öu,  öu. 

ai,-<ha  <1       '  '1  Im 

+  ^  (öl  ■  ■  ■  o«)  j-T^  äT-sr  •  ■  •  ä^r' 

+ 

Hierin  läßt  elcli  das  auf  die  (m  +  I)-fache  Summe  folgende  Aggregat 
f»-facher  Snmmen  achreiben 


und  man  kann,  genaa  wie  bei  der  speziellen  Untersuchung  auf  S.  493, 
au  S.  168(23) 

einsetzen.  Nach  (1)  ist  aber 

^  (*».■•  •  O  a-i,  85;-  ■  ■  ■  av  -  (•".  ■■■•-) 

*,a„...a„  '  " 

V(»,;. . . .  ».)■  f^  t"'  •  ■  •  I"*  -  Ä"  ■  ■  ■  ü 


Man  bringe  diese  AusdrQcke,  nachdem  man  sie  mit  den  zugehörtgen 
CkSfien  {"''}  multipliziert,  dann  fiber  v  summiert  bat,  auf  die  liake 
Seite  der  Oleichang  (2)  und  setze 
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+■■•+ r'M  (•■.•■■•—''))- Ä«.  •••  *.'■)■ 

Dann  kommen  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  die  aus  den  transfor- 
mierten Koeffizienten  entsprechend  gebildeten  Großen  vor.  Denn  der 
noch  nicht  berücksichtigte  Bestandteil  der  ersten  m-fachen  Summe, 
der  Ton  der  Doppelsumme  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  herrührt, 
hat,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  den  Ausdruck 

Ihm  entspricht  aus  der  zweiten  m-fachen  Summe 

_  2^(0,4... »j  21  1  1 8i;.»u„' 8.,,  ■•■ssji 

und  BO  fort.  Nimmt  man  die  vorher  weggelassene  (m -f  l)-facbe 
Summe  hinzu  und  vereinigt  unter  dem  auf  a,a^,  ■  ■  ■<*„  bezfiglichon 
Summenzeichen  alle  Glieder,  die  den  Faktor 

0«;  3<i  3»;,      ^K^ 

haben,  so  erhalt  man,  wie  behauptet, 

+  ■  ■  ■  +  rM'(«.  ■  ■  ■  «™-iA)')  =  («i . . .  a„o)', 

und  die  Gleichung  oder  vielmehr  das  System  von  Gleichungen  (2) 
selbst  lautet 


(s)      ft.  ■■;.,•■) -2  (».••■''"°)'^-¥ 


Dies  sind   die  Transformatioasgleichuugea  der  (m  +  l)-fach  linearen 
D  ifferentialf or  m 

^(h   ■  ■  ■  'n.*)''l"'i  ■  ■  ■  **fi.'*i™'^n.  +  l"i- 

§  159. 
Anwendung  dea  CtiristoffelBOhen  Terfahrens  auf  die  Herleitang 
einer  vierfach  linearen  Eovariante. 
Es  sei  nun  m  =■  3,  und  die  dreifach  lineare  Form  die  im  §  151 
aus  B  oder  S  hergeleitete 
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Die  Eoeffizieoten  der  aus  ihr  durch  Fortsetzung  dea  ChristoffelsclieD 
Verfahrena  hervoi^ehenden  DiffereDtialform 

haben  nach  (4)  die  Werte 

Da  jeder  Index  die  Werte  1  und  2  anzunehmen  hat,  so  ist  die  Anzahl 
dieser  Größen  allgemein  gleich  2*.  Sie  verringert  eich  jedoch  au» 
mehreren  Gründen  bedeutend.  Denn  schon  wegen  ^^  ~>  6,^  und  ferner 
in  Folge  der  Fundamentalgleichungen  gelten  für  die  Koefßzienten  von 
93,  die  Gleichungspaare 

(2)  h„~K,  (8.494(8)) 
und 

(3)  b,„  =  b,,„  (S.  495  (12)) 
die  diese  GröBen  von  acht  auf  vier  zurfickbrachten. 

Vertauscht  man  nun  in  der  Definitionsgleichnng  (1)  zuerst  i  mit 
l;  so  folgt 

"— i'--2((':i'."+{7U...+r:i»".) 

-Är-2(r:h-.+i?i^..+r:iM 
«  ».„.  - »,.,.- 

Zweitens  liefert  die  Vertauschung  von  k  mit  l 
(5)  ^,*„  -  *(*,»■ 

Aber  auch  die  Vertauschung  von  I  mit  m  ergibt  noch  eine  Re- 
duktion, und  zwar  ohne  Rdcksicht  aaf  die  speziellen  Eigenschaften 
der  Größen  &„  und  b^^,.  Denn  in  6ji,„  und  b^^,  tritt  übereimtimmend 
die  zweite  Ableitung  von  h^  nach  «,  und  w^  auf.  Die  Ausführung 
der  Differentiation  liefert 
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-2'..C4P+2n'ir;i) 
-2»..(ni7!+ivir."i). 

+  2'.  C£?  - '  IP  +  ^(IVI  (Tl  - 171  (V))) 
-^^©-4'  +2((71  (VI  -  IV)  (71)) 

d.  k  nach  S.  209(10) 

(')  l>„.,-K,.-2{''(>''«)l'i,-^{'(>'»l}'>,t 

folgt  Hiernach  sind  die  beiden  Großen  links  einander  äquivalent,  näm- 
lich inbezug  aaf  die  höchsten  in  ihnen  TOrkommendea  Ableitungen 
der  karteaischen  Koordinaten,  die  der  4.  Ordnung; 

(8)  i,..,-»,.,». 

Jede  der  Relationen  (4)  und  (5)  vertritt  vier  Gleichungen,  die  Äqui- 
valenz (8)  deren  drei,  sodaß  die  sechzehn  Größen  b^,^  sich  auf  f^f 
reduzieren,  als  welche  man 

^111.       ^Il('       ^»11»      *IM1-       ^MM 

nehmen  kann.  Daß  sich  unter  diesen  keine  äquivalenten  mehr  finden, 
ist  leicht  zu  prQfen.    Denn  aus 

b„-2:xpi,  i„-zx/f,   b„-zxp, 

folgt 
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Die  EoefSzienteD  i 
(9) 

Die  GieichuDg  (7)  kann  etwas  anders  geschrieben  werden,  wenn 
die  Delimtioneformel  för  [ij>it2], 

(11)  ^»„{ivil)  -[ipkl] 

(S.  211  (1'))  oder 

<12)  {*»;«.!  -^«„[Ml») 

benutzt  wird.   Ea  ergibt  siGh  nämlich 
d.  h.  unter  Anwendung  von  8.  331  (14) 

(W)  *,..,-  *,.,.  -  ^■["».q  %,  -^C"!-»]  .!„. 

Die  drei  in  dieser  Formel  enthaltenen  Relationen  heißen 
S„.,->„„-         2, „[1221] 

(15)  6,m-*,„.-(l.,-1„)[1221] 
'>m,-K„ 2 1,1  [1221] 

oder  aach,  weil  nach  S.  224(12)  and  S.  194(13) 

(16)  '"--^i'     '»-'" '^;-    1"-% 

ond  nach  3.  212(26),  S.  211(20) 

(17)  [1221] aK 

ist, 

*,m-»,m-2XK»% 

(18)  t„„-S„„_2XV'i»„ 
iim  -  '.111  -  2Kya  c„; 

Beziehungen,  die  sich  ihrerseits  wieder  in 

(19)  6,„,  -  (,,„,  -2KVa  c,, 
zusammenfassen  lassen. 
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§  160. 
Fundamentalgrößen  vierter  Ordnung. 
Wie  fQr  m  =  3,  bo  aollen  auch  hier  als  Fundamentalgrößen  die- 
jenigen bezeichnet  werden,   auf  die  man  kommt,  wenn  man  die  Ter- 
schiedenen  Differentiale   einander  gleich  setzt,   also  von  der  vieriach 
linearen  Form  S^  zn  einer  biquadratisehen 

(1)  ^„i,d«*  +  ßij^jdu'dv  +  /3,„,du'dw*  +  ßmidudv'  + ß^n^dv*  =  B^ 

übergeht.  Der  erste  und  letzte  Koeffizient,  ^„^j  und  ^ni  werden  dann 
den  Größen  &,„,  und  &,„,  gleich,  ferner  /?i,,,  and  ß^^^  gleich  den 
Summen  der  je  vier  Koeffizienten  bn,^,  fQr  welche  drei  Indizes  den 
Wert  1  oder  2  haben,  und  ^,„j  gleich  dem  Ag^r^at  der  sechs  Oröfien, 
in  denen  zwei  Indizes  gleich  1,  die  beiden  anderen  gleich  2  sind.  Die 
Eigenschaften  (4)  und  (5)  liefern 

Aui-^iii  +  Sfrim 

(2)  A«s  -  3(ftitii  +  &mi) 
Arn  =-  &SJI1  +  3'*»MSf 

und  durch  die  Äquiralenzen  (8),  d.  h.  die  Relationen  (18),  tritt  eine 
weitere  Reduktion  der  vorkommenden  Größen  bf^,„  ein.  Das  vollstän- 
dige Formelsystem  für  die  Koeffizienten  von  B^  lantet: 

Ans  =  46i„,  +  exy/öf,,  =-  4fc„j,—  2Ä"V^oc„ 

(3)  A«»  =  6t„,,  +  GKY^c,,  «  6fc,y,-  6^/öc., 
Am  =  *f>mi  —  6-S"V^£^,  =  4&j,i»+  2KYäc„ 

Ans  —  Om»- 
Bezeichnet  man  nun  die  Koeffizienten  von  B^  kürzer,  indem  man  zu- 
gleich  in  gebräuchlicher  Weise   bestimmte  Binomialkoeffizienten   als 
Faktoren  einfilhrt,  also 

(4)  B^  =  fc„dM*  +  46„d»»di>  +  Gb„du'dv'  +  U^^dudv'  +  M*^ 
setzt,  so  erhält  man 

6«  -  Kn 

h,  -  Kl,  +  Y^y'"n-  *„.,  -  I  ^V",, 
(6)  6„-S,.„+      Kyac„-ht„^-     KVic,, 

K  -  »m,  -^KVac„-  b„„  +  \  KYa  e,, 
V  -  'im- 
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Die   ftlnf  QröBen   h^      (A  + /*  =- 4)   sind    die   FandameDtalgrÖßen 
vierter  Ordnang. 

In  den  Bezeiclmuugen  der  Flüchentheorie  haben  eie  folgende  Wertet 

-  ^1  -  2  (« J,  +  B  J,  )  -  (Pj;'  +  « j;  )  - 1  K{EM-  I L) 
V  -if-2  {Qj;  +  Ej;  )  -  (PJ,"  +  QJ,")  +  Ik(EN  -  OL) 

-  If  -  2  ( W  +  ü  J,'  )  -  (ü  J",  +  S  j;  )  -  i  K{Elf  -GL) 
6„  -  II  -  2  («J-"  +  ÜJ»)  ^  (Sj;  +  SJ,-  )  +  [  i-(FJ»  -  0  JO 

-||-3(2!j;  +  sj,')-yjr(i?ff-ejif) 

i.„-|y-3(BJ,"+SV,"). 

über  den  Gebrauch  dieser  Fundamentalgrößen  ist  Entsprechendes 
zu  sagen  wie  bei  der  3.  Ordnung  (S,  499). 

Allgemein  gilt  für  die  Fundamentalgrößen  m.  Ordnung  folgende 
Erklärung;  Es  sind,  nach  Abtrennung  der  Binomialkoefüzienten  der 
Zahl  m,  die  t»  +  1  Koeffizienten  der  binären  Differentialform  B^,  die 
aus  der  tn-fach  linearen  CbristofTelscben  Eovariante  fi3„  der  Formen  B 
und  A  durch  Gleichsetzung  der  verschiedenen  Differentiale  von  u  und 
Ton  V  hervorgeht.  Wird  also 


m 

B, 

-M^>- 

.„fdiT- 

i'dvr 

gesetzt, 

so  sind 

*.., 

».-,,., 

K.„, 

■..*.. 

die  Fundamentalgrößen. 

§  161. 
Die  geometriaohen  Differentiationen  im  BOhlefwinkligen  Eorrenneta. 
Transformationafosmeln. 
In  fi-Oheren  Abschnitten  sind  die  geometrischen  Differentiationen 
an  eine  einzige  Funktion  oder  lineare  Differentialform  geknüpft  wor- 
den, wobei  die  ersten  Differentialqnotienten  einer  willkdrlichen  Funk- 
tion durch  die  geometrischen   Ableitungen   längs  einer  Flächenknrre 
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und  ihrer  orthogonalen  Trftjektorie  vertretea  wnrden.  Den  geome- 
triechen  Differentiationen  längs  den  Erfimmni^Blinien  (§  118)  li^ 
zwar  eine  quadratische  Differentialfonn  zagmnde,  aber  die  Ortho- 
goualität  der  geometrischen  Differentiationen,  wie  man  sagen  kann, 
bleibt  bestehen.  Man  kann  nicht  erwarten,  daß  die  orthogonalen  Diffe- 
rentiationen unter  allen  Umständen  das  zweckmäßigste  Hilfamittel  der 
ünterBuchni^  bilden  werden.  Spielen  doch  z.  B.  auf  den  Flächen  n^a- 
tiven  Krammangamafies  neben  den  Erammnngslinien  auch  die  Asym- 
ptotenkurven  eine  ausgezeichnete  Rolle,  und  diese  Enrven  schneiden 
sich  nur  auf  d^n  Minimalflächeu  Sber^  unter  rechten  Winkeln.  Es 
liegt  demnach  das  Bedürfnis  vor,  die  gewdhnlichen  Ableitungen  durch 
kovariante  AosdrQcke  zu  eraetzen,  die  auf  ein  schiefwinkliges  Kurveo- 
cetz  gegründet  sind. 

Das  Eurrennetz  kann  durch  Nullsetzung  zweier  linearen  Differen- 
tialfonnen 

Kj  =  M„dM  -t-  n„dv 

definiert  werden,  und  im  Zusammenhange  mit  ihnen  seien  die  Opera- 
tionszeichen Dl,  D,  durch  die  Formeln 

(2)  "•'      ''^    »..W-".-ä5-) 
Ax-i(-»,.|l  +  ».,|f) 

erklärt.   Die  HinzuRtgung  des  Nenners 

(3)  -  =  !""   ""I 

dient  dabei,  wie  immer,  zunächst  nur  dazu,  die  homogenen  linearen 
Funktionen  der  partiellen  Ableitungen  in  absolute  Eovarianten  zu  ver- 
wandeln. Diese  Determinante  ist  die  einzige  Qröße,  in  der  das  Fonnen- 
paar  (9?,,  91,)  als  solches  vorkommt;  in  den  Zahlem  hängt  D^x  nur 
von  91,,  DfX  oxa  von  9tj  ab.  Die  Kovarianz  findet  ihren  Aasdruck  in 
den  Gtleichungen 

(4)  ^  °    ' 

D,x-l.{-.-„ll.+n;,ll)^Da. 

Wählt  man  die  neuen  Parameter  den  Bedingungen 
»;,  -  0,       »'  -  0 
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gemäfi,  BO  erl^t  man  also 

Zu  geometrischen  Differentiationen  werden  freitich  die  Operationen 
D^,  jD,  erst  unter  Annahme  eines  bestimmten  Zusammenhanges  zwi- 
schen den  linearen  Formen  91i,  91,  einerseits  and  der  quadratischen 
Form  fii  =  ds*  andererseits.  Bevor  aber  hierauf  eii^gangen  wird,  möge 
die  Vertauschangaformel  (§  54)  allgemein  hergestellt  werden.  Bildet  man 

1  (     ^    SD,x       „    3D,x\ 

ersetzt  D^x  »md  D^x  <äarch  die  Ausdrücke  (2)  und  nach  Ausführung 
der  Differentiationen  umgekehrt  die  allein  stehenbleibenden  partiellen 
Ableitungen  1.  Ordnung  durch  ihre  aus  (2)  folgenden  Werte 

(6) 

so  findet  man  unmittelbar 

(7)  D,Da-D,D,t-f),D,I-fl,D,t, 

worin 

ist.  FQr  diese  G-rößen  einzeln  gilt  Entsprechendes  wie  bei  D^x  und 
2>,Z'  ^^^  Formenpaar  (91,,  9?i)  tritt  bloß  in  seiner  Determinante  n 
auf,  die  partiellen  Ableitungen  aber  beziebea  sich  nur  auf  die  Koeffi- 
zienten je  einer  Form.  Und  zwar  erscheinen  die  Integrabilitats-Invari- 
antea  der  beiden  Formen,  darch  Division  mit  n  in  absolute  Invarianten 
verwandelt. 

Ferner  mögen  hier  sogleich  die  Übergangsformeln  zwischen  D- 
Operationen,  die  sich  auf  zwei  verschiedene  Formeapaare  gründen,  an- 
geschlossen werden.  Es  seien 

SR,  =  fiidtt  +  fi^dv 
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zwei  weitere  beliebige  lineare  Differentialformen.  Die  Gleicilnogeii  (3) 
lasaen  eich  in 

(9)  ^.^-Ä-a'. 

zusammeofasBen,  und  ihnen  entspricht  ffir  das  Formenpaar  (IRi,  9tj) 

(10)  öa-2i>,rli- 

Diese  OleichungsBysteme  sind  mit 

(11)  jX-Ä.Ai 

(12)  li—ÄfB.! 

gleicfabedeatend.   Die  Elimination  der  partiellen  Ableitungen  ergibt 

(13)  Da-2D,z2K,l!„ 
oder 

(14)  A2=-Z5.Z-^W 

§  162. 
Die  geometrlBoben  Differentiationen  bei  der  Darrtellnng  der 
QrandkaTTen  durch  eine  quadratiaiäie  Olelohnng. 
Ist  das  Kurvenaetz  nicht  durch  zwei  lineare  GleichnngeD  91]  —  0, 
9t,  =  0,  sondern  durch  eine  quadratisobe, 

(1)  A  s  ZjjdM»  +  n^^dudv  +  ladv'  -  0, 

gegeben,  bo  hat  man  91,  und  91,  als  Faktoren  von  A  zu  definieren  und 
dann  auf  die  Gleichungen  (2)  des  vorigen  Far^raphen  zurückzugreifen. 
Die  Anzahl  der  Beetimmungsgleicbungea  wird  der  Anzahl  der  unbe- 
kannten Koeffizienten  gleich,  wenn  die  Gleichung 

(2)  9IJ  +  2fcgi,9i,  +  9lJ-A 

KU 

(3)  v%%  -  A 

binzugenommen  wird.  Denn  diese  beiden  Bestimmungen  liefern  sechs 
Gleichungen  für  ebensoviele  Unbekannte  Mj^,  m,,,  «j,,  «„,  6  und  v.  Zu- 
gleich werden  durch  diesen  Ansatz  die  Operationen  D^,  J),  zu  geome- 
trischen Differentiationen. 

Anstatt  nun  die  durch  (2)  und  (3)  vermittelten  Beziehungen  zwi- 
schen A  and  A,  31,  und  9t,   auf  direktem  Wege  weit«r  zu  Terfolgen, 
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empfiehlt  es  sich,  aufs  neue  durch  die  simultane  Transformstioii  von 
A  und  A  in  algebnuBche  Summes  Ton  Quadraten  hindorchzngehen.  Die 
vier  Koeffizienten  zweier  linearen  Differentialformen  211,,  211,  und  die 
beiden  Größen  l^,  l^  mögen  demnach  den  sechs  in 

(4)  SWJ+    3nj  =  A 

(5)  ;,3ÄJ  +  I,5KJ  =  A 

enthaltenen  Bedingungen  genSgen.  l^  und  ^  sind  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung 

durch  die  Annahme 

werde  eine  bestimmte  Folge  zwischen  3R,  und  3)2,  festgesetzt.  Die 
Werte  der  Koeffizienten  dieser  Formen  und,  damit  unmittelbar  zu- 
sammenhiuigend,  die  positiren  Richtungen  der  aufeinander  senkrechten 
Kurren  3ß,  —  0,  3l}j  =  0  lassen  sieb  dann  so  wühlen,  daß  der  im  posi- 
tiven Sinne  von  der  ersten  zur  zweiten  Karre  gerechnete  Winkel  gleich 
a  (nicht  ~^|  wird,  daß  also  die  beiden  Kurren  in  dieser  Folge  den 
Koordinatenlinien  ti  =  const.,  u  =-  const.  äquivalent  sind.  Dem  entspre- 
chend wird  m  =  fHii"'n  ~  ""i»*"«  >  ^■ 

Nunmehr  definiere  man  Sfii  und  91,  durch  die  Formeln 

i».  -  I  {V'-^I-,^  ä«.  +  ■)/  Ö  iD!,) , 
so  wird  auch 

«  =  »II  H„  —  »13*1,1  >  0, 

und  die  beiden  Kurven  c,,  c,,  auf  die  es  eigentlich  ankommt,  nämlich 
9t,  —  0,  91,  =  0,  ebenfalls  den  Koordinatenliaien  v  =  const.,  u  —  const. 
äquivalent.  Aus  (4),  (5)  nod  (7)  ergeben  sich  die  Gleichungen  (2),  (3) 
in  der  Form 
<8}  A  -  91J  -  2\^^%%  +  91; 

(9)  A  -  -  j*'^j  9t,91,. 

Die  hierin  auftretenden  Koeffizienten  lassen  sich  leicht  zu  dem 
Winkel  a«  x)  des  Netzes  A  =  0  in  Beziehung  setzen.  Nach  (6)  ist 


(') 
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Die  Yergleichung  mit  den  Foimeln  S.  46  (17, 18)  liefert,  wenn  a  statt 
'  w  geachrieben  wird, 

cos  a  =  * 

(") 


■""-  1,-1, 

Die  Gleichong  (8)  gibt  also  lediglich  den  Auedruck  eines  beliebigen 
Liuienelements  auf  der  Fläche  wieder,  dargestellt  durch  die  Bogen- 
elemeute  der  Kurven  c^  und  c,. 

Die  BichtungskoBinus  dieser  Kurven  sind  unter  sich  und  mit  denen 
der  Normale  durch  die  Relfttionea 

(12)  ^^*-'^'  ^^l"-^-  ^X'-l, 

^A^X  -  0,         ^Ä,X~  0,         ^A,At  =  cos  a 

Terbunden.  Unterwirft  man  das  Formelsystem  den  Operationen  D^  und 
Dj  und  löat  die  entstehenden  Oleichungen  nach  den  einzelnen  Ablei- 
tungen auf,  80  erhält  man  die  allgemeinen  Frenetscben  Formeln  für 
das  schiefwinklige  Kurvennetz.  In  die  Einzelheiten  der  Rechnung  soll 
nicht  noch  einmal  eingetreten  werden.  Da  von  vomhereia  nur  invari- 
ante Operationen  ins  Spiel  kommen,  so  kann  man  sich  durch  Speziali- 
sierung der  Parameter  eine  ausreichende  Vorst«Unng  von  dem  Bildungs- 
gesetz der  Formeln  nnd  der  in  ihnen  auftretenden  geometrischen  Grö- 
ßen verschaffen. 

Im  Hinblick  auf  die  nachher  (8.  628)  wieder  anzuwendende  Ver- 
tsuschungsformel  hat  man  dabei  zn  beachten,  daß  die  spezialisierten 
Werte  der  Größen  ^,  und  ^,, 

, 1      3yE^         u 1 lYK 

im  allgemeinen  Falle  nicht  die  Tangentialkrümmungen  ^,  g,  der  Kur- 
ven c,  und  c,  darstellen,  daß  Tielmehr  für  diese  Größen  die  filr  «',  v' 
statt  «,  V  aus  S.  139  (9)  hervorgehenden  Formeln  gelten.  Nach  Ein- 
fabmng  des  Winkels  «  findet  man 

%  -  (3i  +  A«)coaec«  +  (fl»  +  A«)«*«« 
^i  =  (9i  +  A«)  ctg  «  +  (9,  +  D,a)coBeea. 
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Die  gflometriachen  Ableitungen  D^k  (%•=  1,  2)  ereclieiDfln  in  den 
allgemeinen  Freoetschen  Formeln  ebenfalls  nur  in  den  Verbindungen 
8,  +  Z)(«.  Außerdem  kommen  vor:  die  Normalkrümmungen  n,,n,  und 
die  geodätiacben  Windungen  t,,  fj.  Sie  bangen  mit  a  durch  die  Olei- 
cbong 

(14)  [n,  cos  tt  +  t.  Bin  a  =  n,  cos  «  —  t,  sin  a 
oder 

(15)  '«"-t^? 
zusammen. 

Die  Wichtigkeit  der  Tangentialnormale  fUr  die  Theorie  der  ¥]&• 
ctienkiirTeii  kemizeiclinet  sich  hier  aufs  neue  dntvh  das  Auftreten  der 
Ausdrucke 

(16)  1  -B         -. 

Aidffa  —  Ai  cosec  «  =  A  ,  . . .  . 
Die  aUgemeiaen  Frenetschen  Formeln  selbst  werden,  wenn 

(17)  ni  COSK  +  t,  sin«  =  n,cosa  —  tjSin«  —  m 
gesetzt  wird: 

I>,A, 9,A'+n,X 

(a.)  AB,--9,J?-  +  n,r 

AC,  —  i^C'  +  ti,z 

D,A,-iii  +  D,u)Ä"  +  mX 

(bj  DiB,-  (g,  +  D,ii:)B"  +  mr 

AC. -(Bi  +  B,«)C"+iiiZ 

D,X n,4,  +  t,A' 

(c,)                            D,r  --n,B, +  !,£' 
D,Z n,C, +t,C' 

A^i  -(i,  +  I>,'')A'+mX 

(a,)  D,B, -(j,  +  D,»)B'+mr 

AC,-(9,  +  B,«)C'  +  "i-Z 

A-l. t,A"+ti,X 

(b.)  J),.^  _  _  g,B-  -1-  „,r 

XI,C,--9,C"+n,Z 

B,X 11,^, -t,4" 

(«■)  !>,¥ n,B,-t,B" 

D,Z n,C,-l,C". 
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Sie  gehen  fQr  a  =  ^  in  S.  65  (a,  b,  c)  und  S.  200—201  (*',  b',  c')  über. 
Endlich  folgen  aus  diesen  Systemen  in  bekannter  Weise  die  Fun- 
^lomentalgleichaogen 

,,^  J),g,  +  i>,9,  +  Ö,D,a  +  ^,A«  -  C^I  -  2§i^,co8a  +  I|J)co8eca 
{A) 

—  («inj—  m*)coBecc 

2>,n,— ctgaZ>gti  +  C086ca7)it,— 2^t,coaec«+^i(n,— ni)cosec*a=0 

i>,nj+ctgai),t,— C086caD,ti+2^,tiC08eca+^,(n,— n,)co8ec*a=-0. 

in  der  ersten  Ton  ihnen  könnte  statt  Dji),«  +  ^D,ee  symmetrisclier 

geschrieben  werden.  Durch  Hinzanahme  spezieller  VonuiBsetzangen  Ober 
das  Eurrennetz  oder  die  Fläche  selbst  läßt  eich  eine  große  Anzahl  in- 
teressanter und  wichtiger  Sätze  aas  ihnen  ableiten. 
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XII.  Abschnitt. 

Inrarianten  and  KoTarianten  tob  gegebener  Ordnnng. 

§  163. 
Über  Biegungs-EoTarianten  und  InTarianten  O.  und  1.  Ordnung. 

Unter  den  äächentbeoreti  sehen  Sätzen  ist  der  too  der  Biegnngs- 
inTarianz  des  OsuBschen  KrammungsmaßeB  einer  der  wicbtigeten.  Ihm 
treten  im  Gebiete  der  Biegnngetbeorie  andere  znr  Seite,  die  sich 
auf  Eovarianten  beziehen;  die  geodätische  Krümmung  einer  Flächen- 
kurre  war  eine  eolcbe.  Es  ist  leicht,  aus  vorgelegten  Bieguugs-InTari- 
anten  nnd  Kovarianten  Größen  derselben  Art  in  jeder  gewQnschten 
Anzahl  abzuleiten,  nnd  zww  nach  verschiedoDen  Methoden.  So  braucht 
man  z.  B.  nur  die  Operationen  A^  und  A*  in  beliebiger  Folge  nnd 
behebig  oft  auf  die  gegebraien  Größen  anzuwenden.  Aber  ungleich 
■wichtiget  ist  es,  die  Fülle  der  von  allen  Seiten  zaströmenden  Invari- 
anten und  Kovarianten  nach  natürlichen  Gesichtspunkten  zu  grup- 
pieren und  dann  ans  dem  Bestände  jeder  Gruppe  eine  Auswahl  zu 
treffen.  Daß  sich  diese  bei  verschiedeneu  Untersuchungen  nicht  immer 
auf  dieselben  Größen  zu  richten  braucht,  versteht  sich  von  selbst. 

Die  ganze  analytische  Theorie  der  Biegung  gründet  sich  auf  die 
Transformationsgleichungen  einer  binären  quadratischen  Differential- 
form A,  die  in  der  Flächentheorie  das  Quadrat  des  Linienelements  be- 
deutet. Je  nachdem  man  ein  System  von  Funktionen  99(1*,  v),  ^(m,  v),  ,.. 
gleichzeitig  mit  A  betrachtet  oder  nicht,  gelangt  man  zu  Biegungs- 
kovarianten  oder  Biegungs invarianten.  Offenbar  wird  man  zweckmäßig 
die  Kovarianten  nach  der  höchsten  Ordnung  der  in  ihnen  vorkommen- 
des Differentialquotienten  der  Funktionen  ip,il),. . .  einteilen,  die  In- 
varianten aber  nach  den  Ableitungen  von  E,  F,  G.  Für  eine  Biegungs- 
kovariante  einer  einzigen  Funktion  charakteristisch  ist  das  Bestehen 
einer  Gleichung 


flE\  f;  g', 


3^      9ip      p'qB^ 

'  SV'  W  du'  • 
dE"  ?ip    3^    3'ip 
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in  der  f  auf  beiden  Seiten  dieselbe  Funktion  bedeutet.  Kommen  Ab- 
leitungen Ton  if  bis  zur  m.  Ordnung  vor,  so  soll  die  Biegungskorari- 
onte  seibat  als  von  der  m.  Ordnung  bezeichnet  werden.  Die  Aaedeh- 
□ung  dieser  Definition  auf  ein  System  mehrerer  Funktionen  li^t  auf 
der  Hand,  Treten  jedoch  Ableitungen  wiUkQrlicher  Funktionen  gar- 
nicht  auf,  so  kennzeicbnet  die  Gleichung  (1)  eine  BiegungsinTariante. 
Im  besonderen  enthält  das  KrDmmungamaß  K  außer  den  Fundamental- 
größen E,  F  und  G  auch  deren  samtliche  partielle  Ableitungen  1.  Ord- 
nung und  eine  bestimmte  Verbindung  aus  Ableitungen  2.  Ordnung; 
es  ist  also  eine  Biegungsinvariante  2.  Ordnung.  Ö.^K  würde  eine  Bie- 
gungBinvariante  3.  Ordnung  sein,  A^A'^)  A(£,  A'f'),  ä?K  Bi^nngs* 
invarianten  4.  Ordnung,  und  so  fort. 

Die  Fn^en  nun,  die  aufgeworfen  werden  mOssen,  wenn  die  Über- 
sicht über  das  betrachtete  Gebiet  nicht  verloren  gehen  soll,  sind  fol- 
gende: Welches  ist  die  niedrigste  Ordnung,  für  die  Bieguugs-Inrarianten 
und  EoTarianten  existieren  können?  Wieviele  voneinander  nnablün- 
gige  Größen  dieser  Art  gibt  es  fflr  jede  vorgeschriebene  Ordnung? 
Wie  kann  man  ein  vollständiges  System  unabhängiger  Größen  her- 
stellen? 

Diese  Fragen  sollen,  soweit  sie  Kovarianten  betreffen,  hier  nur 
für  eine  einzige  Funktion  beantwortet  werden.  Die  Yerallgemeinemng 
auf  ein  Fnnktionensyst«m  bietet  keine  Sehwiwigkeit  Auch  sollen 
unter  den  Biegungkovarianten  diejenigen,  die  nur  von  dem  Verhältnis 
^  :  Y    abhängen,  nicht  besonders  ausgezeichnet  werden. 

Beginnt  man  nun,  wie  angegeben,  die  planmäßige  Untersuchung 
mit  den  Transformationsgleichungen 

oder 

(3)  "'•-'S'-turZt'  tt*-l,2) 

so  erkennt  man  bald,  daß  die  gesonderte  Behandlung  der  Invarianten 
sich  nicht  empfiehlt  Man  wird  vielmehr,  wenigstens  bis  zu  einer  be- 
stimmten Ordnnng  hin,  zusammen  mit  (3)  auch  die  Gleichung 

(4)  ,,(«„,^)_f  («„«,) 
und  deren  Derivierte  im  Auge  bebalten. 
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Offenbar   ist   es  niclit  möglieh,   die  Tier  partiellen  Ableitungen 
-,  r,—,-,  '•';)*  ^^^  ^^°  drei  Qleichungen  (3)  zn  eliminieren.  Es  gibt 
also  keine  BiegangBinvariante  0.  Ordnung. 

Die  Hinzunahme  der  Qleichnng  (4)  führt  nicht  weiter.    Es  gibt 
also  auch  keine  Biegungskovariante  der  Ordnung  M^ull. 

Ohne  über  Differentialquotienten  1.  Ordnung  hinauszugehen,  kann 
man  zu  den  beiden  ersten  DeriTierten  der  Gleichang  (4) 

fortschreiten.  Die  vier  oben  genannten  Ableitungen  lassen  sich  dann 
aus  den  ftlnf  Gleichungen  (3,  5)  entfernen.  Dabei  ergibt  sich  das 
Resultat  in  sehr  übersichtlicher  Form,  wenn  zunächst  ans  (5)  die 
drei  Beziehungen 

8^  d,p     ^8v  8v  a«i  e«; 
W  Bu,  du,  -^  du\  a«; »«,  9«; 

gebildet  werden.  Es  sind  die  Tronsformationsgleichongen  fKr  die  qua- 
dratische Differentialform 


Die  Zusammenstell ang  mit  (3)  liefert  die  Invarianz  —  im  algebraisehen 
Sinne  — 

,_,  ■^       dip  d<p       ■^  ,    dv   dv 

t^J  ^  «"  3^  du,  -^  "h.  ?5i  9«;' 

deren  beide  Seiten  von  dem  hier  eingenommenen  Standpunkt  aus  als 
verschiedene  Ausdrücke  einer  Biegungskovariante  bezeichnet  werden 
müssen.  Ein  beim  Zurückgehen  von  (6)  zn  (5)  theoretisch  auftretendes 
Vorzeichen  ist  für  die  Kovsriante  ohne  Bedeutung.  Von  der  zweiten 
algebraischen  simultanen  Invariante  des  Formenpaares  (A,  d^*)  ist  nicht 
die  Rede,  weil  sie  identisch  versehwindet  (S.  163). 

Hiernach  gibt  es  eine  Biegungskovariante  1.  Ordnung,  die  keine 
Ableitungen  der  Größen  a^;^  enthält,  nämlich 

Die  enten  Ableitungen  der  Formenkoeffizienten  treten  auf,  wena 
die  Transformationsgleichungeu  (3)  nach  den  Variabein  u,  differentiiert 
werden.    So  entstehen  2 . 3  Relationen 
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^l3aj^  dv.\  du'^  dv', 

'^^w^  9^  3Ü7  a«7 ' 

die  ebensoviele  Differentialquotienten  -~-  ."  eDthalten.  Daß  sich  diese 
niclit  elimiDieren  lassen,  erkennt  man  am  deutlichsten  aus  der  M^- 
lichkeit,  die  Gleieliungen  nach  den  eitizelneo  Ableitungen  aufzulösen. 
Die  Operation  ist  im  %  46  ausgeführt  worden  und  hat  die  Ghristoffd- 
schen  Formeln 

(S.  168(23))  geliefert. 

Da  man  keine  Relation  zwischen  den  GrSSen  a^^,  a'^  und  ihren 
ersten  Ableitungen  herstellen  kann,  so  gibt  es  keine  BiegungeinTariante 
1.  Ordnung. 

§  164. 
Die  BiegnugsinTariante  swelter  Ordnung.   Blemannsohe  Eovariaiu. 

Anders  verhält  es  sich  für  die  nächste  Ordnung,  bei  der  die  An- 
zahl der  abgeleiteten  Gleichungen  die  der  hinzutretenden  Differential- 
quotienten  um  eine  Einheit  übertrifft.  Denn  aus  den  Transformations- 
gleichungen  entstehen  3,3  Derivierte  zweiter  Ordnung,  während  2.4 
Ableitungen  dritter  Ordnung  der  Größen  m^  vorhanden  sind.  Wenn 
diese  also  bei  der  Elimination  nicht  etwa  gruppenweise  wegfallen,  so 
ergibt  sich  eine  neue  Gleichung,  die  sich  nach  Entfernung  der 
zweiten  Ableitungen  mittels  der  ChristofTelschen  Formeln  als  eine 
Relation  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  der 
Größen  a^i^  und  a^  und  den  ersten  Ableitungen  der  Yariabeln  u'^  dar- 
stellt. Diese  Relation  ist  dann  mit  den  bereits  vorliegenden  behufs 
Elimination  der  letztgenannten  Größen  zusammenzunehmen. 

Die  Elimination  selbst  ist  im  §  57  implizite  bereits  angestellt 
worden.  Während  es  sich  aber  dort  darum  bandelte,  eine  bestimmte 
Verbindung  aus  Biegungako Varianten,  die  sich  als  Invariante  er- 
wiesen hatte,  durch  die  Formenkoe^zienten  allein  auszudrScken,  ist 
hier  von  Biegungsko Varianten  gamicht  die  Rede.  Behufs  genaner 
Einsicht  in  den  Eliminationsprozeß  muß  also  die  Rechnung  anders 
geführt  werden.  Dabei  wird  man  die  abgeleiteten  Gleichungen  erster 
Ordnung  aus  einem  auf  S.  165  angegebenen  Grunde  so  schreiben,  wie 
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es   sich    schon   fttr   die   Herleitnng  der  Christoffelachen  Formeln  als 
nützlicli  herausgestellt  hat,  nämlich 

(a.a.O.  CID). 

Differentiiert  man  nach  u„  und  faßt  das  BilduDgsgesetz  des  ent- 
stehenden Ausdrucks  inbezug  auf  die  Ableitungen  dritter  Ordnung  ins 
Ai^;e,  so  übersieht  man  sogleich,  daß  das  voUständige  Resultat  der  Eli- 
mination dieser  Größen,  auch  für  «  >  2,  durch  Bildung  von 

8»«;,  S»o,„  a'ojt  S'o,„ 


erlangt  wird.  Hierbei  treten  Glieder  von  Terschiedener  Gestalt  auf, 
ond  zwar  zuerst  solche,  die  in  den  zweiten  Differentialquotienten  der 
Variablen  u'j,  von  der  zweiten  Dimension  sind: 

Ersetzt  man  die  Ableitungen  durch  ihre  Werte  aus  den  Christoffelscben 
Formeln,  so  erhält  mau  hieraus  mehrere  verschiedene  Gruppen  von 
AusdrflcbeD,  nämlich 

^2";-(i?ir:i-!Vin):t'^: 
=^2»..((?!i':i-ivir:i) 

nach  Benutzang  der  Transformationsgleichungen;  sodana 

(11)    "■'■'"■'■>' 


3«,  a«„ 

bei  Anwendung  der  Beziehungen  S.  167(22)  oder  S.  168(24),  die  in 
gleicher  Weise  für  die  transformierten  Größen  gelten. 

Eine  dritte  Gruppe  enthält  die  Christoffelschen  Verbindungen  so- 
wohl aus  den  Großen  a^^  wie  aus  den  transformierten  a\  zusammen- 
gesetzt. Sie  bebt  sich  aber  gegen  ein  anderes  Aggregat,  das  aus  den 
in  den  zweiten  Ableitungen  linearen  Gliedern 
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~  Sui  pw^  a»,a«,  ~  "z^l  "äi«7  a«»  aw^ J 

herroi^eht.   Diese  eathaLten  aoBerdem  noch  ein  Aggreg&t: 

("■)  ^2<.([VI[Vj-M[Vj)l^'ltl^lS- 

Endlich  können  die  Qlieder,  in  denen  die  zweiten  AbleitungeQ  der 
Größen  u^  gamicht  Torkommen,  in  die  Sntume 

^    '     -^  V  a<  a<  ^  a«;  a«;     au;  a«'      tf«i  a</  a-,.  a»»  a»,  a«„ 

zusammengezogen  werden.  Nachdem  man  noch  (II)  gegen  einen  Teil 
Ton  (m)  gehoben  hat,  läßt  sich  die  durch  Elimination  der  zweiten 
und  dritten  Ableitungen  entstehende  Gleichung  in  die  Form 

(2)  (i-'SO-^'t^fcW'l^-ä^^ll-l^ 

setzen,  wo 

(3)  iimm  =  v(^i—  +  4^  -  -a— a"--  -  Pr^) 
^  '  ^       '     ^  \p«i3»„      aw^a«,     a"ia«^     au^aMj/ 

+2»-.(ivir:hr;i(';i) 

ist  und  (dpftv)'  ftlr  die  transformierten  Größen  die  entsprechende  Be- 
deutung hat.  Das  durch  (2)  vertretene  Gleichungssystem  charakterisiert 
die  Eorarianz 

(4)  ^(tJMiI}dH,du,bu,fu„  "^{-Ip^vydMjtf«' bw'^a»', 

die  nach  Riemann  bezeichnet  wird. 

Für  die  hier  allein  interessierende  Annahme  m  =■  2  lassen  sich 
die  Koeffizienten  der  Riemannschen  Eovariante  auf  eine  einzige  Größe, 
etwa  (1212),  zurückfahren.  Dies  folgt  leicht  aus  dem  Zusammenhange 
der  Größen  {imhl)  mit  den  im  §57  eingeführten  [imÄÜ],  der  durch 
die  Gleichungen  S.  212(22),  S.  209(10)  und  S.  211(17)  vermittelt  wird, 

(5)  2(i»iÄ-0  =  [ifcmt]  -|-[tü-m]  +  [it»Ät]. 
Das  System  (2)  reduziert  sich  auf  die  eine  Gleichung 

(6)       (I2i2)^a2i2)'{i^l*-a:ja:^)". 

D.qil.zMByG001^IC 


Ri«iiiaiuuche  Kovariaiuc  nud  GauSache  InTarianz.  ö35 

und  die  Elimination  der  Ableitungen  kann  mit  Hilfe  der  aus  den  Trans- 
formationsgleichangen  folgendeni  Relation 

vollendet  weiden.    An  die  Stelle  der  Riemumschen  KoTarianz  tritt 

dann  die  Invarianz 

...  (lan)      (H18)- 

^  '  a  a' 

Daß  ee  die  GanSeclie  Invarianz  ist,  sieht  man  ans  der  Relation 

(9)  (1212) -[12121, 

die  ans  (6)  in  Tarbindung  mit  S.  211  (20)  und  S.  212(24)  folgt  und 
nacl  S.  212(26) 

(10)  ^^-K 
liefert. 

Es  gibt  also  eine  Biegungsinvariante  zweiter  OrdnnDg;  sie  hat 
in  der  Fläcfaratbeorie  die  Bedeutung  des  KrtlmmungsmafieB. 

Die  zweiten  Ableitungen  der  Formenkoeffizienten  sind  in  K^  nur 
in  der  Verbindung 

9h,  du,        2    9«J         2    Sul        ^ 

enthalten.  Man  könnte  die  zu  der  Invarianz  (8)  führende  Elimination 
«twas  einfacher  anstellen,  wenn  man  sein  Augenmerk  Ton  vornherein 
anf  diese  Terbindung  riehtete.  Aber  die  eigenÜicbe  Natur  des  Etimi- 
nationsreaultats  tritt  deutlicher  herror,  wenn  die  Zahl  n  nicht  von 
Anfang  an  spezialisiert  wird. 

Die  Rechnung  wird  auch  dann  etwas  einfacher,  wenn  man  bei 
der  neuen  Differentiation  von  den  Ghrietoffelschen  Formeln  anstatt 
von  den  Gleichungen  (1)  ausgeht.  Doch  ist  dann  eine  Erörterung 
darüber  nötig,  wie  viele  der  hierbei  entstehenden  Relationen  vonein- 
ander unabhängig  sind,  und  außerdem  erscheint  das  Ergebnis  der  Eli- 
mination der  zweiten  und  dritten  Ableitungen  nicht  sofort  in  der  Qber- 
eichtlichen  Gestalt  (3). 

§  165. 
Die  BlegongsinTariante  dritter  Ordnung. 

Nachdem  die  GauBsche  Invarianz  £,  —  £^.  oder 
(1)  K-K' 

einmal  bewiesen  ist,  kann  man  leicht  überblicken,  in  welche  Form  sich 
beim  Fortgange  zu  den  dritten  Derivierten  der  Transformationsglei- 
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chungen  d&s  Resultat  der  Elimination  der  Ableitungen  zweiter  bis 
vierter  Ordnung  setzen  Uißt.  Unter  Ableitungen  ohne  weiteren  Ztisats 
sollen  dabei  auch  fernerhin  die  DiSerentialqaotienten  der  Größen  Uj  nach 
den  ursprünglichen  Veränderlichen  u^  verstanden  Verden. 

Die  Anzahl  der  Derivierten  dritter  Ordnung  ist  gleich  3  . 4,  die 
der  neu  hinzukommenden  AbleituQfren  vierter  Ordnung  gleich  2  .  5. 
Demnach  werden  zwei  Resultautea  existieren,  aus  denen  noch  die  zwei- 
ten und  die  unter  der  Bedingung  (1)  ebenfoUs  eindeutig  bestimm- 
ten dritten  Ableitungen  zu  entfernen  sind.  Setzt  man  nun  in  den 
dritten  Derivierten  der  Transformationsgleichnngen  die  Glieder  mit  den 
höchsten  Ableitungen  der  Variablen  an,  so  bemerkt  man  sofort,  daß 
man  zur  Elimination  dieser  Ableitungen  die  Verbindungen 
_a'a„    __J_    a'Oj, J.  3'f,, 

cu,du',       !    "äwä  S  dü\CK, 

bilden  muß.  Ihre  Form  lehrt  zugleich,  daß  die  beiden  so  entstehenden 

Resultanten  voneinander  unabhängig  sind.  Die  AusdrQcke  selbst  stim- 

'   men  mit  den  Ableitungen  -,  -  und       -  übereiu,  die   auch  auftreten, 

wenn  man  (I)  nach  u,  und  t^  difFereatiiert,  also  , 

bildet.  Da  nun  endlich  diese  Clleichnngen  auch  aus  den  Tranaforma- 
tion^leichungeo  S.  530  (3)  durch  fortgesetzte  Differentiationen  hervor- 
gegangen sind,  zweite  und  dritte  Ableitungen  aber  nicht  enthalten,  so 
müssen  sie  mit  dem  Resultat  der  Elimination  aller  Ableitungen  der 
Größen  u\,  bis  auf  die  der  ersten  Ordnung,  aus  dem  Gesamtsystem  der 
bis  jetzt  betrachteten  Derivierten  äquivalent  sein.  Die  vier  ersten  Diffe- 
rentialquotienten sind  schließlich  aus  den  beiden  Gleichungen  (2)  un<l 
den  drei  Transformationsgleichungen  zu  eliminieren.  Und  da  die  For- 
meln S.  531  (5)  für  q>  =  K,  ^  =  K'  in  die  obigen  (2)  übei^hen,  so 
ergibt  sich  aus  dem  dort  Bemerkten,  daß  sich  das  Eliminationaresnltat 
in  die  invariante  Form 

oder 

(3)  AiK=Ai-E' 

setzen  läßt.  D.  h.  es  existiert  eine  Biegungsinvariante  dritter  Ordnong, 

der  Differentialparameter  erster  Ordnung  der  Gaußschen  Inv^iante. 
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Bis  jetzt  ist  also  FolgsDdes  festgestellt:  Aus  den  drei  Transfor- 
matioDsgleichaDgen  ond  ihren  6  +  9+12  Derivierten  erster,  zweiter 
und  dritter  Ordnung,  zusammen  30  Gleichungen,  die  4  +  €  +  8  +  10  —  2& 
Ableitungen  der  Größen  u\  enthalten,  ergeben  sich  durch  deren  Eli- 
mination so  viele  Resultanten  wie  theoretisch  zu  erwarten  sind,  näm- 
lich zwei.  Es  sind  die  Gleichungen  (1)  und  (3).  Eine  von  ihnen,  die 
erste,  entsteht  schon  durch  WegschafFung  der  Ableitungen  erster  bis 
dritter  Ordnung  aus  den  Transformationagleichungen  und  ihren  ersten 
und  zweiteo  Derivierten,  obgleich  die  Anzahl  der  Ableitungen  und  die 
der  Gleichungen  fibereinstimmend  gleich  18  ist.  Dafi  trotzdem,  wenn 
man  einen  Schritt  weiter  geht,  nicht  12  —  10  =  3  neue  Resultanten 
hinzukommen  hönoen,  sondern  nur  eine,  wird  noch  deatlicher,  wenn 
man  zuerst  das  System  der  27  Deririertea  för  sich  betrachtet  und  aus 
ihm  die  24  Differeutialquotienten  zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnung 
eliminiert.  Von  den  drei  Resultanten,  die  dann  noch  die  ersten  Diffe- 
rentialquotienten  enthalten,  ist  eine  mit  S.  534(6)  identisch,  während 
die  zwei  anderen  mit  den  obigen  Gleichungen  (2)  übereinkommen. 
DaS  dann  die  erstgenannte  mit  den  Transformationagleichungen  allein, 
ohne  Hinzuziehung  von  (2),  eine  Resultante  liefert,  rflhri  daher,  daß 
in  ihr  die  Ableitungen  nur  in  der  Verbindung  J\  ""'^  auftreten,  für' 
die  auch  aus  den  Tranaformationsgleichungen  eine  im  übrigen  nur  die 
Größen  a^^  und  a\  ^  enthaltende  Formel,  nämlich  S.  535(7),  beigestellt 
werden  kann. 

§166. 

Die  swelte  Biegongakovoriante  emter  Ordnung. 

Blegnngsko Varianten  swelter  Ordnnng. 

Um  nun  zu  den  BiegungskoTariajiten  zurückzukehren,  ohne  zu- 
nächst über  die  erste  Ordnung  hinauszugehen,  muß  man  die  Glei- 
chungen S.  531  (5) 

mit  denen  zusammenstellen,  die  nach  Elimination  der  höheren  Ablei- 
tuogen  die  Größen  ? —  noch  enthalten.  Nach  Ausscheidung  der  Re- 
lation S.  534  (6),  die  auf  die  Invarianz  K~^K'  geführt  hat,  sind  dies 
die  Transform ationsgleichungen  und  die  ersten  Derivierten  jener  In- 
varianz, 

Sir     ysx'8.; 
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(S.  536  (2)).  Im  ganzen  hat  man  eieben  Relationen  mit  vier  zu  eli- 
mimerenden  Ableitungen.  Zwei  der  drei  Resultanten  sind  bereits  auf- 
gestellt worden,  nämlich 

(3)  /^>  -  A^i,, 
(S.  631  (7))  rmi 

(4)  AJX-AiJr 

{8.  536  (3)).  Was  noch  fehlt,  ei^ibt  sicli  in  der  brauchbarsten  Gestalt 
mittels  der  aus  (1)  und  (2)  folgenden  Formeln 

9«(  ru^  ^^^du\  du'^  8u-  3«^ 

(vgL  S.  531).  Uan  bilde  nämlich  eine  der  beiden  absolnten  simultanen 
Invarianten  des  Formenpaares  {^,dipdK), 

deren  charakteristische  Gleichung 

(6)  A.(9,^)-A..(»,ir) 

hier  als  Bi^uDgskoTarianz  aafzofassen  ist.  Die  zweit«  simultane  In- 
Tariante  steht  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  der  Funktional- 
determinante  von  tp  und  K,  deren  Kovarianz  natürlich  auch  ans  (1) 
und  (3)  selbst  ohne  weiteres  abgelesen  werden  kann.  Freilich  kann 
die  Gleichung 

(6)  fl.(y,jr)-i).,(y,ir') 

nichts  Neues  liefern,  und  in  der  Tat  enthält  das  System  (3,4,5,6) 
wegen  der  Identität 

(7)  -Da(9,  iT)»  -  A>  ■  Ai^:  -  A„(9,  £■)» 

nur  drei  unabhängige  Relationen. 

Der  Zwischen  Parameter  der  willkürlichen  Funktion  tp  und  der 
speziellen  Funktion  K  gewinnt  hier  eine  besondere  Bedeutung.  Er  er- 
echeiot  als  Biegungskovariante  erster  Ordnung  von  tp,  deren  Koeffi- 
zienten Ableitungen  der  Fundamentalgrößen  ö,^  bis  zur  dritten  Ord- 
nung hin  enthalten. 

Da  übrigens  die  Differentialquotienten  von  ip  in  ^J^tp,K^  und 
ÜJ^fp,  K)  linear  vorkommen,  in  A^ip  dagegen  in  der  zweiten  Dimen- 
sion, so  ist  es  zweckmäßiger,  gleichzeitig  mit  (5)  auch  die  Kovarianz 
(6)  beizubehalten  und  dafQr  die  zuerst  gefundene  (3)  wegzulassen,  an- 
statt zu  ihr  eine  der  beiden  neuen  Gleichungen  hinznzunehmen. 
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Kachdem  die  Kovarianzen  (6)  und  (6)  gefnnden  sind,  kann  man 
sich  mit  Vorteil  der  Operationszeichen  D,  und  A^  zur  Herstellung 
höherer  Bi^ongskoTarianten  bedienen.  So  lassen  sich  schon  fGr  die 
Ordnung  m  =  2  die  Größen 

als  BiegnngkoTarionten  ansein.  Da  aber  nach  dem  ftlr  t»  =°  1  gefun- 
denen Ergebnis  zn  erwarten  ist,  daß  die  Anzahl  unabhängiger  Biegungs* 
koTarianten  einer  beliebigen  Ordnung  mit  der  Anzahl  der  partiellen  Ab- 
leitungen TOn  <p  fQr  dieselbe  Ordnnng  fibereinstimmt,  ho  ist  zu  diesen 
beiden  Großen  noch  eine  dritte  hinzuzunehmen.  Es  sei  der  Differen- 
tialparameter  zweiter  Ordnung  A*^),  der  hier  als  simultane  Invariante 
der  Form  A  und  ihrer  Gbristoffelscben  Kovariante  <t>,  erscheint, 

A>--5'«,.f,.=-ff.(A,».) 

(S.  320(14, 15)).  Zu  untersuchen  ist,  ob  die  drei  betrachteten  Eovari- 
anten  inbezug  auf  die  drei  OiEFerentialquotienten 

S'qo  9'g>  3*91 

voneinander  unablüngig  sind.  Wegen  der  darch  die  Formeln 

Termittelten  eindeutigen  Beziebung  zwiachen  diesen  Ableitoogen  und 
den  Koeffizienten  von  (!>„  kann  man  statt  dessen  auch  das  Yerhaltea 
der  BiegtingsItoTariaDteu  hinsichtlich  dieser  drei  6r66en  prüfen.  Kun 
erhält  man,  wenn  man  die  Bezeichnungen  3.  133(9,  10)  sowohl  fOr  ip 
selbst  wie  auch  für  K  benutzt, 

(9)  D^iKv,  ^  - 

(10)  &,(/«,>,£)- 

(11)  ^if -"iifii  +  2o„9>„ +  «„?>„• 

Die  Determinante  dieser  drei  in  tp^^,  q^i„  <f'„  homogenen  Ausdrücke 
hat  den  Wert 
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J        ' 
Ut  also  Ton  Null  Terschieden. 

Hit  der  Einjfflhnmg  der  Operationeo  D^  and  A^  ist  der  Weg  der 
BeBuItftntenbildung  verlasseu  wordea.  Üod  man  sieht  auf  den  ersten 
Blick,  daß  bei  der  Weiterverfolgung  dieses  Weges  sich  die  drei  eben 
besprochenen  BiegungskoTarianten  nicht  als  die  einfachsten  ihrer  Ord- 
nung herausstellen  wUrden.  Um  nämlich  Korarianten  zweiter  Ordnung 
zu  bilden,  braucht  mau  zu  den  schon  vorhandenen  Gleichungen  nur 
folgende  drei  hinzuzunebmen: 

^^'^>  3m,.?u,     .^»«i  S«;ä«i  "t"^  Sh^^u;  J^,  cu^  ' 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  wieder  die  Kovarianz  der 
Christo ffelschen  Differentialform  als  bereits  erwiesen  gilt:  die  Trans- 
formationsgleicbungen  für  die  Koeffizienten  dieser  Form.  Dann  kann 
man  die  Elimination  der  ersten  Ableitungen  auf  verschiedene  Weisen 
80  ausführen,  daB  Ableitungen  dritter  Ordnung  der  Fundamentalgrößen, 
wie  sie  in  (9)  und  (10)  vorkommen,  nicht  aufzutreten  brauchen,  son- 
dern, wie  in  (11),  nur  solche  erst«r  Ordnung.  Ohne  den  Emzelheiten 
nachzugehen,  entnehmen  wir  dem  Früheren  zwei  bestimmte  Ausdrücke, 
die  bereits  als  Biegnngskovarianten  nachgewiesen  sind,  nämlich  die 
Tangential krfl mm uug  der  Kurve  ip(u,  v)  —  const  und  die  ihrer  orthogo- 
nalen Trajektorie.    Es  war  (S.  137  (26)) 

(13)  ffv  "  -  r;.,     (9'fVii+  29'i9'i9is  +  flf^t)- 

Dieser  Formel  entspricht  nach  S.  189  (10)  und  infolge  des  Zusammen- 
hanges der  Ausdrücke  S.  176  (9, 10)  mit  den  oben  zitierten  3. 132  (9, 10): 

(14)  gif  =  -——.  (y,9>H  -I-  (yi^;  +  <Pi9i)Vit+  fptVWn)- 

Auf  einen  Übergang  zu  einfacheren,  fllr  den  vorliegenden  Zweck  aus- 
reichende Aggregaten  soll  wegen  der  wichtigen  geometrischen  Bedeu- 
tung von  ffy  und  g'^  selbst  verzichtet  werden.  Stellt  man  jetzt  die 
beiden  neuen  Gröfien  mit  dem  Differentialparameter  zweiter  Ordoong 
zusammen,  so  findet  man  als  Wert  der  Determinante  inbezug  auf 
Vu.  Vii»  'Pia- 

Hiemach  bilden  g^,  g'^  nnd  A*(p  ebenfalls  ein  System  nnabhüDgiger 
Biegungskovarianten  zweiter  Ordnung. 


^aovGoOt^lc 


Biegnngskovariuiten  höherer  Ordnung.  541 

§  167. 
Biegungfr-Eovarlanten  und  InTariauten  m.  Ordnong. 
Aagenommen  nun,  es  gebe,  wie  ftbr  m  —  1  —  2  bewiesen  ist,  für 
die  »t  —  1.  Ordnung  m  voneinander  unabhängige  BiegungskoTarianten 
der  Funktion  ip,  die  in  den  m  Ableitungen 

^""'^  =  ml""-i.«),  -^-.*?-  =  a,l"-».i),  .  . .  ^"—"^  =  a,(o,«-i) 

linear  sind.    Sie  mSgen  mit  F^  ...  F^  bezeiciuiet  werden,  und  es  sei 
i^,y("-i.o)  +  ^,,^"-«.J)  +  .  ■  ■  +  i^^vC'"-« 

der  Teil  von  F,,,  der  die  höcbsten  Ableitungen  enthält  Die  Unab- 
hängigkeit der  Funktionen  F^,  immer  hinsicbtlich  der  höchsten  Ab- 
leitungen, findet  darin  ihren  Ausdruck,  daß  die  Funktionaldeterminante 
Ton  Fl,  ...  F^  inbezug  auf  diese  Ableitungen,  also  die  Determinante 
'la  ^l,  {i,k=l,...m) 

nicht  Null  ist.  Man  kann  dann  ohne  Schwierigkeit  nnd  auf  verschie- 
denen Wegen  beweisen,  daß  fitr  die  m.  Ordnung  m  +  1  unabl^ngige 
Biegungsko Varianten  existieren  möSBen. 

Wird  in  B^itpyK)  und  Ä„(^,  £)  die  Funktion  <jp  durch  irgend 
eine  der  Biegangskovarianten  m~\.  Ordnung  ersetzt,  so  entstehen 
neue  Eovarianten,  und  zwar  von  der  m.  Ordnung.  Man  substituiere 
nun  sämtliche  OröSen  F^  der  Reihe  nach  etwa  in  D^iVi  ^)  i™''  nehme 
för  eine  von  ihnen,  F^,  den  Ausdruck  ^^{<p,  K)  hinzu.  Es  sei,  nur 
zur  Abkarzung  und  ohne  Rücksicht  auf  frühere  Bezeichnungen, 

Dann  ergibt  sich  für  die  Funktionaldeterminante  von 

ä.JF^,K),    D^iF^,  K),  . . .  D,iF„,  K) 

inbezug  auf  die  Ableitungen 

y(«..o)^  y('»-'.»),  ...  ^(0.-") 

der  Wert 

!  a'/a,  a'ht  +  ß'hi, a'h^+ß'h..^i,  ß'h«  1 

i  «In  ,  ala  +  ßhi , fh.n  +  ßh....-i,  ßhm  j 

ia/mi,  «i»,.  +ßln.u «i™^+(3/™,„-i,  ßl„„\ 
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oder  RaBgereclmet 

-(«f-ß«y{h,ß—'-h,ß'-'i+h,ß—'-'--+{-ir~H,.i^-'). 


nicht  Null.  Der  zweite,  l,  ist  der  Annahme  nach  ron  Null  rerachieden. 
Der  dritte  kann  sicher  nicht  für  jedes  ^l  aas  der  Reihe  1,2, ..  .m 
Tereehwinden,  weil  sonst  die  Determinante  der  m  in  den  m  Potenzen 
und  Potenzprodufcten  /S*-*,  —  jJ"~*k,  §r'~*a*, . .  .  homogenen  linearen 
Funktionen  gleich  Null  sein  mQßte.  Diese  Detenninante  hat  aber  den 
Wert  l. 

Hiemach  abertrifFt  auch  fSr  eine  beliebige  Ordnung  m  die  An- 
zahl der  BiegnngskoTarianten  die  Zahl  m  om  eine  Einheit. 

Nun  handelt  es  sich  endlich  noch  nm  die  Anzahl  der  Bieganga- 
inrarianten  fDr  eine  beliebte  Ordnung. 

Setzt  man  in  D^{%  K)  und  A„(9i,  K) 

ein  und  nimmt  A'£  hinza,  so  bekommt  man  drei  Bi^angsinvananten 
vierter  Ordnung,  die  voneinander  unabhängig  sein  müssen.  Zwar  ge- 
nügt hierfllr  nicht  ohne  weiteres  die  vorhin  bewiesene  Unabhängig- 
keit der  drei  Größen  inbezug  auf  die  zweiten  Ableitui^en  von  K, 
weil  K  nicht,  wie  91,  eine  willkürliche  Funktion  ist.  Aber  die  vierten 
Ableitungen  der  Formenkoeffizienten  kommen  nnr  in  den  Verbindungm 

du\'  Su,'du,'  Bul 

vor,  und  diese  kSnnen  aus  den  drei  Invarianten  nicht  eliminiert  wer- 
den. Ebensowenig  ist  die  Elimination  der  höchsten  Ableitungen  mög- 
lich, wenn  man  nach  dem  oben  für  g)  auseinandergesetzten  Verfahren 
aoB  den  drei  Invarianten  vierter  Ordnung  vier  neue  von  der  ftlnften 
Ordnung  und  sukzessive  m  —  1  von  der  m.  Ordnung  bildet.  Nur  bleibt 
eben  deshalb,  weil  die  Verbindung  p,  auf  die  sich  diese  Schlfisse 
stützen,  bloß  bestimmte  Ableitungen  zweiter  Ordnung  enthält,  die 
Frage  offen,  ob  es  nicht  noch  andere,  von  den  eben  beachriebenen 
nnabfaängige  Invarianten  gibt. 

Auch  diese  Untersuchung  kann  nach  verschiedenen  Methoden  aus- 
geföhrt  werden.  TJm  möglichst  direkt  zu  verfahren,  lasse  man  jetzt 
die  Biegungeko Varianten  bei  Seile  und  stelle  die  Oleichungen  zusam- 
men, aus  denen  die  Biegung8invariajit«n  durch  ReeultantenbilduDg 
entspringen  müssen.  Beim  Fortgange  bis  zu  Invarianten  m  —  1.  Ord- 
nung sind  dies  die  TransformationsgleichuDgen  nebst  ihren  Derivierten 
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bis  zur  m  —  1.  Ordunng.  Das  System  enthält  die  Ableitungen  der 
Tariabeln  u\  nacti  den  urBprttngliclien  Yeränderlichen  u^  bis  zur  m.  Ord- 
nnng.  Für  m  =•  1,  2,  3  und  4  ist  es  bereits  diskutiert  worden  und  hat 
die  Resultanten 

geliefert. 

Beim  Fortechreiten  zu  m  =  b,  also  zu  den  3 . 5  Derivierten  vierter 
Ordnong,  treten  2  .  6  Ableitungen  fQnfter  Ordnung  hinzu.  Eliminiert 
man  diese,  so  bleiben  drei  Resultanten  zurQck,  aus  denen  man  sieh 
von  vornherein  auch  die  Differentialquotienten  dritter  und  vierter  Ord- 
nung mittels  früherer  Gleichungen  weggeschaSt  d^iken  kann.  Ebenso 
wie  bei,  dem  vorhei^henden  Schritt  die  beiden  auftretenden  Resul- 
tanten mit 

äquivalent  waren,  so  müssen  sie  hier  mit  den  Relationen 

gleichbedeutend  sein.  Ersetzt  man  schlieBlioh  auch  die  zweiten  Ab- 
leitungen durch  ihre  Werte  aus  den  Chrietoffelschen  Formeln,  so  ent- 
halten die  drei  Gleichungen  außer  den  ersten  Ableitungen  noch  der 
Reihe  nach  die  Größen  i,-%,  - — t—,  ^  ,  als  diejenisen,  die  von  den 
höchsten  Differentialquotienten  der  FundamentalgröSen  abhängen.  Man 
kommt  also  auch  auf  diesem  natürlichen  Wege  wieder  zu  jenen  drei 
YerbinduDgen;  and  außerdem  lehrt  die  Art  ihres  Eingehens  in  die 
Gleichungen  (2),  daß  die  nach  Elimination  der  ersten  Ableitungen 
neu  hinzutretenden  drei  Resultanten,  die  Differentialquotienten  der  ur- 
sprOngliehen  und  der  transformierten  Fundamentalgrößen  bis  zur  vierten 
Ordnung  enthalten,  voneinander  unabhängig  sein  mfissen.  Allerdings 
liefert  dieses  Ei^ebnia  das  Bildnngsgesetz  dreier  unabhängigen  Bie- 
gungsinvarianten vierter  Ordnung  nicht  mit,  ja  es  sagt  nicht  einmal 
etwas  über  die  invariante  Form  der  Resultanten  aus.  Aber  daß  nicht 
mehr  als  drei  verschiedene  Biegungsinvariauten  vierter  Ordnung  exi- 
stieren können,  steht  nun  fest. 

Daß  und  in  welcher  Weise  diese  Schlüsse  sich  fortsetzen  lassen, 
leuchtet  ein.  E^  darf  also  als  bewiesen  betrachtet  werden,  daß  fDr 
jede  Ordnung  m  >  3  die  Anzahl  unabhängiger  Bieguugsinvarianten 
gleich  m  —  X  ist 
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Auf  welchem  Wege  man  aach  die  Anzahl  der  Biegangs-InrariaDten 
and  EoTarianteD  von  gegebener  Ordnung  ermittelt  taben  möge,  so 
muß  docli  die  GeBamtanzahl  der  Invarianten  bis  zur  m  —  1.  und  der 
Eovarlanten  bis  zur  m.  Ordnung  hin  gleich  der  Anzahl  der  unab- 
häogigen  Kesnltanten  sein,  die  durch  Elimination  der  Ableitungen 
1.  bis  m,  Ordnung  aua  folgenden  Gleichungen  entstehen:  1)  dam 
System  der  TransformatioDsgleichungea  nebst  ihren  Deririerten  1.  bis 
m~i.  Ordnung;  2)  den  Derivierten  1.  bis  m.  Ordnung  der  Gleichung 
^(tfjiUg)  =- ^(uj,u',).  Das  erste  System  enthält 

3(1  +  2  +  . ..  +  »)s!=ii+i) 
Oleichnngen,  das  zweite 

2  +  3  +  -.  ■  +  (».  + 1)  =  '"'V''^- 
Zu  eliminierende  Ableitmigen  gibt  es 

a(2  +  3  +  ■  ■  ■  +  (m  +  D)  ^m{m  +  3). 
Die  theoretisch  zu  erwartende  Anzahl  von  Resultanten  ist  demnach 

In  der  Tat  ergibt  sich  diese  Zahl  wieder  durch  Addition  der  Anzahlen 


ä  +  3  -I-  ■ .  -  -I-  (m  +  1)  - 


"»("*  +  S) 


der  BiegnngskoTarianten  1.  hie  m.  Ordnung  und 

1-H1+3  +  4  +  -..  +  («-2)e 
der  Biegungsinvarianten  2.  bis  m  —  1.  Ordnung. 

§168. 
Fnndamental-KovariaQten  \m<3  Invarianten. 
Die  in  den  vorangebenden  Paragraphen  behandelten  Bi^ungs- 
lavarianten  und  Kovarianten  bilden  nur  einen  Teil  aller  flächentheore- 
tischen  Invarianten  und  Kovarianten  überhaupt.  Denn  fOr  die  Theorie 
der  Biegung  war  bloß  eine  einzige  binäre  quadratische  Differentialform 
von  Bedeutung,  und  schon  die  Ausdrücke  der  Koeffizienten  dieser  Form 
mittels  der  kartesisehen  Koordinaten  kommen  nur  bei  besonderen  Auf- 
gaben zum  Vorschein  (vgl.  S.  133).  Anders  verhält  es  sich,  wenn  eine 
Fläche  als  starr  angesehen  oder  wenigstens  ihre  Verbi^barkeit  nicht 
von  vornherein  in  Betracht  gezogen  wird.  N^eben  die  Form  A  ^  ds* 
tritt  dann  als  gleichberechtigt  eine  zweite,  B^nds*.  Als  Grundbei* 
spiel  für  dieses  Verhältnis  kann  die  Theorie  der  HaaptkrUmmungen 
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dienen.  »^  und  n^  sind  Invarianten,  aber  nur  ihr  Prodokt  oder  viel- 
mehr eine  Qxdfie,  deren  Gleichheit  mit  n,»,  sich  hinterher  herausstellt, 
ist  eine  Biegongsinvariante.  Biese  Hauptkrflmmongen  nun  erscheinen 
als  irrationale  simultane  Invarianten  des  Formenpaares  (A,  B). 

Wenn  man  die  UntersucliUDg  der  Invarianten  nnd  Eovarianten  von 
Orund  aus  in  Angriff  nehmen  will  (vgl.  S.  530),  so  darf  man  das  Formen- 
paar  nicht  als  bereits  gegeben  voraussetzen,  sondern  hat  einfach  zu  fr^en, 
was  ftlr  Größen  bei  der  Transformation  der  kartesischen  nnd  der  krumm- 
linigen Koordinaten  nngeändert  bleiben.  Die  Scheidni^  nach  Invari- 
anten und  Eovarianten,  die  Einteilong  nach  Ordnungen  vollzieht  sich 
wie  in  der  Biegungetheorie.  Auch  methodisch  kann  dae  Problem  ebenso 
behandelt  werden  wie  dort:  Die  Invarianzen  und  Kovarianzen  mQssen 
sich  als  Resultanten  eines  Gleichungasystems  herausstellen,  ans  dem 
man  die  Transformationskoe^zieDten  oder  die  Größen,  die  deren  Stelle 
vertreten,  eliminiert.  Allgemeine  gruppeotheoretische  Hil&mittel  sollen 
ebensowenig  wie  in  den  Paragraphen  163—167  herangezogen  werden. 
Femer  soll,  wie  bisher,  nicht  nnr  für  die  kartesischen,  sondern  auch 
für  die  krummlinigen  Koordinaten  die  Äquivalenz  der  neuen  Größen 
zu  den  alten  festgehalten  werden.  Die  Ergebnisse  einer  nicht-äqoiva- 
lenten  Transformation  sind  dann  unmittelbar  zu  übersehen.  Ob  man 
bei  den  einzelnen  Schritten  die  Verwandlung  der  kartesischen  Koordi- 
naten oder  der  Parameter  zuerst  vornimmt,  wird  sich  nach  Zweck- 
mäßigkeitsgrfinden  richten. 

Die  beiden  Systeme  von  Transformationen,  denen  eine  durch  die 
Gleichungen  ,       . 

(I)  »-»(»'•) 

0  —  b{u,  v) 

dai^iestellte  Flache  unterworfen  werden  kann,  lauten 

x'  —  x'f,-\-  ax+  hy  +  ce 
(1)  y'  =  j/„  +  a'x  +  b'y  +  c'g 

e'  —  ä'^+  a"x  +  b"y  +  c"e 
nnd 

Gesucht  werden  Gleichungen  der  Form 

(3)  f[x,  y,  z,   3 -.  -g— ,  -^-.-.  ■  ■  ■  g„-.  ■  •  ■  .  -g--.  ^-'  -s^'-j 
f('  ,,    j    dx'      ex'      d*x'  djf  .    dv      dy_     ^v         \ 

~'r'^'''  >/'  3»''  3«"'"'  du"'  ''  du"  aV  g«'»'     /' 

EBOblanah,  Dlff(innttU](«uatrla.  8G 
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WO  f  links  und  rechts  denselben  Ausdruck  bedeutet.  Und  zwar 
solche  Gleichungen,  die  in  der  angedeuteten  Weise  als  Elimination»- 
resultate  erscheinen,  vorbehaltlich  der  Frage,  ob  die  Darstellung  in 
invarianter  Form  überhaupt  möglich  ist.  Willkürliche  Funktionen  von 
Invarianten  und  Eovarianten  werden  hier  ebenso  wie  in  der  Biegnnga- 
theorie  beiseite  gelassen. 

FQr  die  Transformation  (1)  allein  wird  eine  Invarianz  durch  die 
Gleichung 

(t)    r(»,y,»,|S-.--;g.--)-/'(«',^,^,|-<.--;||.---), 

und  fSr  (2)  allein  durch 

gekennzeichnet  Wo  von  Invarianten  schlechthin  die  Rede  ist,  bedarf  es 
also  der  Angabe  der  Transformation,  auf  die  sie  sich  beziehen.  GröBen, 
die  bei  beiden  Transformationen  ihre  Form  nicht  ändern,  heißen  Fun- 
damental-Invarianten und  Kovarianten. 

Die  Ordnung  einer  Kovariante  von  ip  richtet  sich  nach  der  hScIi- 
sten  Ordnui^  der  vorkommenden  Ableitungen  dieser  Funktion;  die 
einer  Invariante  nach  der  höchsten  Ordnung  der  überhaupt  auftreten- 
den Differentialquotienten.  Da  eine  Funktion  tp  in  einer  Invariante 
nicht  enthalten  ist,  so  sind  dies  Ableitungen  von  x,  y,  s.  Im  Hinblick 
auf  die  Bedeutung  willkürlicher  Funktionen  ip{u,v)  in  der  Flächen- 
theorie können  die  Eovarianten  auch  als  Xurveninvarianten  bezeichnet 
und  den  Punktinvarianten  gegenübergestellt  werden  (S.  207). 

§  169. 
Nlchtexistenz  einer  Fondamentalinvariante  erster  Ordnung. 
Um  nun  zunächst  bei  der  Transformation  der  krummlinigen  Ko- 
ordinaten zu  bleiben,  so  müssen  alle  Punktinvarianten  für  die  Substi- 
tution ,        ,,       . 

«     ,        :.::{:;:^ 

aus  den  Gleichungen 

(2)  »(«,  v)  -  f  («, .') 

»(«,.)-«-(»',.■) 
und  ihren  Derivierten  durch  Elimination  sämtlicher  darin  auftretenden 
Ableitungen  der  neuen  Parameter  u',  v'  nach   den  alten  u,  v  hervor- 
gehen. Für  die  erste  Ordnung  sind  demnach  aus  den  2 . 3  abgeleiteten 
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zieht  man  dtese  EliminatioQ  in  der  elementarateo  Weise,  indem  man 
die  vier  Ableitungen  aus  zweien  der  üleichungspaare  berechnet  und  in 
das  dritte  einaetzl^  so  erhält  man  die  beiden  yoneinander  unabhängigen 
Resultanten 

Wegen  der  Äquivalenz  jvon  m,  v  und  »',  v  (S.  43)  können  sie  auch  in 
der  Form 

(6)  x  =  x',       r=r',      Z  =  Z' 

geschrieben  werden,  wo  die  Größen  links  und  rechts  durch  die  Identi- 
tiiten 

(6)  ^Z»  -  1,       ^Z'»  -  1 

verbunden  sind.  Da  diese  QrÖßen  nichts  anderes  sind  als  die  KicbtungB- 
kosinus  der  Normale,  so  erscheint  ihre  Invarianz  für  die  Substitution  (1) 
Tom  geometrischen  Standpunkt  aus  als  selbstverständlich  (vgl.  S.  161) 
Verwandelt  man  auch  die  kartesischen  Koordinaten,  so  hat  man 
die  durch  die  Gleichungen 

(7)  z-  =  x^  +  %,       y'  =  y;  +  ij,       «'  -  «i  +  S 

dai|^ellte  Verschiebung  des  Anfangspunktes  immer  dann  auBeracht 
zu  lassen,  wenn,  wie  hier,  die  betrachteten  Größen  nicht  die  Koordi- 
naten selbst,  sondern  nnr  ihre  Ableitungen  nach  den  Parametern  ent- 
halten. Die  Drehung  des  Koordinatensystems,  vermittelt  durch  die  Sub- 
atitution 

l  =  ax-\-ly'{-  CB 

(8)  1?  =  o'a:  +  h'y  +  </* 

liefert  zwischen  den  GröBea  X,  Y,  Z  nnd  ihren  transformierten  die 
Beziehongen 

^-=aX  +  hY+cZ 

(9)  H=a'X-\-VT-\-eZ 
Z=a"X  +  b"T-i-c"Z, 
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ans  denen,  in  Yerbindimg  mit  den  sechs  Relationen  unter  den  neun 
Transformationskoeffizienten  a,  . .  .  c",  zwar  SS*  "  £X?  folgt,  doch 
ist  diese  Resultante  wegen  SX^  =  1  nicht  brauchbar. 

FOr  die  weitere  Untersuchung  ist  es  wichtig,  sich  klar  zu  machen, 
wie  die  Nichtezistenz  TOn  Fnudamentalinvarianten  erster  Ordnung  bei 
ümkehning  der  Transformationsfo^e  heraoskommi  Es  mögen  also 
jetzt  zuerst  die  kartestschen  Koordinaten  geändert  werden.  Solange 
nicht  mehrere  Systeme  von  Koordinaten  ins  Spiel  kommen,  können 
sich  bei  der  Verschiebung  (7)  nur  solche  Großen  inToriant  Terhalteo, 
in  denen  nicht  x,  y,  e  selbst,  sondern  nur  ihre  Ableitungen  auftreten. 
Die  f(lr  diese  bei  Hinzanahme  der  Achsendrehnng  geltenden  sechs 
Qleichnngen 

-s —  =  a  "ä — [-  0  -5^  -\-  c  -£— ,       V,—  =  a  -5 — h  0  -5^  +  c  ■=— 
du  d»    '        tfu    '        au*         dv  Sv    '        Sv    '        dv 

"■      ■*    gu  du    '        du    '        du'         de  3»    '         dv    '        Bv 

geben  mit  den  sechs  Relationen  zwischen  a,...e'  zusammen  die  drei 
Besnl  tauten 

(i?r  +  (if)*  +  (0-(ur+©'+(iir 

CHI      9^  9?1  ,   iiCl^lx-^li       dx^dx_       dy_dy_,di   Zt 
^     >       dM    dv    "^  du    dv    ^  du  dv  "  du  ßv  '^  du  dv  "^  du'^ 

Das  beult:  Die  Verbindungen 

2(1?)'=^.   2lVi-^.  2(1?)'=«. 

die  Fondamentalgröfien  erster  Ordnung  der  Fläche,  sind  Invarianten 
fOr  die  Transformation  der  kartesischen  Koordinaten.  Beim  Übei^ange 
zu  neuen  Parametern  entstehen  dann  (S.  39)  die  Transformationsglei- 
chungen 

■K— ,  TS—  nicht  eliminiert 
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§170. 
InTarisnsen  für  die  TraiisfOTniatioii  der  kartesüiohen  Koordinaten. 
Nachdem  die  additiTOn  Konstanteu  d^,  yg,  ^  einmal  aus  der  ünter- 
Buchnng  aaBgeschieden  siad,  kann  man  bei  den  weiteren  Operationen 
mit  I,  f],  £  statt  mit  x',  y,  g  rechnen.  Bevor  aber  zu  höheren  Ablei- 
tungen for^eschritten  wird,  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Formeln  (11) 
die  einzigen  sind,  die  in  der  ax^^ebenen  Weise  durch  Resultanten- 
bildung her^steUt  werden  können.  Yon  dem  hier  eingenommenen 
Standpunkt  aus  darf  dies  nicht  als  selbstTerBtandlich  betrachtet  wer- 
den, zumal  die  erste  Formel  (11)  fOr  sich  allein  schon  durch  Elimi- 
nation der  neun  SubBÜtutionskoeffizienten  aus  den  sechs  unter  ihnen 
geltenden  Relationen  und  den  drei  Gleichungen  fBr  -k—  ,  -v^ ,  -A"  herror- 
geht.  Denn  itr  irgend  zwei  System«  tou  GröBen,  die  durch  die  Glei- 
chungen 

öÄ-h  by-H  cz—  % 

(1)  et'«  -[-  6'y  -t-  c'«  —  ij 
o"a;+ry-t-c"«-§ 

einer  orthogonalen  Substitution  verknDpft  sind,  gilt  die  Besiehnng 

(2)  *»  +  y»  +  «» =  6'  +  ^*  +  £'. 

In  der  analytischen  Geometrie  werden  aus  ihr  die  Bedingongen  zwi- 
schen den  Koeffizienten  a,  . . .  c"  abgeleitet,  und  umgekehrt  die  Glei- 
chung ans  diesen  Bedingungen  nnd  den  Snbstitutionsgleichongen  her- 
gestellt. Hier  kommt  es  auf  den  zweiten  Funkt  an,  und  es  maß  zu- 
gleich gezeigt  werden,  daß  (2)  die  einzige  Resultante  ist,  die  aus  den 
ang^ebenen  Gleichungen  durch  Elimination  der  Transformationskoeffi- 
sienten  folgen  kann. 

Die  Verallgemeinerung  fOr  n  >  3,  hier  nicht  gebraucht,  li^  auf 
der  Hand;  fllr  n  —  2  hat  die  Aufgabe,  wenn  man  dann  von  einer  sol- 
chen noch  sprechen  will,  ein  anderes  Aussehen,  weil  die  Anzahl  der 
Gleichungen  die  der  zu  eliminierenden  GrSBen  um  eine  Einheit  übertrifft. 
Die  sechs  Bedingui^^leichnngen  imter  den  Transformationskoeffi- 
zienten seien  in  der  Form 

o»  +  6»  -I-  c»  =  1 

(S)  «'»  4-  fc'>  ^.  <r»  -  1 

a"'  +  6"*  +  c"»-l 

a  d'-ir  fc'6"-i-  cV—  0 

(4)  aa  -I-  V'h  -|-  ^'c  -  0 

aa'4-6&'  +  cc'  —  0 
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Toransgeaetzt.  Die  Subatitationsgleichungeii  geliSreii  hierzu  eigentlich 
in  der  Gestalt 

X  —  ai  +  a't}  +  a"l,  ...  , 

also  nach  x,  y,  g  aufgelöst.  Da  aber  diese  mittels  der  Bedingangen  (3, 4) 
sofort  in  (1)  übei^effÜirt  werden  können,  so  soll  die  bisherige  Fassnag 
(1)  beibehalten  werden. 

Bei  der  Prüfung  der  Mö^ichkeit  einer  Elimination  der  nenn  6r5- 
Ben  a,  . . .  «"  aus  den  neun  Gleichungen  (1,  3, 4)  wird  mau,  so  lange 
es  tnnlich  ist,  mit  linearen  Gleichungen  zu  operieren  suchen.  Von  den 
Terschiedmen  Methoden,  die  man  dabei  anwenden  kann,  ist  folgende 
am  einfachsten.  Man  entnehme  a,b,e  ans  der  dritten  und  zweiten 
Gleichung  (4)  nnd  der  ersten  Gleichung  (1)  und  setze  die  Werte  in 
die  erste  Bedingung  (3)  ein,  so  wird 

V 
(6)  fl"    h"    c"     ~l*2{Vc"~<fh")\ 


Diese  flelation  hat  dann  weiter  zusammen  mit  zwei  passend  gewählten 
BUS  dem  System  {1,  3,  4)  zur  Darstellung  Ton  a',  6',  c'  durch  o",  b",  c" 
Vi  dienen.  Wird  zur  Abkflrzang 

^a"*  —  X',       ^a"*  —  X",       ^a'a"  =•  (i 

^a'x  —  ij',       ^a"x  -=  g",        ^7?     —  r* 

gesetzt,  wo  die  Summationen  sich   immer  auf  die  Buchstaben,  nicht 

auf  die  Akzente  beziehen,  so  kann  (5)  in  der  Form 


(6) 


n    i 


.{■(i'i"-c") 


geschrieben  werden.  Man  sieht,  daß  es  zweckmäßig  ist,  von  den  Glei- 
chungen, in  denen  a',  b',  c'  noch  vorkommen,  zuerst  die  zweite  Be- 
dii^nng  (3)  und  die  erste  (4),  nämlich 

i'  =  1,         ^  _  0 
zn  benutzen.    Dann  vereinfacht  sich  (6)  in 
11      0      7,'  I 

oder 

(7)  r(r>-|'-,->)-r'. 
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Nun  gehört  dem  gegebenen  System  docIl  eine  Gleichung  mit  a',  h',  c 
an,  nämlidi  die  zweite  aus  der  6ruppe  (1).  In  diese  hätte  man  slso 
die  Werte  von  a',  b',  c"  einzusetzen,  die  bqb  (7)  und  den  schon  anmittel- 
bar vorher  benutzten  Formeln  fo^en.  Allein  die  Elimination  vollzieht 
sich  ohne  nochmalige  Anwendung  der  letztgenannten  Formeln,  weil 
sie  mit  der  von  tj'  aus  (7)  und 

v'-n 

gleichbedeutend  ist,  nnd  das  Resultat  heifit  ein&ch 

(8)  r{r'-E- -,>)-£■■• 

Endhch  gelten  fOr  die  dritte  Gruppe  von  SubstitutionskoeMzienten, 
a",  b",  c",  außer  (8)  noch  die  beiden  letzten  Gleichungen  (1)  und  (3), 
die  mit 

r-e,     r-i 

übereinstimmen.  Da  die  drei  EoefEzienten  nur  in  den  zwei  Verbiu- 
dangen  l"  und  f  vorkommen,  so  ist  die  Elimination  m^lioh  und  liefert 

d.h. 

(9)  s^  +  y'  +  ^'-V  +  n'  +  i,'- 

Es  gibt  also  eine  von  Ableitungen  freie  Invariante  fßr  die  Drehung 
des  rechtwinkligen  Eoordinatenaystems,  nämlich  !^  -{-  y*  +  e*. 

Nonmehr  werde  eine  zweite  Reihe  von  Substitutionsgleichimgen 
hinzngenommen  (vgl  S.  548(10)): 

"  «I  +  6  Ji  +  c  »1  —  I, 

(10)  axi+b'y,  +  c'  j,  —  »;, 
o'V, +6"yi  +  c"ai— &,. 

Kaoh  dem  eben  Bewiesenen  lassen  sich  die  neun  SubstitntionskoefG- 

zienten  nicht  einzeln  aus  (1),  (3)  und  (4)  darstellen;  sonst  würde  ihre 

Elimination  sehr  ein&ch  sein.    Es  scheint  non  am  nächsten  zu  liegen,   ' 

daß  man  a,  b,  c  aus  den  ersten  Gleichungen  (1),  (3),  (10)  entnähme, 

a',  h',  c'  aus  den  zweiten  und  a",  b",  c"  aas  den  dritten  Gleichnngem 

dieser  Systeme,  um  sodann  sämtliche  Werte  in  (4)  einzusetzen.   Aber 

der  Weg,   der  am  schnellsten  zum  Ziel  fahrt,  geht  nicht  von  einer 

röUig  symmetrischen  Behandlang  der  drei  GröBensysteme  aus. 

Man  bestimme  a,  b,  c  als  Funktionen  von  a",  b",  c"  aas 

ao"-f-ft&"+cc"=0 

aa:  +  6y  +  Cjf  —  I 
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a',  b',  c'  aus 


XII.  Abschnitt.    S  170- 

a'a"  +  &'6"  +  c'c''  —  0 
a'«  +  Vy  +  c'e  —7} 


%■ 


a^a"{yii  —  iy,) (6"#,  —  c"yi)|  +  (b"ß  ~  <;"y)|, 

und  a',  h',  e'  ergeben  sich  darch  VerUaachung  von  |  and  1^  mit  ij  oad  i]j. 
Ffllirt  mEui  diese  Werte  in  sämtliche  Oleidiungeo  ein,  die  a,  ...  e' 
noch  enthalten,  nämlich 

a»  +  6*  +  c»  =  1 

a't  +  fe'»  -l-  tf-»  -  1 

aa'+l>b'  +  cc'=0, 

^xXi  =  s,        ^x\  —  rj, 

-  i'(rr;-f?)  -  2{i,(rs-rf,)  +  £!(rr'-r') 
(13)  0  -  |,(i",f - fj)  -  (6,,  +  ,y (i-s -  m  +  l,i,(rr"  -  £■■). 

Aus  diesen  Gleichungen  und  den  noch  nicht  henutzten 
a"'  +  b"'  +  (T*  -  1 
a"x  +  V'p  +  c"«  =  £ 
o"«!  +  6"yi  +  c"j(r,  —  5ii 

r-i,     r-E,     s-£, 

sind  a",  b",  e"  zu  eliminieren.  Diese  Größen  kommen  aber  auch  in 
(11,  13,  13)  nur  in   den  Verbindungen  X",  f  und  ^   vor.    Demnach 


y!-g)-2it,(»-SE,)  +  6!(r'-5') 


und  setzt 

■0  fiodst  man 

u"  r 

r, 

(11)     r  r> 

« 

K   » 

-1 

r  C 

K 

(12)     1  r    r> 

S 

r,  » 

*i 

d.  fa. 


ißett  die  drei  Reaultanten 

:  1 

E 

e, 

t 

r" 

» 

-l'M- 

t, 

s 

r\ 
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5    r'    s 


■  l'M  -  fl)  -  2<I%(«  -  Kl)  +  <!!('•-£■) 


o-SiM-S)-«i.  +  i{.)(«-ff,)  +  £.i,(f*-e')- 

Subtraliiert  man  die  zweite  von  der  ersten,  eo  erhält  nuui  in  Yerbin- 
dang  mit  der  dritten 

»i-S-pCI! +  i!) 
s-i:i,-f(ii,  +  nv,) 

r'-S'-KI"  +  l'), 

WO  der  Proportionalitätafaktor  q  offenbar  nicht  Null  sein  kann.  Die 
erste  Resultante,  deren  linke  Seite  gleich 

(''-nw-g) -(»-«.)' 

iel^  liefert  ßir  p  die  BestimmuDg 

«.((1'  +  v')  (i:  + 1!)  -  (Hl  + 11.)")  -  (Ell  -  i£i)', 

d.h. 

wie  auch  aus  (9)  hätte  geschlossen  werden  können.  Zu  der  Resultante 

x'  +  y'  +  n'-V  +  v'  +  S? 
treten  also  die  beiden 

xx^  +  yy^-\-  0g,  -  gl,  +  iji^i  +  £6, 
i^  +  ^  +  ^  =  51  +  1??  +  ^. 

Setzt  man  nun  an  die  Stelle  von  z,  x^,  g,  ||,  . . .  wieder  die  Größen, 
die  nach  S.  548(10)  hier  in  Betracht  kommen,  so  sieht  man,  daß  in 
der  Tat,  solange  Ton  höheren  Ableitungen  nicht  die  Rede  ist,  allein 
die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  fQr  die  Transformation  der 
kartesischen  Koordinaten  invariant  sind. 

§  ni. 

Fondamentalin Varianten  zweiter  Ordnung. 
EoTarianten  beliebiger  Ordnung. 
Beim  Fortgange  zu  den  Ableitungen  »weiter  Ordnung  mögen,  wie 
im  An&nge  des  §  169,  zuerst  die  Parameter  transformiert  werden.  Ans 
8.547(3)  entsteht  ein  System  Ton  3.3  Gleichungen: 


^aovGoOt^lc 


5M  ^-  Abaehnitt.    §  171. 

d'x       dx    &'«'    ,    SB   d^    ,    8^   ( 9n'\' 

et.»  ~  du'  8«'"  ■*"  dv-  du'  ^  a»-'  Uu) 

'^'''du'dv  du  d«  ■•■  3p"Va«r 

^^^  dudv'"du' duSv'^1?  dttdv'^  d«'' 3u    cv 

a««     as  |v     ji£  3'«'     e^  /^•''\' 

3p'  "^  du'    3p'    "*■  3i>'   3p''  ''■  2«''  UpV 

2_a!^  8»: i^; ,  »^ /9»:v, .... 

^      au'öf'  3«    3p  ^  3p''  Uor 

Aas  je  drei  Belationen  zwischen  gleichartigen  DifFerenti&Iquotienten 
von  s,  y  nnd  e  können  zwei  zweite  Ableitungen  der  neuen  Parameter 

eliminiert  werden,  z.  B.  -;,  y  nnd  -,-;-  aus  den  Formeln  für  ^s-i ,  -~X 

'  öw'  ou'  du"   du' 

und  ^  T  ■  Die  Herstellung  der  Resultanten  auf  dem  gewöhnlichen  Wege 
geschieht  durch  Addition  der  Gleichui^n  jeder  Omppe  nach  Tor- 
^ngiger  Multiplikation  mit  Qrößen,  die  den  Funktionaldeterminanten 

8(!?.g)  8(g,S}  3(g.y) 

»(«>') '         e(«',P)'         "^(m',p')' 

d.  h.  den  Zählern  von  X',  Y',  Z',  gleich  oder  proportional  sind.  W^j^ 
der  Invarianz  der  Richtungskosinus  der  Normale  fQr  die  Transforma- 
tion der  krummlinigen  Koordinaten  wird  mau  die  Multiplikatoren  gleich 
X',  r',  Z'  selbst  nehmen  und  links  X,  Y,  Z  dafttr  schreiben  (S.  161). 
Dann  treten  die  Ausdrücke 

^j       6u'  '         ^       dudv  '         ^       3o*  ' 

^        3u'  '  ^       3u  3p  '  ^       3p* 

auf,  und  die  drei  Resultanten  lauten 

Wie  vorher  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  der  Fläche,  so  ei^ 
scheinen  hier  von  selbst  die  der  zweiten  Ordnung,  and  die  Gleichungen 
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(2),  die  der  Form  nach  mit  S.  54S  (13)  Übereinstimmen,  kennzeichnen 
auch  diese  (3r3ßen  &1b  Koeffizienten  einer  bii^ren  quadratischen  Diffe- 
rantialform 

Ldu*  +  2Mdudv  +  Ndv*  =  B, 

die  bei  einer  beliebigen  Transformation  in  L'du''  -f-  2M'du'dv'  +  N'dv"* 
übergefQhrt  wird. 

Die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnimg  sind  iür  die  Transfor- 
mation der  kartesischen  Koordinaten  invariant.  Dies  folgt  unmittelbar 
aus  den  Gleichungen  S.  547  (9)  und  den  aus  S.  548  (10)  durch  Fori- 
setznng  der  Differentiation  herTorgehenden,  die  dieselbe  Form  haben 
wie  die  Transformationsgleichungen  selbst.  Lassen  sich  also  die  Resul- 
tanten der  Elimination  Ton  ^— '  ■  ■  ■  ^  ans  (2)  und  S.  548  (12),  deren 
theoretische  Anzahl  gleich  2  ist,  in  inrariante  Form  setzen,  so  sind 
die  darin  beiderseits  stehenden  Ausdrücke  zugleich  FundamentalinTari- 
anten. 

Hierüber  kann  aber  kein  Zweifel  sein.  Denn  die  simultane  Trans- 
formation der  beiden  quadratischen  Formen  A  and  B  liefert  die  beiden 
Beziehungen  (ygL  S.  162) 


GL 

—  iFM  +  EN 

Q-JJ- 

iF'M'  +  E'N- 

E'G'  —  F'* 

LN— 
EG  — 

2f 

L-N-- 

TT': 

II.(K 

.B)- 

fl,(A',B-) 

K(^ 

iB)- 
H- 
E- 

JE", 

.B') 

oder  einfach 

(3) 

(4) 

und  zwar  als  einzige  Resultanten.   Nachdem  sich  die  Verwertung  der 

Formentheorie  im  Vorhergehenden  auf  Schritt  und  Tritt  als  besonders 

nützlich  erwieseii  hat,  würde  es  keinen  Zweck  haben,  bestimmte  "Haupt- 

resultate  dieser  Theorie  nach  unübersichtlicherer  Methode   nochmals 

abzuleiten. 

Diese  Resultate  lehren,  daß  es  zwei  Fundamentalinvarianten  zwei- 
ter Ordnung  gibt.  Wenn  man  will,  kann  man  die  irrationalen  Invari- 
anten M,  und  Mj  oder  pi  und  p,  an  die  Stelle  von  fi'und  K  treten  lassen. 

Die  Theorie  des  Formenpaares  (A,  B)  liefert  auch  alles,  was  für 
die  Abzahlung  und  die  Darstellung  der  Fundamentalkovarianten  einer 
belieb^^en  Ordnung  gebraucht  wird.  Aus  den  sechs  Transformations- 
gleichnogen  für  E,  F,  G,  L,  M,  N  und  den  zwei  Gleichungen 


..Goot^lc 
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■J»  ~  du-  Su   "^  8t)'  7ü 

d<p     dy  du'  ,  dv  dtf 


folgen  zunächst,  außer  (S)  und  (4),  noch  die  Resnltanten 

(5)  A^q»  —  ^],'V 
und 

(6)  Äjy  —  A^^. 

YermSge  der  DarstelluDg  Ton  A  und  B  durch  lineare  Formen,  Ter- 
mittelt  doTch 

A^    ¥J    +    ^J 

B-«.¥j +  »,?;, 

wird 

(7)  a>-  «;t   +  ^9 

(8)  AJy-s.^lf  +  ft^.y. 

Die  in  den  FundamentalgrößeD  irrationalen  EoTarianten  9,9)  und  9jqv 
können  die  rationalen  A^9>  und  Alg)  vertreten. 

Nimmt  man  an,  wie  es  hiermit  für  m  —  1  bewiesen  ist,  dafi 
auch  fQr  beliebiges  m  die  Anzahl  unabMngiger  Eovarianten  der  der 
Differentialquotienten  von  9?  gleich,  also  ~  m  -{-  1  sei,  so  kann  man 
die  Richtigkeit  dieser  Annahme  durch  Induktion  auf  genau  dieselbe 
Art  beweisen  wie  fQr  Biegungskovarianten  auf  8.  541—542.  Aus  einer 
g^ebenen  ßeibe  von  m  unabhängigen  Fundamentalkovarianten  m  —  1. 
Ordnung,  f  ,, . . .  F^,  kann  man  eine  Reihe  unablüngiger  Kovarianteu 
ß)r  die  näehst«  Ordnung  z.  B.  dadurch  ableiten,  daß  man  &,Ff(i  —  1, ...  m) 
bildet  und  &,F„  hinznnimmt;  und  zwar  gilt  dies  sicher  dann,  wenn 
schon  Fl, . . .  F^  aus  bestimmten  m  —  1  Kovarianten  der  nächstniedri- 
geren Ordnung  nach   derselben  ßechnnngsvorschrift  hergestellt  sind. 

§  172. 

Die   ATmftM  unabhängiger  FundamentalinvaTlanten 

von  gegebener  Ordnung. 

Aus  den  beiden  Fundamentalinvarianten  zweiter  Ordnung  H  und 

K  lassen  sich  vier  Fundamentalinvarianten  dritter  Ordnung  ableiten, 

®iS,  &tS,  Q^Ki  &fK.   Es  A'&gt  sich,  ob  sie  voneinander  onabh^gig 

sind.    Diese  Untersuchung,  und  die  entsprechende   für  eine  beliebige 

Ordnung,  wird  durch  die  FUchendarstellung 

(in)  «-/■(«,!() 
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sehr  erleichtert.  Wie  auch  die  Fnnktioiien  x(u,v'),  y(u,v),  s(u,v)  »a- 
gesommea  sein  mögen,  so  sind  sie  doch  fflr  eine  bestimmte  Fläche 
einer  einz^^n,  f(x,y),  äquivalent,  nnd  fßr  eine  nicht  spezialiaierte 
Fläche  ist  dies  eine  willkürliche  Funktion.  Hat  man  nun  dorch  wieder- 
holte Anwendung  der  6-Operationen  Inrarianten  m.  Ordnung  gebildet, 
so  kann  man  deren  Werte  vermöge  der  Invarianz  dieser  Operationen 
sofort  in  die  Parameter  x  und  y  umsetzen.  Dabei  sieht  man  dann, 
daß  die  Anzahl  der  anabhängigen  Invarianten  nicht  größer  sein  kann 
als  die  der  partiellen  Ableitungen  m.  Ordnung  von  g  nach  x  und  y, 
also  m  +  1.  Ob  sie  im  al^meinen  dieser  Anzahl  gleich  ist,  bedarf 
einer  genauen  Feststellnng  um  so  mehr,  als  für  m  =-  2  nur  zwei  Funda* 
mentalinvarianten  vorhanden  sind. 
Nun  ist  z.  B. 

wo  Pii,  . . .  p„  die  im  %  118  angegebenen  Werte  haben.  Beim  Übet^. 
gange  zu  X  and  y  werden  diese,  als  Funktionen  der  Fundamentalgrößen 
erster  und  zweiter  Ordnung,  in  bestimmter  Weise  von  p,  q,  r,  s,  t  ab- 
hängig.  Setzt  man  nun  weiter  nach  S.  80(13,  13) 

(1)  s-e  a  +  g')'--»ygg+a+p')* 

(p'+a'  +  D* 

■o  kommt  es  datstif  an,  das  Verhalten  der  Orößen 
8ff 


(p'  +  ä'+i)* 
I 


dB  dB\ 


I  9-ff  , 


3s  } 


1  I     „     ä^T,«     i^\ 


inbezng  aof  die  in  -^>  ■  ■  ■  -^—  enthaltenen  dritten  Ableitungen  «^, 
'ii>  'm  'm  ^°  untersuchen:  Dabei  bedeuten,  unter  Verzicht  auf  beson- 
dere Eennzeichnang,  jetzt  p,j,  . . .  i>,g  die  Werte  dieser  Koeffizienten 
für  t*  —  x,  «  —  y.  Der  Faktor  (j)*  +  g*  +  1)"  «  ist  hier  ohne  Bedeu- 


jdnyGoOt^lc 


yp»  -  ßPn, 

-yPti 

-  yp„  +  ßPn, 

ypii 

r'Pu-ß'Pn, 

-  y'Pti 

-  r'Pa  +  ?Pm 

r'Pu 

-  Yß')) 
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tUDg.  Aber  man  kann  noch  weitere  Faktoren  weglassen,  weil  es  ofien- 
bar  in  den  vier  Äbleittmgen  von  E  nnd  K  nur  anf  AuedrOcke  der  Form 

«%  +  ^%  +  /^ij,         aen  +  ß'i,  +  ye„, 
"''m  +  ß\i  +  /*isj         a'Ä„  +  ß'e,,  +  /«„ 
ankommt,  in  denen  a,  . . .  y'  folgende  Werte  haben: 

a-l+q»,         ß=~2pq,         y  -  1  +  p», 
a'-^t  ,         ß'=-  —  2s   ,         y'-r. 

Für  die  Unabhängigkeit  der  vier  Invarianten  ist  das  Nichtrerachwinden 
der  Determinante 

«P»)         ßPn  —  «Pii> 
-  «i'i».     —  ßPii  -t-  «Pu» 
«>».         ß'Pü-'^'Pii, 
I  -a'j),j,     —ß'pia  +  ap,i, 

entscheidend.   Sie  hat  den  Wert 

(PiiP«-fti?>ii)'((«/-y«')'-(«^'-^c')f/?/- 

^ip'  +  q'  +  iyiH*-4E). 

Hiermit  ist  fl3r  m  —  3  bewiesen,  daß  die  Anzahl  nnabhängiger  Funda- 
mentalinvarianten gleich  *M  +  1  ist,  nnd  fttr  eine  beliebige  Ordnung 
nnterscheidet  sich  dann  das  Beweisverfahren  in  nichts  von  dem  am 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen.  Zugleich  liefert  dieses  Verfahren 
die  MögUchkeit,  für  jede  Ordnung  ein  vollständiges  System  von  Fon- 
damentalinvarianten ,  nämlich  ein  System  von  unabhängigen  Größen 
dieser  Art,  mittels  der  ^-Operationen  durch  independente  Ausdrücke 
darzustellen. 

§173. 
Darstellune  von  Fandamentallnvarianten  durcli  das  Ohriatotfelaclie 
Verfahren, 
Ein  vollständiges  System  von  Fundamental-Invarianten  oder  E&- 
varianten  kann  auf  unendlichviele  Weisen  durch  ein  äquivalentes  er- 
setzt werden.  So  können  z.  B.  die  vier  Fimdamentalinvarianten  dritter 

^'^"'"^  ©,«„    8,».,    8.^,    e,«, 

die  vier  im  vorigen  Par^p^phen  behandelten 

&^S,     &,E,     e^K,     &^K 
vertreten.    Femer  darf  man  u.  a.  zu  jeder  Fundameatalinvariante  eise 
willkOrliche  Funktion  von  Invarianten  niedrigerer  Ordnungen  hinzu- 
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fOgen.  Eid  Übeigang  von  einem  bestimmten  SjBtem  za  einem  anderen 
wird  Bicli  aiclier  dann  empfehlen,  wenn  dos  gegebene  in  irgendeiner 
Beziehung  onsymmetriBch  ist.  So  verhält  es  sioh  z.  B.  mit  den  EoTsri- 
anten,  von  denen  am  Schiasse  des  %  171  die  Rede  gewesen  ist,  und 
den  entsprecbend  gebildeton  Invarianten.  Bei  ihrer  Herstellung  werden 
die  Operationen  6j  und  9,  nicht  in  gleicher  Weise  angewendet 

Bedenkt  man  nun,  welche  wichtige  Kolle  die  Ghristoffelsche  Ko- 
varianz in  verschiedenen  Untersuchnngen  geapielt  hat,  so  wird  man 
erwarten  dürfen,  ein  befriedigendes  System  von  Invarianten  durch  Hin- 
zuziehung dieser  Kovarianz,  und  zwar  für  eine  beliebige  Ordnung,  zu 
erzielen.  Zwei  Wege  stehen  dabei  offen,  die  übrigens  sachlich  auf 
dasselbe  hinauslaufen:  Entweder  die  Einführung  der  zu  A,  B  kovari- 
anten  linearen  Formen  $^,  $,  in  die  fertigen  Ausdrücke  von  SS„  oder 
6„,  oder  schon  der  Ersatz  des  im  §  158  allgemein  beschriebenen  Chri- 
stoffelschen  Verfahrens  durch  einen  invarianten  Prozeß. 

Veranschaulicht  man  sich  die  erste  Methode  an  der  Grundform  B 
selbst,  bei  der  von  dem  Christoffelschen  Verfahren  noch  nicht  die  Bede 
ist,  so  erhält  man  uatürlich  nichts  weiter  als 

B  =  h„du'  +  2badudv  +  b„dv*-  B,ipj  +  M,9ßJ. 
Diese  Gleichung  lä&t  die  Invarianten  n^  und  »,  hervortreten.  Wollte  man 

i.t  a,ji 

schreiben,  so  würde  man 

finden,  oder  umgekehrt  and  für  den  vorliegenden  Zweck  wichtiger: 

(2)  Kf-J'^-fAf 

Hierbei  ist  die  in  der  Theorie  des  Formenpaares  (3R,,  Sß,)  beständig 
benutzte  Bezeichnnng  (S.  176)  auf  ($,,  $,)  übertn^en.  Dasselbe  Re- 
sultat ergibt  sich  aus 

wo  $^  ebenso  aus  du  und  Sv  gebildet  ist  wie  ^^  aas  du  und  dv. 
Die  Werte 

(3)  6n-«i»     5i«=0.     6n-«t 

würden  nun  z.  B.  durch  Übergang  zu  den  Haaptparametem  folgen^ 
der  wegen  des  invarianten  Charakters  von  (2)  ohne  weiteres  ge- 
stattet ist. 
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Yon  Bedeutung  iat  hier  die  VersUgemeiueningsfäliigkeit  der  Olei- 
«hoBgen  (2).  Drückt  man  33i  auf  doppelte  Weise  ans,  so  erhält  man 

und  so  fort. 

Welche  Gestalt  nehmen  nnn  zunächst  die  Formeln  (4)  an,  wenn 
in  den  Koeffizienten  von  S,, 

'."-a^-2WVl  +  '..|V)) 

(S.  493  (3)),  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnnng  durch  die  Fun- 
damentalinvarianten,  die  DifFereatiationeu  durch  die  Tbeta-Operationen 
ersetzt  werden? 

Man  kann  die  Frage  allgemeiner  &88en,  und  hat  dabei  den  Vor- 
teil, sich  an  frühere  Formelsysteme  anlehnen  zu  können.  In  der  Theorie 
der  FnndamentalinTarianten  sind  die  6»- Operationen  überall  die  Diffe- 
rentiationen länge  den  Krümmungslinien.  Ersetzt  man  9^  nnd  9, 
durch  9  and  &,  also  durch  die  Differentiationen  längs  einer  belie- 
bigen Kurve  and  ihrer  orthogonalen  Trajektorie,  so  erhält  man  In- 
varianten im  Gebiete  des  Formensystems  (A,  B,  3Ro)>  d-  !>■  Fnndamental- 
kovarianten.  Wird  nnn  die  Transformation  von  9,  in  der  Weise  voll- 
zogen, dafi  statt  dreier  Paare  von  Differentialen  die  drei  Formenpaare 
aji„,  an„,  M^  {a  =  l,  2)  eii^efOhrt  werden,  so  ziehen  die  Resultate 
der  Transformationen  diejenigen  nach  eich,  um  die  es  sich  hier  han- 
delt.  Man  hat  nur 

äR,     9K,    m,i    /i^i     &<p     9'(p 
durch 

¥1      %      Pa     ««     »iV     ÖiV 
zu  ersetzen. 

Ifoch  allgemeiner:  Es  sei 

eine  bilineare  Differentialform,  deren  Koeffizienten  nnr  der  Bedingung 

c»i  =  Ci, 
unterworfen  sind.    Sie  brauchen  also  nicht  etwa  mit  denen  der  qnar 
dratischen  Kovariante  von  A  nnd  B  übereinzustimmen;  vielmehr  soll 
nachher  c^^  =  6,»  genommen  werden.  Zu  (J,  und  A  gehört  die  Christoffel- 
ache  Kovariante  Ej,  deren  Koeffizienten  durch  die  Formeln 
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erkl&rt  sind.  Läßt  man  die  Differentiale,  wie  angegeben,  durch  Paare 
linearer  Fonoefl  vertreten  werden,  die  in  bekannter  Weiae  mit  einer 
linearen  Qrundform  Wg  zosammenliängen,  bo  möge 

Bein;  bierin  JBt 

um  in  die  Formeln  (9)  die  im  Glebiete  des  Systems  (A,  f&f,  äRg) 
invarianten  GrSßen  c^^  einzuführen,  ersetze  mui  die  Gleichungen  (8) 
dnrch 

(10)  ^  c-»--2''»,,'»,iC„ 

und  vollziehe  die  durch  (5)  geforderten  Differentiationen.  Die  einfache 
Rechnung  ist  in  ähnlicher  Weise  wiederholt  angestellt  worden.  Es 
erscheinen  von  selbst  die  geometriBchen  Ableitungen  der  Größen  c^^. 
Werden  sie,  wie  auf  S.  177,  durch  #,  und  #,  gekennzeichnet,  so  fin- 
det sich 

(11)  '.,r-»r'-f+2'-,l'»l'r'{i'u,--2'"AV]) 

j,  *,  I  r 

oder  unter  Verwendong  der  Definitionsgleichungen 

(12)  J5^-2"'j4V)-^m* 

(vgl.  S.  187): 

(13)  ta^r  -  »r^afi  +^{t-^i^f^fiit^ytin,_ „  +  c,^p.,p,tiS^, „). 
Setzt  man  noch 

(14)  ^(iailifitm.it  —  mi,afl, 

so  erhält  man 

(15)  C„^r-*rW+-^(t«i'ni(*r  +  Ci|*IlIi,«r)- 

Von  den  acht  Grö&en  mi,aß  f^nd  zwei  nach  dem  Früheren  b»- 
kannt,  nSmlifth 

(16)  «.....-?  =  9. 
in,,ii--j  =  -äi 

KB*bl>BSh,  nUhi*ntIiilBBam<trl*.  80 
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(S.  187  (4),  189  (11)),  wenn  der  Qleicliföniiigkeit  wegen  auch  die  geo- 
dätischen KrOmmimgen  einer  beliebigen  Kurve  und  ihrär  orthogonalen 
Trajektorie  mit  Indizes  belegt  werden.  Durch  Vertauschong  Ton  1 
mit  2  wird 

(17)  "'"-ä" 
Wi,  11  =  —  fli- 

Die  vier  übrigen  Größen  Bind  Nall,  wie  man  für  ini,ii  und  mi,  h 
darch  Einsetzen  des  Wertes  von  w-^  aus  S.  185  (20)  findet  and  för 
nti,  II  und  ini,tt  durch  Yertauschung  selüieBt.  Wirä  endlich  berfick- 
sichtigt,  daß  infolge  von  c^t^  c^i^  auch  c.„  =  c„«  ist,  so  ergibt  sich 
folgendes  Formelsjfitem: 

c,„- »,£,,- 29,1,, 

'i.i-».'ii+2Bitii 

tm-»iti.+  9i(tii-c„) 

(18)  t,ii-»it,i-B,(t,i-c«) 
tiii-»iCu+Bi(tii-t..) 
tiii-»iti.-9.(t.i-=i.) 
ti.i-»it»  +  29iC„ 
t.i.-».tii-29,c,i- 

Die  beiden  hierin  enthaltenen  Gleichungen 

(19)  t.^,-V.,. 

die  wieder  in  der  Annahme  0^^=  c^f  ihren  Grund  haben,  hätten  schon 
aus  (9)  abgelesen  werden  können. 
Setzt  man  jetzt 

15,-18, 
also 

C(i-'.i>         '.g-Kf,         '.„-Kf„ 
wo  nach  oft  benutzten  Formeln 

(20)  c,,-»,         C„-(,         t„-»' 
ist,  so  nehmen  die  Gleichungen  (18)  die  Gestalt  an: 

6„,  -  e»  -  2(7« 
b,„  -  8'»  +  2j'i 
„j,  bin  -  *m  -  e<  +  J  (»  -  »O 

6.1, -6,,,-e-i -?■(»-»•) 
i,„  -  e»  +  Igt 
b«s=  0n'—  2g't. 
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Diese  Beaultate  siad  von  keiner  besonderen  Bedentung,  denn  das 
erste  und  das  letzte  Formelpaar  findet  sich  schon  auf  S.  511,  und  die 
beiden  anderen  liefern  in  Folge  der  Fundamentalgleichungen  (B)  (8.206) 

^22)  ^11-^11  =  Vi 

^m  ="  *Mi  =  6iw  > 
sodaß 

(23)      B,-  b,»2Rj  +  3b„,wi\m,  +  sb„,m,mi  +  6„.as! 

wird.  Die  Anwendung  auf  SB  dient  nur  dazu,  die  früheren  Ergebnisse 
anders  zu  gruppieren  und  in  einer  bestimmten  Richtung  zn  ei^änzen. 
Aach  ist  es  nützlich,  auf  die  Verbindungen  zu  achten,  in  denen  die 
FundamentalkoTarianten  auftreten,  wenn  das  GhriBtofFelache  Verfahren 
die  Grundlage  der  TJnterBuchong  bildet.  Dagegen  ist  nicht  etwa  Ton 
der  planndßigen  Darstellung  eines  roUatändigen  Systems  von  Korari- 
auten  die  Red^.  Nicht  SJ^,  sondern  B  steht  hier  im  Vordergrunde. 
Wichtiger  ist  es,  durch  die  auf  S.  560  angegebene  Spezialisierung 
zn  FundamentalinTariauten  überzugehen.   Es  wird 


9i  =  5i.         3»-ffi- 

Für  die  kubische  lEorariante  von  A  und  B  ergibt  sich  der  Ausdruck 

(24)    B,-  8.«,  ■  «+  3«,»,  ■  f',%  +  Se,«, .  ¥,^  +  e,n,  ■  *•. 

Man  kommt  also  anch  durch  das  Christoffelsche  Verfahren  auf  die 
eingangs  dieses  Paragraphen  erwähnten  Fnndamentalinvarianten  S^^n^, 

©,M,,  «i«,,  e,»,. 

§174. 
Ftmdam«nteUnTariuiten  Tierter  Ordnung. 
Es  sei  jetzt 

».  =,^^(HH  •  •  ■  O  'i.«t<i.«i  •  ■  ■  !*.«,. 

(S.  514)  die  durch  (m  — 2)-malige  Anwendung  des  Ghristoffehichen 
Verfahrens  entstandene  m-fach  lineare  Eovariante  von  A  und  B.  Femer 
gelte  die  Bezeichnung 

-Z'Ma.d;.«,-  W^\  (ji-l,...ni) 

sodaB  für  den  vorher  erledigten  Fall  m  =-  3 
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sein  wflrde.  Bei  EinfOhning  dieser  linearen  Formen  an  Stelle  der 
Differentiale  werde 

(1)  ».-  J'K«.  •  ■  ■  «J  Mi'W^'  ■  ■  ■  3»-- 

Die  im  Gebiete  des  FormenBystems  (A,  B,  9%,)  inTsrianten  Koe^ienten 
haben  die  Werte 

(2)  [«,«,.  ■«J-^^C,4C,^-.C^4.tt'.- ■•<.), 
wobei 

(3)  (*,...  i.)-?^-,i^-2'(|\'-l(«V  ■■•-.) 

ist.  FUr  m—  1  statt  m  entsprechen  den  Gleicbnngen  (2)  die  folgenden: 

[«,••■  «»-,]  -^,^.;4-  ■  ■  "S-.V-.Ä  ■  •  ■  '-.)' 
die  mit 
W  (•■>  ■  ■  ■  *.-,)  -^m^,.-  ■  ■  «^..^...tP.  ■  ■  -f.-,] 

gleichbedeutend  sind.  Die  ganze  Zahl  m  hann  mit  dem  ebenso  bezeich- 
neten Koeffizienten,  der  hier  nor  vorübergehend  gebraucht  wird  and 
außerdem  überall  als  Träger  von  Indizes  erscheint,  nicht  verwechselt 
werden. 

Setzt  man  nun,  auch  hier  auf  dem  direktesten  W^^  vorgehend, 
die  Werte,  die  (»,», . . .  J„_i),  (vi,  . . .  t„_,),  . . .  nach  (4)  annehmen, 
in  (3),  und  dann  (3)  in  (2)  ein,  so  erhält  man 

K-  -■]-»,.[«.••■".->] 
=2ta«.. . .  ..-.l...„....G^  -2".„.(\'"1)  +  •  •  • 

'i.'mpPl  "  » 

d.  k 

(6)    [»,... «.]-»^K...«.-,] 

+^(['«!  ■  ■  •  «„-i]m,,.,._  +  [«,1 . . .  «.-iliii,.,.. 

Beim  Übergänge  von  33„  zn  der  entsprechenden  binären  Form  B. 
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fflgen  sicti  die  Größen  [u, . . .  a^]  gruppenweise  zu  den  Koe^ßzienten 
dieser  Form  zusammen.  Der  Übergang  wird  dadurch  bewirkt,  daß  mau 
die  linearen  Formen  Wlf^  fUr  alle  m  Werte  von  (i  einander  gleich, 
=  3«„  setzt. 

Es  sei  jetzt  SK^  ~  ^,.  Yen  den  m  +  1.  FuDdamentalinrahanten, 
die  dann  als  Koeffizienten  von  B^  erscheinen,  läßt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit beweisen,  daß  die  in  einen  und  denselben  Koeffizienten  ein- 
gehenden Größen  [tt^  . .  .  a^  sämtlich  untereinander,  dagegen  keiner 
in  den  Obrigen  Koeffizienten  vorkommenden  Große  äquivalent  sind. 
Die  nt  +  1  Koeffizienten,  an  Zahl  den  Fundamentalgrößen  gleich,  bilden 
also  ein  voUständiges  System  Ton  FundamentsliDvarianten  m.  Ordnung. 
In  einem  derartigen  System  ist  offenbar  keine  der  beiden  Theta-Ope- 
rationen  vor  der  anderen  bevorzugt 

Worauf  es  ankommt,  möge  zunächst  fär  m  =■  4  auseinanderge- 
setzt werden.  Die  Bezeichnung  [u,  . . .  a^]  werde  auch  Itir  3)ta=  $„ 
beibehalten  und  dann  auch  schon  fQr  m  <  4  benutzt.  Die  Formel  (15) 
des  vorigen  Paragraphen,  auf  IS„~S3„  Übertragen,  lautet  in  diesen 
Zeichen 

(6)  [<r.a,a.l  -  ©„.[«.o,]  -{-^([l«,]m,,„_„_  +  [.x,X]m,„^J, 
und  die  Formel  (19): 

(7)  [«!«»«!]  -K«!«»] - 

Für  «» —  4  wird 

(8)  K«,a,aJ  -  »„.[«.«,«,]  +^([i«,«i,]tn,,„,„,-F  [«,X«,]in,  „_,^ 

Vertauscht  man  a^  mit  o^  and  wendet  rechts  überall  die  Relation  (7) 
an,  so  sieht  man,  daß  der  Ausdruck  ung^ndert  bleibt; 

(9)  [«s«]'«:!«*]  =  [a,«^«!«*]- 

Während  diese  Beziehungen  eine  Folge  von  b^i=  b^^  Bind,  so 
lehren  die  Fundamentalgleichungen  (B),  daß  die  Indizes  a„  die  Argu- 
mente der  Größen  [uiUfagU^,  noch  auf  andere  Art  vertauscht  werden 
dürfen.   Aus 

(10)  h«,»,]  -  [»,«.«,] 
(S.  66S  (22))  folgt  nimlicli  wie  obgs 

(11)  Ko,«,«J -[«,»,«,«,]. 

Wenn  biernach  alle  PermutatioDen  der  ersten  drei  Indizes  znl&saig 
sind,  80  reduzieren  sich  die  ursprflnglich  sechzehn  Invarianten  anfacht, 
nämlich: 
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[lila]-  Ö„[l  1 1]  -I-  3[1 12]m,,,„ 

[112a]  -  ejl  12]  +  [1 1  l]m,..l+  2[221]in^,, 

^    '  [221a]  -  »„[221]  +  [222]in,,,„+  2[1 12]m,^„ 

[222a]  -  »„[222]  +  3[221]m,_,„. 

Eine  weitere  Terringenuig  tritt  wegea 

(13)  [lll]-©,»,,  [n2]-©,ni,  [221]-»,»,,  [222]-«,«, 
auf  Grund  der  TertaosolinngBfonnel  ein.  Unter  Benutzui^  der  Bezeich- 
nung Wi^Bfl  lautet  Bie 

(14)  »t^t?*  ~  »i»!?  —  in,_„0,9J  —  ni,_i,»,9) 
und  liefert  k.  B. 
[lU2]-[n21]-2([112]m,,„-[221]n,,„)-20,,e,»,+i,,e,n,). 

Diese  Größe  ist  aber  in  Folge  der  Fandamentalgleichungen  gleich 
NoU,  also 

[1H2]-[1121] 
und  ebenso 

[2221] -[2212] 
oder  zusammengefaßt 

(15)  [«,'^«i<t|]  "  [%ai«iail- 

Über  einen  etwaigen  Zusammenliang  zwischen  [0,0^0,0,]  und  [0,0,0,0,], 
also  zwischen  [1122]  nod  [2211],  wird  hierdurch  noch  nichts  aue- 
gesagt  Sicher  kann  er  durch  die  Vertauschungaformel,  auf  »,  oder 
tij  angewendet,  nicht  heimstellt  werden,  denn  [1 122]  enthält  »,»,n,, 
[2211]  dagegen  S,»^*),.  Aber  diese  beiden  geometriechen  Ableitungen 
sind  äquivalent  wegen  der  Fundamentalgleichung 
(A)  ®,<7.  +  ®.?,  -  fff  -  9j  =  «,«, . 

Denn  setzt  man  9,  und  (7,  aus 

in  (A)  ein,  so  erhält  man 

(16)  (n,  -  Hj)  (®,  ©,Bi  -  @i »,»,) 

=  »i«.(«i  -  <l'  -  (0i"i  ■  ©1«»  +  ®s«i  ■  Ö»»,)  +  2(»,»,)'  +  2(®,«,)» 
Eb  ist  also  auch 

(17)  [Ki«,«,«,]  '^  [O,«,«!«,]. 

Durch  diese  Beziehung  und  die  beiden  Gleichungen  (15)  wird  die  An- 
zahl der  Größen  [a,a,a,Q;J  auf  f^f  zurückgeführt.  Und  daß  sich  unter 
diesen  keine  äquivalenten  mehr  finden  können,  geht  aus  §  172  hervor. 


yGoot^lc 


(18) 


FondamenUlinTariaiiteii  i.  Ordnimg,  567 

Im  emzelnen  ergeben  sicli  aas  dem  Formelsystem  (12)  die  nach- 
stelieiideii  AusdrQcke.  Die  einander  gleichen  Invarianten  sind  dabei 
nur  je  einmal  aufgeschrieben,  bloS  äquivalente  dagegen  beibehalten. 
Eb  sind  femer  fOr  die  Orößra  ^i,afi  ^'"'^  Werte  ans  S.  561  (16), 
8.562(17)  eingefOhrt,  aber  t^,  und  <?,  der  QleichfSrmigkeit  wegen  aus 
(B)  dorch  geometrische  Ableitungen  von  n,  und  n,  ersetzt  worden. 

[IUI]- e, 9,«,-—^ -(«,»,)■ 

[U 12]  -  e,e,»,- ^-^- e,»,- 8,«, 

[1 1 22]  -  e,»,«,  +  ^  ^    e,ti,(8,«,  -  2«,»,) 

[2211]  -  9,9,11,+  —^  8,»,(8,»,-  28,11,) 

[2221]  -  8,9,«, i—  e,»,e,», 

[2222]_9,e,ii,-;^(9,«,)>. 

Die  fDnf  Fundamentalinvarianten,  die  in  B^  der  Reihe  nach  als  Koef- 
fizienten von 

<ßl,     $!$„     ?J¥S,     ^Sh     Tt 

Boftreten,  haben  die  Werte 

[1111],     4[in2],     3([1 122] +  [2211]),      4[2221],     [2222]. 

Wo  in  einzelnen  Fundamentalinvarianten  mehrere  geometrische  Ab- 
leitungen vorkommen,  können  diese  immer,  auch  für  m  >  4,  vermSge 
der  Äquivalenzen  auf  eine  zurKckgeführt  werden.  Aber  offenbar  würde 
dies  schon  hier,  in  der  an  dritter  Stelle  stehenden  Invariante,  aus 
Symmetriegrün  den  nicht  zweckmäßig  sein. 

Handelt  es  sich  nur  um  ein  vollständiges  System  von  Funda- 
mentalinvarianten vierter  Ordnung  überhaupt,  nicht  um  seinen  genauen 
Zusammenhang  mit  B^,  so  können  nicht  bloß  die  Zahlfaktoren,  sondern 
nach  der  auf  S.  558  gemachten  Bemerkung  auch  die  Invarianten  nie- 
drigerer Ordnungen  weggelassen  werden. 

§  175. 
rondameutaUnvarianten  beliebiger  Ordnung. 
Die  Vertaoschbarkeit  der  beiden  ersten  Argumente  von  [0^0^...  a^], 
auf  S.  565  für  m  »  4  bewiesen,  gilt  auch  für  beliebiges  m.  Es  ist 
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[«,«1«,  .  .  .  ßj  -  Ö„^[ß,a,a»  ■  .  .  «„_i] 

+  ■  ■  .  +  [ttjOiaj  . . .  «„_,A]  m^^_^„^). 

Wird  nun  die  YertaiiBclibiirkeit  för  die  m—  1.  Ordnang  als  bewiesen 
BngenommeD,  so  Btimmt  das  erst«  Glied  rechts  mit  dem  ersten  Gliede 
des  Ausdrucks  von  [0,0,...  ii:„]  Qberein,  und  dasselbe  gilt  von  den 
Gliedern  unter  dem  Summenzeiobeu,  Tom  dritten  an  gerechnet  Die 
beiden  ersten  können 

[a,Ac^  . . ,  «„^iJdIj^o  „         und       [iojO!,  . . .  a„_i]  Wj  „  „ 

geschrieben  irerden  und  erweieen  sich  dann  dem  zweiten  und  ersten  in 
[a,  a, , . .  cc„]  gleich.  In  derselben  Weise  wie  die  Gleichung 

(!)  [«1«»«!  ■■■««]-  [^aiffj    ■  •  tt„] 

wird  auch  die  Eigenschaft 

(2)  [0,0,0,  . . .  aj  -  [«,«,«, . . .  «J 

induktiv  bewiesen.  Die  Vertanschungsformel  dagegen  führt  fOr  belie- 
biges tn  im  allgemeinen  nicht  zn  Gleichungen,  sondern  nur  zu  Äqui- 
valenzen. Aber  dies  reicht  fttr  die  weiteren  Schlüsse  vollständig  aus, 
wie  eine  einlache  Überlegung  zeigt. 

Ein  Ausdruck  [Oj . . .  «„]  —  dessen  Argumente  nur  die  Werte 
1  und  2  haben  können  —  ist  ans  einer  der  beides  Invarianten 
zweiter  Ordnung  »,,  n,  durch  Z-malige  Anwendung  der  Operation 
9,  und  (m  —  2  —  I)-malige  Anwendung  von  S,  entstanden  (so  für 
ni  =  3),  oder  es  treten  wenigstens  zu  dem  Ergebnis  dieser  Kechnungs- 
operationen  nur  noch  Invarianten  niedrigerer  Ordnungen  hinzu  (wie 
schon  für  «I  —  4).  Nun  ist  nach  dem  eben  wieder  herai^;ezogenen 
Blldungsgesetz  das  Anfangsglied  @[a,...o^_,]  das  einzige  in  [aj...a^ 
das  beim  Auiäteigen  von  m  —  l  zn  m  eine  höhere  geometrische  Ablei- 
tung von  »j  oder  n,  einführt.  Yon  sämtlichen  GröSen,  die  aus  [04 . . .  o^.,] 
durch  irgendwelche  Umstellung  der  Argumente  entstehen,  gelte  ab 
bewiesen,  daß  sie  einander  äquivalent  sind,  d.  h.  eine  und  dieselbe  Ab- 
leitnt^  m  —  S.  Ordnung  von  «,  oder  n,  enthalten.  Die  Frage,  ob  dann 
Entsprechendes  auch  für  [oj . . .  a^  behauptet  werden  kann,  lauft  darauf 
hinaus,  ob  auch  a^  in  die  Yertauschungen  einbezogen  werden  darf. 
Und  es  ist  dazu  nur  zu  beweisen,  daß  a^  mit  a^.,  vertauschbar  ist; 
jetzt  immer  im  Sinne  der  Äquivalenz,  nicht  der  Gleichheit  der  beiden 
Ausdrücke  [«i  .■■«„_!  «„1  «nd  [«i  ■•■a„«,,_i]-  Di©  Gr5fi«D,  auf  die  es 
diirin  ankommt,  sind  nun  ©„  [Bj---am_j«m_i]  ""w^  ^a    ,[**i"-*^.-i''»J» 
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nnd  in  diesen  Ausdrücken  wieder  sind  nach  demselben  Bildimgsgesetz 
nnr  ®a„®fl„_,[«i  ■  ■  ■  «„-»]  «n^  ö<.„_,  ^«„[«1  ■  •  ■  ««-»]  ^r  ^e  höch- 
sten Ableitimgen  von  Bedeutung.  Da  die  Untersnchong  bloß  fQr 
a„  >  «„-i  einen  Sinn  hat^  so  ist 

0,®,K  ■  ■ .  «„-,]  -  9,e.[«, .  ■ .  «„_,] 

za  bilden,  and  dies  ist  nach  der  Vertaaschungsformel  gleich 

9i®i[«i  ■  •  ■  ««-.]  -  ?*ÖfK  ■  ■  ■  ««-j], 
einer  Größe,  die  nur  Ableitungen  bis  zur  m  —  3.  Ordnung  enthält.  Hier- 
nacb  sind  auch  fOi  die  m.  Ordnung  alle  Invarianten,  die  sich  nur  durch 
die  Anordnung  ihrer  Argumente  unterscheiden,  äquivalent  Wenn  daher, 
wie  man  s^^n  kann,  sämtliche  Größen  derselben  Ordnung,  die  die 
gleiche  Anzahl  von  Einsen  und  demnach  auch  von  Zweien  enthalten, 
einander  äquivalent  sind,  so  bleiben  etwa 

[11...  11],  [11...  12],  [11...  22],  ...  [22...  22], 
jedenfalls  m  +  1  Größen  m.  Ordnung  flbrig.  Finden  sich  unter  diesen 
keine  äquivalenten  mehr,  so  empfiehlt  es  sich  dennoch  nicht,  gerade 
sie  als  vollstÄudiges  System  von  Fundamentalinvarianten  zu  nehmen 
(vgl.  S.  567).  Statt  dessen  kann  man,  wie  bisher,  z.  B.  auf  die  Eoefd- 
zienten  von  B„  ausgehen,  diese  binäre  Form  in  ^  nnd  ^j  dai^estellt: 

(3)  B.-i;(;)>»--.-?r"'*;. 

Vermöge  der  Entstehung  von  B„  ans  S9„  erscheint  jeder  Faktor  eines 
Potenzproduktes  ^"~''  ^  als  Vielfaches  einer  der  obigen  m  -f-  1  In- 
varianten, vermehrt  um  eine  rationale  Funktion  von  Invarianten  nie- 
drigerer Ordnung. 

In  jedem  Falle  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß  zwei  Größen  [o, . . .  aj, 
die  nicht  dieselbe  Anzahl  von  Einsen  enthalten,  nicht  äquivalent  sein 
können.  Man  vergleiche  zunächst  zwei  Invarianten,  in  denen  die  beiden 
ersten  Alimente  einander  gleich,  -=  a  sind.  Das  Argumentenpaar  als 
erstes  anzunehmen,  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  gestattet.  Außerdem 
mögen  noch  andere  Argumente,  deren  erstes  dann  wieder  a^  heißen  soll, 
gleich  a  seinj  ß,  ß^,  ß^,  . . .  seien  gleich  der  von  a  verschiedenen  Zahl 
des  Paares  (1,2).    In  den  beiden  Invarianten  selbst, 

[attOj  .  . .  otj,^,  - . .  /3,]       und      \aaa^ . . .  a,ft  . .  .  |3,], 

"'  .  .  (1 

j>  +  j  =  r  +  s  =  m  —  2. 

Der  Allgemeinheit  unbeschadet  darf  j>  >  r  vorausgesetzt  werden,  sodaß 
die  erste  Größe  p  —  r  =  g  Zahlen  a  mehr  enthält  als  die  zweite,  und 
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demnach  dieae  s  —  q=g  Zahlen  ß  mehr  als  die  erste.  Dnrch  die 
Schreibweise 

[aßOi  . . .  a^Oi . . .  a^ß^  . . .  ß^]  Ufld  [aaoi .  . .  k^/S,  . . .  ß^ß^ .  -  .  jS,] 
kami  dies  zum  Ausdruck  gebracht  werden.  Die  beiden  Inrarianteu  sind 
der  Reihe  nach  mit 

[«««1  . . .  a,«!  . . .  a,/J,  . . .  /S,]  and  [aaß^ . . .  /3,a, .  . .  a^ft  . . .  ß^], 
and  diese  wieder  mit 

«^.•■■Ö^.Ö»,---»«,[««%---«J  ond  [Öf(,---Ö^.Ö<./--®«.[««A---j5J 
ftqaiTaient.  Wie  sind  die  beiden  unter  den  Differentiatioiiszeichen  stehen- 
den OrSßen  [aaa^  •  -  •  ^^]  und  [aaßi  ■  ■  ■  ß^]  aus  den  Invarianten  nie- 
drigster Ordnung  entstanden? 

Die  vier  Formeln 
[111]-©,«,,       tll2]  =  Ö,ni,       [221]  =  ©,»,,       [222]-©,n, 
lassen  sich  in  die  eine 
(4)  [.»1]  -  9,«. 

zusammenfassen.  Die  hSohate  in  [aatc,  ■  ■  .a^]  vorkommende  Ableitung 
entsteht  ans  [aam^]^  ®o**ir  durch  (ß  —  l)-malige  geometrische  Diffe- 
rentiation ©g,  und  ebenso  die  höchste  Ableitung  in  [attßi  ■  ■  ■  ßA  aas 
[aaßil^&jHg  durch(j?  —  l)-malige  Anwendung  von  Ö^.  Schon  ©„»^  und 
©^M„  sind  nichtäquivalent,  und  ebensowenig  ©„©„n^  und ©^©^no,  n,B.f. 
Diese  Schlüsse  gelten  auch  dann,  wenn  eine  der  Zahlen  1,  3  in 
einer  der  beiden  miteinander  verglichenen  Größen  gamicht  enthalten 
ist,  setzen  aber  freilich  voraus,  daß  a  in  beiden  Ausdrucken  mindestens 
zweimal  vorkommt    Demnach  sind 

[11. ..11],  [11. ..12],  [12.. .22],  [22. ..22] 
besonders  zu  betrachten.  Und  zwar  hat  man  nur  die  erste  und  zweite 
Invariante  sowohl  mit  der  dritten  wie  mit  der  vierten  zusammenzu- 
stellen. Nun  kann  nach  der  Entstehung  der  vier  tirößen  sieher  keine 
Äquivalenz  zwischen  der  zweiten  und  dritten  oder  der  ersten  and  vier- 
ten stattfinden.  Daß  die  letztere  Tatsache  schon  für  die  oäcbstniedrigere 
Ordnung  gilt,  hat  zur  l^'olge,  daß  auch  die  erste  Invariante  nicht  mit 
der  dritten,  die  zweite  nicht  mit  der  vierten  äquivalent  sein  kann. 

Damit  sind  schließlich  auch  für  beliebiges  m  die  m  +  1  OrÖßen 
'^m-ti.ii)  ™'^  °^^^  °^^  Binomialkoeffizienten  angesetzt,  als  vollständiges 
System  von  Fundamentalinvarianten  nachgewiesen.  Mittels  der  gefun- 
denen Ergebnisse  könnte  man  diese  GröSen  anch  leicht  direkt  aus  den 
entsprechenden  der  vorhergehenden  Ordnung  herstellen. 
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§176. 

Die  geometriBOhen  DifTerentiationen  Iftnge  der  LeitflKohe. 

In  den  Untersnclumgeii  Ober  kramme  Fläclieii  hat  es  sicli  allent- 
halben ala  nützlicli,  ja  als  notwendig  erwiesen,  Systeme  gerader  Linien 
in  Betraclit  zn  ziehen,  die  in  bestimmter  Weise  mit  der  F^be  za- 
sammenhängen.  Namentlich  spielten  von  Anfang  an  die  Normalen  der 
Fläche  eine  ansgezeichnete  Rolle.  Ihre  Theorie  war  als  besonderer 
Fall  in  der  der  Strahlensyeteme  enthalten,  fDr  welche  einige  Kanpt- 
resoltate  in  den  Paragraphen  103 — 108  entwickelt  worden  sind.  Eine 
eingehendere  Untergndinng  der  Strahlensysteme  hat  sich  in  ihrer  Me- 
thode nach  dem  Zweck  zu  richten,  den  man  im  Äuge  hat.  Eine  große 
Klasse  von  Aufgaben  benutzt  ein  Strahlensystem  als  Hilfsmittel  tlir 
die  Darstellong  ron  Flächen,  die  zu  einer  g^ebenen  in  einer  rorge- 
acbriebenen  Beziehung  stehen,  oder  f^r  die  Auffindung  von  Eigenschaften 
solcher  Flächen.  Wird  dagegen  das  Strahlensystem  als  Gebilde  fSr  sich 
betrachtet,  so  tritt  die  Leitfläche  zurück;  sie  kann  fOr  ein  und  dasselbe 
Strahlensystem  auf  ttneudlichviele  Weisen  angenommen  werden  (S.347). 

Für  die  erste  Gruppe  von  Untersuchungen  liegt  kein  Grund  vor, 
von  den  geometrischen  Differentiationen  längs  der  Fläche  abzugehen, 
die  im  Vorhergehenden  beständig  benutzt  worden  sind.  Wo  es  der 
Unterscheidung  wegen  erforderlich  ist,  sollen  dabei  die  auf  die  Leit- 
flnche  bezüglichen  GrSSen  durch  einen  Index  0  gekennzeichnet  werden. 
Dies  ist  namentlich  filr  die  Richtungskosinus  der  Flächennormale,  X^, 
Tf^,  Z^,  und  die  Fundamentalgrößen,  wenigstens  der  zweiten  Ordnung, 
nStig;  überflüssig  dagegen,  solange  nicht  eine  zweite  FUche  ins  Spiel 
kommt,  für  Größen  wie  A,  Ä,. . . ,  die  neben  J£^, ...  in  den  allge- 
meinen Freaetschen  Formeln  auftreten. 

Der  Strahl  s^{X  YZ)  sei  außer  auf  das  feste  Acbsensystem  x,  y,  z 
auf  das  mit  u  und  v  veränderliche  t,  t',  n  bezogen.  Die  Kurve  e,  deren 
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Tangente  t  ist,  wird  anf  der  Leitfläche  entweder  beliebig  angeaomm^ 
oder  ist  passend  zu  wählen.  Wird 

(1)  COB  (S,  t)  —  £,  C08  (S,  t')  —  1J,  COS  (S,  h)  —  t 

gesetzt,  wo  also 

(2)  V  +  v'  +  t'-l 
iat,  80  gelten  die  Qleicliiuigen 

X-Ai+  \A',i  +  Z,S 

(3)  T-Bl  +  B-^+Y,i 
Z  -  C|  +  C'i,  +  Z,S. 

Unterwirft  man  sie  der  geometriechen  DiSerentiation  länge  c  und  e', 
80  findet  man  nach  Anwendung  der  allgemeinen  Frenetechen  Formeln 

ez  -  oj,  +  o\  +  ZA 

(6)  e-r-£8, +  £',,+ r,5, 

e'z  -  OE,  +  o'v,  +  Z.S,, 

wo  die  Koeffizienten  die  Werte  haben: 

(6)  %-eii-<S+»{ 

S,-ej  +  »£  +  (ii 

tt-s'i+g't-H 

IT)  ,,-«',-«'J-5'| 

s,  -  s-e  +  (5  +  «•,. 

Sie  genQgen  den  Relationen 

{l,+??,  4-St,-0 
JEi  +  l?, +  SS,-0. 

Besonders  einfach  werden  die  Werte  fQr  s  J.  t,  wenn  also  die 
Enrren  c  auf  der  Leitfläche  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Strahlen 
des  Systems  sind.  Außer 

(9)  S-0 

darf  man  dann  bei  passender  Erklärung  des  Neigungswinkels  a  des 
Strahls  gegen  die  Fläche 

(10)  f]  =  cos  ff,         §  =  sin  ff, 
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also 

I,  =  —  (?  C08  tf  —  n  am  0 

(11)  iji  —  —  sin  ff(*  +  Ötf) 
^  —  cos  a(t+  06) 
^—g'  coa  s  —  f  Bin  0 

(12)  ijs sin  0(n'  +  ffe) 

^  —  coa  0(«'  -f-  e'ff) 

Batzen. 

Man  kann  fragen,  waa  fOr  Bedingungen  aich  bei  einer  Yergleichung 
Ton  9'6X  mit  B€fX, . . .  aua  (4)  und  (5)  herauastellen.  Bei  den  all- 
geneinen  Frenetachen  Formeln  hatte  die  VeTtanscliiingaformel  zn  den 
drei  Fnndsmentalgleicliiingen  gefdlirt,  aber  es  war  nicht  amgekehrt 
nnterETOolit  worden,  iraa  man  über  die  Fläche  aoasagen  kann,  wenn 
man  diese  GleichaDgen  ab  erftUlt  annimmt.  So  wichtig  dieae  Frage 
ist,  ao  setzt  doch  ihre  Tollaföndige  Beantwortung  zu  viel  aua  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Differentialgleichnngea  voraua,  nm  hier  gegeben 
werden  zn  können.  Die  Untersnohnng  gipfelt  in  dem  zuerst  Ton  Bonnet, 
freilich  nur  nnter  der  Annahme  rechtwinkliger  Koordinatenlinien,  be- 
wieaenen  Satze:  Zu  2.3  Größen  JE,  F,  G;  L,  M,  N,  die  den  fttr  Fun- 
damentalgrößen nötigen  Bedingungen,  namentlich  atao  den  drei  Fun- 
damentalgleichungen genügen,  gibt  ea  unter  Voranssetzung  beatimmtei 
Vorzeichen  der  Koordinaten  eiae  bis  auf  die  Lage  im  Raum  eindeutig 
bestimmte  Fläcbe,  für  die  jene  Größen  die  Bedeutung  der  Fundamen- 
talgrößen erster  und  zweiter  Ordnung  haben. 

Dies  Toranageschickt,  ist  nun  klar  und  wird  dnrdi  Anaführnng 
der  Rechnung  leicht  bestätigt,  daß  aua  der  Anwendung  der  Yertau- 
achungsformel  auf  (4)  und  (6)  nur  wieder  die  Fundamentalgleichungen 
herrorgeheu  können.  Die  beiden  OleichnngBaysteme  enthalten  außer 
zwei  unabhängigen  WinkelgrÖßen  nichts  auf  das  Strahlensyatem  Be- 
zOgliches,  aondem  bloß  Größen,  die  zu  der  Leitfläche  gehören.  Existiert  ' 
Don  die  Fläche,  so  steht  auch  die  Existenz  des  Strahlensystems  nicht 
in  Frage.  Man  findet  vielmehr  sogar  unendlichTiele  StrahlenByateme, 
für  die  die  Fläche  Leitfläcbe  ist,  indem  man  sich  durch  jeden  ihrer 
Pnnkte  einen  Strahl  gelegt  denkt,  dessen  Richtnngakosinua  beliebige, 
noT  durch  die  Gleichung  £X*  —  1  verbundene  Funktionen  von  u 
nnd  «  sind. 

§  177. 
Die  allgemeinen  Welugartensolieii  Qlelohiingen. 

Wird  über  den  eben  eingenommenen  Standpunkt  hinausgegangen, 
so  treten  zn  den  beiden  Grundformen  der  Leitfläche, 
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Aj  =  E^du*  +  2^*8  dudv  +  G^dv' 

B,  =  X„du*  +  2M„dudv  +  N^dt^, 

noch  zwei  weitere  quadratiBche  Differentialformeii, 

E  =  <£du'  +  2gd«dü  +  ©dt.» 

B  s  idM*  +  (M  +  M)dudv  -f-  Ndv* 

(S.  349);  oder  vielmehr  die  quadratische  Form  E  und  eine  hilinear^ 

W  =  {Ldu  +  Mdv)Su  +  iMdu  +  Ndv)dv 
(S.  354).  Die  Betrachtung  dee  StrshlenBystems  als  solchen  bedingt  die 
EinfQhrung  geometrischer  Differentiationen,  in  denen  vor  allem  E  die 
Stelle  von  \  vertritt.  Dadurch  werden  die  Kurven  anf  der  Leitfläche^ 
die  die  Onmdlage  der  Differentiationen  bildeten,  durch  Kurven  auf 
der  Einheitekugel  ersetzt.  In  der  Theorie  der  Flächen,  also  fOr  Jlf  —  Jf, 
X— Xg, ...  ist  diese  Einfahrung  nur  bei  solchen  Aufgaben  nützlich, 
die  der  sphärischen  Abbildung  entspringen. 

Im  übrigen  kann  man,  den  Voraussetzungen  io  der  Flächentheorie 
entsprechend,  der  ersten  Differentiation  etwa  eine  willkOriiche,  durch 
eine  lineare  Differentialgleichung  SDI,  =  0  definierte  Kurve  (auf  der 
Einheitskugel)  zugrunde  legen,  die  zweite  Differentiation  längs  ihrer 
orthogonalen  Trajeiitorie  ausführen.  Besonders  wichtig  ist  der  Spezial- 
fall, daß  die  beiden  Theta- Operationen  sich  an  die  simultane  Trans- 
formation  der  Formen  E  und  B  (S.  351)  anschließen.  Sie  entsprechen 
dann  in  beetrmmter  Hinsicht  den  geometrischen  Ableitungen  längs  den 
KrOmmangslinien  einer  Fläche,  Aber  die  Gliederung  reidit  hier  weiter, 
weil  vier  Fondamentalgrößen  zweiter  Ordnung  L,  M,  M,  N  vorhanden 
sind,  oder  geometrisch,  weil  den  Qrenzpunkten,  die  bei  den  eben  ge- 
nannten Operationen  als  bevorzugt  erscheinen,  die  Brennpunkte  zur 
Seite  treten.  Es  würde  hier  zu  weit  führen,  für  die  verschiedenen  Diffe- 
rentiationen, bei  denen  es  sich  um  eine  erweiterte  Anwendung  der 
früher  auseinandergesetzten  Methoden  handelt,  die  charakteristischen 
Formeln  aufzustellen  und  ihre  Zusammenhänge  zu  erörtern.  Nur  sei 
erwähnt,  daß  man,  durch  die  Frenetschen  Formeln  geleitet,  die  Yer- 
bindungen 

^A»^X,       ^A'»,X,       ^A»,X,]       ^Ä'»,X 
einftihren  und  außerdem  natürlich  auch 

2AX  =  i,         ^-A'X^ri 
beibehalten  wird.  Die  Formeln,  die  dann  A  and  A'  als  homogene  line- 
are Funktionen  von  X,  S-j  X,  #,  X  liefern,  bÜden  nebst  ihren  entspre- 
chenden die  Grundlage  der  weiteren  Untersuchui^. 
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Der  Übei^ng  zn  den  gewölmliclien  Ableitmigeii  wQrde  sieh  im 
allgemeiDen  Falle  in  der  Axt  des  g  60  Tollziehen.  Die  dabei  entstehen- 
den Gleichangen  mögen  hier  einmal  ganz  ohne  Benutzung  geometrischer 
Differentiationen  sa^stellt  werden.  Bei  der  heutigen  Art  der  Formu- 
lierung bestimmter  differentialgeometrischer  Probleme  (3. 218)  sind  sie 
nicht  Tollständig  za  entbehren.  Anf  anschauliche  Bedeutung  —  ein 
Hauptvorzug  der  geometrischen  Differentiationen  —  ist  allerdings  bei 
diesen  Formeln  zn  Terzichten. 

Die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  eines  Strahlensystemg 
werden  durch  die  Gleichungen  (S.  349  (3)) 

du    du   +  Yu   du  "^  du  du  ~       ^ 


(1) 


erklärt.  Sie  vertreten  bei  der  gewöhnlichen  Differentiation  die  vier 
oben  genannten  Verbindungen.  An  Stelle  Ton  £  und  i;  sind  die  OröBen 
^.^-J""  und  ^^-^°  zu  benutzen,  und  es  sei 


dx  ex, 

"dv     du 

+ 

8y  8y, 

8«   8m 

^  8»   8« 

SX  8». 
8»  ßt 

+ 

8r  8J, 

'8«  S»' 

BZ  g,. 

8X  dl, 
«1.    8t. 

+ 

arsi^ 

.  8z  e,, 

+  8V-8." 

xS^  +  Y^  +  Z^-ß. 


Löst  mim  die  sechs  Gleichungen  (1,  2)  nach  den  eeolia  ersten  partiellen 
Ableitungen  tou  z^,  ^g,  «q  auf,  so  findet  num  unter  Benutzung  tou 
S.  336  (6,  7,  8)  die  Formeln 


(8) 


Jü  -  *••  85-  +  ""SV  +  ''-^'  ■ 
-8?-*.4l  +  *..8#  +  ^^.- 


in  denen  die  neu  eiogeHihrten  Koeffizienten  die  Werte  liaben: 
5n  -  -' 


*11 3-1 >  *1I «i 

(4) 

#    — s 


Die  Gleichungen  (3)  erscheinen  dso  als  YerallgemeineruDg  der  Wein- 
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gaiteDBclieD  in  der  nach  ~  und  -^  Biifgel58t«n  Fonn,  nachdem  (£,  ^,  & 
statt  E,  F,  G  eingefilhrt  sind.  Abgesehen  davon,  daß  X,  T,  Z  hier  eine 
allgemeinere  Bedenhmg  haben  als  im  §  100,  stimmen  ^^^  und  #j,  mit 
&„  nnd  0'„  genan  flberein,  wlÜireud  d-,i  und  d^,  fOr  Jlf  =  Jf  gleich 
*,i  nnd  d,j  werden.  Unter  dieser  Annahme  und  für  X  =  X^, ,..,«  —  0, 
^  >•■  0  (wo  dann  der  Index  0  überall  weggelassen  wird)  gehen  die 
Formeln  (3)  in  S.  340(4)  Über.  Sie  mögen  als  allgemeine  Wein- 
garteneche  Gleichungen  bezeichnet  werden.  Der  Zusatz  allgemein 
darf  wegbleiben,  wemi  kein  Zweifel  ist,  daß  es  sich  am  die  Theorie 
der  Strahlensjsteme  handelt. 

§  178. 
7olgemngea  ans  den  Weingaitensohen  Glelchmigen. 
Ans  den  Weingartenschen  Gleichungen  können,  fallfi  X,  Y,  Z  als 
bekannt  gelten,  die  Koordinaten  der  Leitfläche  durch  Quadraturen  be- 
stimmt werden,  wenn  die  IntegrabiUtätsbedingnngen 

au3p  "  dvcv. '" 
erfüllt  sind.    Um  sie  zu  bilden,  hat  man  nach  angefahrter  Differen- 
tiation die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  X,  Y,  Z   aus   S.  336 
(10,  11, 12),  den  GauBschen  Gleichungen  {üi  die  Einheitskngel,  ein- 
zusetzen.   Man  findet  dann  (vgl  S.  230)  drei  Gleichungen  der  Form 

pI^  +  p'^  +  p^x-0 

P^^  +  P-'^  +  P.Z-O, 
aus  denen 

P_0,        P'=0,        Po-O 

fo^.   Für  die  vorliegende  Untersuchung  ist 

p  -  {'!f  +  SA,  +  s;i„)  -  {ff  +  3,5„ + 3;s„ + ß) 

P.  -  (ff  -  S*,i  -  ®»..)  -  (IJ  -  8*.i  -  g»»)  • 

Obgleich  nur  vier  bestimmte  Ableitungen  -—  Torkommen  nnd  das 
BilduDgsgesetz  aller  sich  ans  einer  von  ihnen  ablesen  läßt,  so  mögen 
doch  ihre  Ausdrücke  sämtUch  aufführt  werden: 
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'-&-r.[5(f-3;i-^.^)-®(li-3.i-3.«)] 

-  3,»ii  -  s;»!. 

-  s;»„  -  3;'»,, 

-  3,»u  -  3",»,, 

■t-  -  i-  [3 Cat-  3-.^  -  3;«)  -  «faf  "  31'^  -  S".'»)] 
(2)  -SÄ-S",'»,, 

-a%-?.[sS-3;J>f-S»)-efa?-3,3f-3.Jf)] 

-3,»„-3;»„ 

'a^'=i.[5(i?-3"^-3;'^)-®(lf-3;j^-3;»)] 

-  s'ifrji  —  sc*« 

f "  -  i.[3(lf  - 3. Jf- 3.J»)  -  I5(|J - 3;Jlf- 3;*)] 

-3,»„-3;»„ 

%-5.[s(T,f-3;jif-3;if)-  8(j^-3rM-sf2^] 
-s;»„-3;'»«. 

Die  QleichungeQ  P  —  0,  P'  —  0  liefern  nun,  wenn  man  eie  in 
der  Foim 

SP+gP'-O,      S5P+®P'-0 
beoatzt, 

|^-3;m-3;2»'-(^-3;'£-3;'ä)+@«-5^-o. 

Da  ferner  _      .      _  _ 

5«;,.  +  ®»..--Jf 
^^  s»„+g»„--3f 

ist,  BO  wird  in  Folge  Ton  Pg—0: 


loblaanh,  DUtinnlUIewnnMrU. 
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Darob  Elimination  von  «  und  ß  aaB  (3)  und  (6)  entsteht  eine  Relation 
zwischen  den  sieben  FnndamentalgrSBen  erster  und  zweiter  Ordnoog 
nnd  ibren  Ableitongen.  Zu  ihr  tritt,  als  Integrabilitätsbedingaog  fSr 
das  System  der  Gaußscben  Gleichnogen, 

(6)  Ä  -  1, 

wenn  j¥  die  Gau&Bcbe  Invariante  der  Form  E  bezeichnet  (S.  341). 

Die  Beziehungen  (3),  (5)  und  (6)  entsprechen  für  Strahleusysteme 
den  Fond&mentalgleicbungen  der  FUchentheorie. 

In  dem  wiederholt  berrorgehobenen  Spezialfall,  daß  das  Strablen- 
sjstem  aus  den  Normalen  der  Leitääche  besteht,  gehen  die  Fonneln 
(3)  in  S.  341  (6)  aber,  (5)  wird  identisch  erfüUt.  unter  doisetbea 
Annahmen  liefern  nach  einer  auf  S.  340  gemachten  Bemerkung  die 
Gleichungen  (2)  zugleich  die  Ausdrücke  der  Ableitungen  von  iju ,  ■  ■  ■  t;,,. 
Man  hat  nur  @,  %  @  durch  E,  F,  G  zu  ersetzen. 

AUgemein  kann  man  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  der 
LeitflSche  durch  <S, . . .  N,  a  nnd  ß  darstellen.  Multipliziert  man  näm- 
lich die  Formeln  (3)  des  vorigen  Paragraphen  mit  ~,  -^  und  sum- 
miert über  die  kartesischen  Koordinaten,  so  erhält  man 

S^  —  (L  d„  +  Jifi,,)  +  G» 

F, {M»,,+  N»,,)-i~aß 

F„ {L&^,+  M^„)  +  aß 

0„  =  -{M&„+  N&t,)  +  ß'. 

Ebenfalls  lasaea  sich  aus  denselben  Formeln  anf  direktem  Wege, 
nämlich  nach  S.  63(3),  die  Fundamentalgrößes  zweiter  Ordnung  der 
Leitfläche  bilden.   Doch  bedarf  diese  Rechnung  keiner  Erläuterung. 
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SpexüUe  SStze  und  Aufgaben  der  Flfichentheorie. 

§  179. 
Die  Oanitsobe  InTariani  uaoh  Beltrami. 
Unter  den  Beweisen  für  die  Gaußeche  Inrarianz  ist  ein  von  Bel- 
trsmi  gegebener  bemerkenawert,  der  ala  Anwendung  der  Theorie  der 
BiegoDgskovarianten  betrachtet  werden  kann.  Beltrami  geht  toq  der 
Zerlegung  einer  biiüren  quadratischen  Difierentislform  in  lineare  Fak- 
toren BUB,  wie  sie  za  einem  speziellen  bi^ungstheoretiechen  Zweck 
schon  auf  S.  464  angewendet  worden  ist;  dort  freilich  unter  der  Voraus- 
Setzung,  daß  die  Invarianz  bereits  feststeht.  Es  sei 

(1)    A  -  ()/^d.  +  ^^  dv)  (yir,du + -■■  -^'  i^) 

oder  kurzer  geschrieben 

(2)  A  -  {Adu  +  Bdv)  (A'du  +  B'dv), 

und  es  seien  ferner  k  und  X'  die  beiden  integrierenden  Faktoren  dar 

linearen  Differentialfonnen  auf  der  rechten  Seite,  Bodaß  man 

,  X{Äd»  4-  Bdv)  -  da 

X'iMdu  +  B'dv)  -  dß 
setzen  kann.    Ffir 

(4)  XX' -~  m 

geht  aus  (2)  und  (3)  die  Qleichnng 
(B)  «(oj^du*  +  2a,,fjudti  +  öjjdv*)  —  dttdß 

herror.  Nnn  genügt  jede  der  Größen  X  und  X'  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnong.  Werden  A  und  X'  aus  diesen  in  Ver- 
bindung mit  (4)  eliminiert,  so  ergibt  sich  für  m  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnnng.  Sie  soll  hergeleitet  werden,  weil  sie 
unmittelbar  auf  die  Gaußsche  Invariante  führt. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  fflr  X  und  X'  sind 
d{iA)     d(iS)        dirA")     dii'B') 
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S1T9. 

oder 

du                  öv 

SÄ 

-17 

„aiogi-     ..aiogr 

dA' 

Setzt  man  in  di«  zweite 

log  X'  =  log  m  —  log  i  =  i(>  —  log  X 
ein  und  stellt  das  Resultat  mit  der  ersten  zoBammen,  so  findet  man 

+  4(^'||.-iJ'U) 


Da  null  (1,2) 


A-^'-y^,     s_»'."--t£=i,     a- 


+  vEi. 


ajj-V-o 


ist,  60  Wird 

^>    "   dir  -  TT  +  i;;  «r    ■*  äT  +  ^1^  -87  -  •"  äi.) 
2v:rs  i|ai  _  i.  ?|u.  _  ^  +  b(^'|s  _  B'l») . 

'  dt         Oll    P"         »M     '       \      öv  du) 

Darch  EliminatioD  von  X  entsteht  nun  fOr  ii,  wenn  TorÜbergehend 

gesetzt  wird,  die  partielle  Differentialgleichung 

Bv\yä\    ^  3u})      da\yä\    ^  dic})  +  dv  +Bi       '^• 

Sie  läßt  sich  sehr  Qbersichtlich  darstellen,  wenn  die  Differentiationen 
im  ersten  und  zweiten  GUede  ausgeführt  werden.   Es  folgt  nämlich 

Ä(^(^'§|-^'l*))-Ä(il(^'l«-0) 

.   «,1  ^  —  a„  .-i  a   «,.  -5^  —  Ol.  -^- 
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Setzt  man  fOr  a'  und  a"  ihre  Werte  wieder  ein  und  definieoi  eine 
Gröfie  k  durch  die  Formel 

(6)  A  -  -  ~-  [9^  (j^  {-^  -  I;  -^)) 

so  erhält  man  schließlich  das  Resultat:  Besteht  die  Gleichung  (6),  so 
genügt  in  der  partiellen  Differentialgleichuag 

(7)  A;iogin-2Ä  =  0. 

Wird  jefact  eine  Teränderong  der  Yariahlen  vorgenommen,  durch 
welche  A  in  A'  transformiert  wird,  und  sind  ä,  ß,  K  die  Werte  der 
Funktionen  a,  ß,  m,  in  den  neuen  Verinderlicben  u',  v'  dai^estellt,  so 
ergiht  sich  aus  (5)  die  Gleichung 

(8)  Si(a\^du''+2a[^du'dv'+  a„dv'')  —  dädß, 
und  diese  zieht  wieder  die  partielle  Differentialgleichung 

(9)  A^logffl-2Ä'-0 

nach  flieh,  in  der  k'  aus  o'^,,  o|,,  a'„,  k  und  v'  ebenso  gebildet  ist  wie 
k  aus  Oll,  Oji,  a„,  u  und  9.  Und  da  vennöge  der  Kovarianz  des 
DiSerentialparsmetere  zweiter  Ordnung 

A^logni- A;,logffl 
ist,  so  folgt  aus  (7)  und  (9) 

(10)  it  -  i', 

d.  h.  &  ist  eine  Invariante  der  Differenti^form  A. 
Bei  der  Anwendung  auf  A  —  ds*,  also  für 

werden  die  Größen  a  und  ß  konjugiert  komplex  und  führen  auf  iso- 
metrische Parameter,  für  die  der  gemeinsame  Wert  von  E'  und  Q' 
gleich  —  ist. 

Uan  erkennt  leicht  durch  Ausrechnung,  daß  dann  die  Invari- 
ante k  dem  ÖauBschen  Krümmongsmaße  gleich  wird.  Nimmt  man  z.  B. 

u  ■■  Ä,        v  =  y, 
also 

ao  liefert  die  Formel  (6) 
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Je  _         -^        (1.  g^  _  A  gr  \ 


Cp'+a'+i)' 
(Lb. 


=  Z. 


§  180. 
YenoUedeiie  AnsdrQake  des  ErfimmnngiinaAei. 
In  der  Form  (6)  ist  der  Aasdrack  des  KrOmmnngBinaBes  von  Lion- 
TÜIa  gegeben  irorden.  Er  ist  nicht  symmetrisch  in  u  nnd  v,  kuin  aber 
auf  mannigfache  Axt  ohne  ToUat&idige  Aneffibrung  der  DifTereDtiationen 
in  eine  symmetrische  Fonn  gesetzt  verden.  Benntzt  man  z.  B.,  unter 
der  Annahme  A  —  ds*,  den  Koordinatenwinkel  ^,  nm  mittels  der  Glei* 

^^Tipng 

COS*  —  -- — = 

die  Oröfie  F  zu  eliminieren,  so  erhält  man 

F  dE  -y/G  dS  ^^    . 

FdE  ZF       QT/-p7^,-    -3*        lA^"^«»» 

S-  a«-  -  ^äT  -  2V-EG  Bm*^  -  Yq^-  cos  », 

also 


worin  noch 


(^)  äC^ 


-sin  *    -  "-^ 


gesetzt  werden  kann. 

Führt  man  in  den  so  entstehenden  Ausdruck  weiter  die  geoifötiachen 
Krümmungen  der  Koordinateslinien  nach  den  Formeln  (S.  329(1,2)) 


^-~     r  V  a»       Sp  ^I 


ein  und  benutzt  fortgesetzt  die  Darstellungen  Ton  cos  d'  und  ain  &  durch 
die  Fundamentalgrößen,  so  findet  man  leicht 
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mithin 

Diese  Formel  ist  von  geringer  Wichtigkeit  g^^fiber  fraheren,  z.  B. 
denen  des  §  57,  sowie  einem  Ausdruck,  den  man  ans  (1)  nnd  (3), 
d.  h.  ans 

durch  WiederwegBchaffnng  des  Koordinatenwinkels  bilden  kann.  Man 
setze 


■  ^7^Jil;oB*^)        vj:    p  r    ff 


und  entsprechend  unter  dem  Zeichen  der  Differentiation  nach  v.  Der 
gesuchte  symmetrische  Wert  ergibt  sich,  wenn  fQr  E,  F,  G  wieder 
Ol,,  a„,  Oj,  geschrieben  wird,  in  der  von  Weingarten  herrührenden  Form 


dt>  yiU'*»     a«     +  Sc       du  )) 


+  -i 


Dafi  er  auch  fQr  eine  beliebige  Differentialform  A  gilt  and  dsB  der 
Koordinatenwinkel  für  seine  Herleitung  bedeutungslos  ist,  bedarf  kaum 
der  Erwähnung. 

§181. 
Die  ZJouTilleaohe  Formel  der  Theorie  der  geoUttsohen  Linien. 
Nachdem  die  Krümmung  einer  Flächenkurre  in  eine  normale  und 
eine  tangentiale  Komponente  zerlegt  worden  war,  ist  im  §  26  in  Ge- 
stalt des  Eulerschen  Satzes  eine  Formel  entwickelt  worden,  die  über 
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die  Yerteiltmg  der  Normalkrümmimg  cm  einen  gegebenen  Flächen- 
pnnkt  hemm  Anstunft  gibt.  Sie  Btellt  die  Kormalkrfimmmig  einer 
beliebigen  Kurve  durch  die  zu  den  beiden  Ertlmmongslinien  gehSreaden 
Größen  derselben  Art  und  dorcb  den  Winkel  dar,  den  die  Ktirre  mit 
einer  dieser  Linien  bildet.  Man  kann  &agen,  ob  es  in  der  Theorie 
der  Tangentialkrümmung  eine  ähnliche  Formel  gibt.  Eine  genaue  Ana- 
logie zu  dem  Kulerschen  Satze  Sndet  eicber  nicht  statt,  und  zwar  aus 
zwei  Gründen:  erstens  weil  die  Tangentialkrflmmung  nicht  bloß  von 
den  Ableitungen  erster  Ordnung  abhängt,  und  zweitens,  weil  es  in 
dieser  Theorie  keine  Linien  gibt,  die  in  gleicher  Weise  ausgezeichnet 
wären  wie  die  KrOmmnngslinien  fQr  die  NormalkrQmmnng.  Des  zweiten 
ümstandes  wegen  kann  man  aber  hier  die  Frage  allgemeiner  fassen: 
Wie  hängt  die  Tangentialkrümmnng  einer  beliebigen  Enrre  mit  den 
QröSen  gleicher  Art  fQr  irgend  zwei  aufeinander  senkrechte  Eurren 
ond  mit  dem  Winkel  zusammen,  den  sie  mit  einer  von  ihnen  ein- 
schließt? 

Das  Material  für  eine  solche  Untersnchnng  li^t  in  den  früheren 
Abschnitten  vollständig  vor.  Als  Ausgangspunkt  könnt«  man  z.  B. 
den  Ausdruck  S.  187  (1)  von  g  nehmen.  Die  Erörterung  wird  jedoch 
der  Form  nach  etwas  einlacher,  ohne  deshalb  an  Allgemeinheit  ein- 
znbfißen,  wenn  man  die  Kurven,  zu  denen  die  Tangentialkrfimmungen 
gehören  sollen,  durch  Gleichungen  tp{u,v)~C,  ^'(u,  f)  — C,  statt 
durch  lineare  Differentialgleichungen,  definiert  denkt.  Dann  gelten 
nach  S.  137  (26)  uad  S.  139  (6)  die  Formeln 

(2)  J'^=-i^5'*'9'>"' 

die  mit 

und  den  Ausdrücken  für  Kosinus  und  Sinus  des  auf  S.  35—36  definierten 
Winkels  to  zusammenzustellen  sind.  Nach  S.  44  (7, 8)  in  Verbindimg  mit 

lassen  sich  diese  Ausdrücke  durch 

cos  ff t:^  ©V 

(4)  l'^'* 
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wiedergeben.  Das  Auftreten  der  zweiten  Äbleitnngen  ron  ip  in  (3) 
bedingt  die  Einfllhrong  sach  der  geometrischen  Ableitungen  von  w. 
Die  Bechnnng  wird  am  meiaten  symmetriscb,  wenn  man  die  Ablei- 
tungen SSH),  &Sp,  e€fi>,  &(»%>,  «(j/Ä>),  0(y^)  sämtlich 
bildet^  obwohl  sie  nach  dem  Bildongsgesetz  der  Gleichungen  (4)  sicher 
nor  cum  Teil  gebraucht  werden.  Die  Ausdrücke  sind  fOr  die  Theorie 
der  Biegnngskovarianten  eines  Systems  zweier  Funktionen  nützlich. 

Ffir  die  vier  ersten  Größen  findet  man  sofort  mit  Hufe  der  For- 
mehi  S.  186(24,25),  in  denen  nur 


durch 

EU  ersetzen  ist: 


(5) 


9'i  9=(  9n 

®'&^  =^9i'P'k^ik  —  9'^^^ 

Die  beiden  noch  übrigen  Größen  lassen  sich  aus  diesen,  Ton  denen 
übrigens  die  zweite  und  dritte  inbezug  auf  die  zweiten  Ableitungen 
Ton  ^  äquiTalent  sind,  leicht  ableiten.  Man  kann  aber  auch  noch  der 
Formel  S.  184(17),  die  hier  in  der  Gestalt 

(6)  %f;--2'f;*,. 

ta  beantneu  ist,  mtmittelbar  hmschi«iben: 
(7) 

e-(i/Av)-^T;*;»,.- 

Sa  sei  nun  zur  Abkürzung 

(8)  —  sin  «J  =-  a, 

sodaß  
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Kun  ist 

(9)  y^  ii,',e>l>  +  *»©»  =  ip„ 

mithin  wird 

<10)  V'ÄV  8. -(s,+  -i^j|,,*. *„)«•*, 

and  ebenso 

(11)  YE^  0c  -(-»;+  y=  29,  *.*,.)  »t  ■ 

Kxa  diesen  beiden  Öleicbnngen  können  die  in  g^  auftretenden  Yer- 
bindni^^en  ^i>i,i>ii,  {i  '=-  1,  2)  berechnet  und  in  g^  eingesetzt  werden. 
Entfernt  man  zugleich  wieder  die  HilfsgtSBe  a  mittele  der  Formeln 

0a  •■  —  cos  w  &u>  —  :  ßtc 

Vi'* 

S'u  —  —  cos  w  0w  —  —  -=  Q'w , 
VA'* 
80  findet  man 

(12)  9a=°  —  {9<r  ~  ®w)  coe  w  —  (j?^  +  ®'w)  sin  w . 

Dieselbe  Elimination  liefert  fl)r  die  geodätische  Krümmung  der  ortho- 
gonalen Trajektorie, 

den  Ausdruck 

(14)  g'^  —  {g^  —  &w)  sin  w  —  {g^  +  ©"w)  cos  w . 

Man  kann  in  diesen  Gleichungen  die  geometrischen  Ableitungen 
mit  der  Grundkurve  9'(«,v)  —  C  durch  solche  längs  der  Linie  ^(o,tt)— (7 
und  ihrer  ortliogonalea  Trajektorie,  Di  und  I/x,  ersetzen.  Der  Über- 
gang geschieht  durch  Spezialisierung  der  Formeln  S.  534  (14).    FOr 

^iZ,         ^iX>         ^fi,         »'s,* 
hat  man 

®X>  ^Xr  1>ii.  ^'ff 

ZU  schreiben   and  die  Koeffizienten  der  linearen  Formen  91,  =  3^ , 

9t,  =  ^  der  Annahme  W^—  äip  gemäß,  also  für  «,  —  j-,  «i,—  ^ 

aus   den  Formeln  S.  178(21,22)    zu   entnehmen.    Die  sehr  ein&che 

Rechnung  ergibt 

Dx  —  —  cos  v}&x  +  sin  w  ^Z 
(15) 

D'x  =  —  siniföj;  —  coswö'j;. 
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Diese  Übergangafonnelii   tiefem  auf  w  angewendet  and  mit  (12)  und 
(14)  zoBammengeBtellt  die  LioaviUescte  Gleichung 

(16)  g^  ^  —  g,pCOBU>  —  g'^iinw  —  Bw 
und  ihre  eutsprecliende 

(1 7)  g'^  —  g^  Bin  w  —  g'^  cob  w  +  D'tc . 


Quadratische  Oleiohang  für  die  geodätlsolien  Erüminnngeii 
der  Erüuuanngsllnieii. 
Cnter  den  Invarianten,  auf  die  man  kommt,  sobald  man  über  die 
OrSfien  zweiter  Ordnung  hioauBgeht^  erweisen  sich  die  Taagentialkräm- 
mungen  der  KrQmmnngslinien  als  besonders  wichtig.  Sie  treten  bereits 
in  den  Fundamentalgleichungen  auf,  wenn  diese  in  der  einfachsten 
Form  geschrieben  werden;  und  zwar  sind  g^  und  g^  rennöge  der  zwei- 
ten und  dritten  Gleichung  S.  355  (B) 

(1)  „         ®.'!l.         „        A^_ 

zwei  bestimmten  geometrischen  Ableitungen  der  Hauptkrümmungen 
äquivalent,  machen  demnach  mit  den  beiden  übrigen  Ableitungen  dieser 
Größen  zusammen  ein  rollsföndiges  SjBtem  Ton  FnndamentalinTari- 
anten  dritter  Ordnung  ans  (S.  558).  Die  Grundl^e  der  öächentheore' 
tischen  ünterBUchnngen  zweiter  Ordnung,  wenn  man  sich  ao  aus- 
drücken will,  bildet  die  quadratische  Gleichung  für  n^  und  n,,  deren 
Eoeffizienten  rationale  Funktionen  der  Fundamentalgrößen  erster  und 
zweiter  Ordnung  sind.  Dieser  Gleichung  eine  andere  für  g^  und  g^  an 
die  Seite  zu  stellen,  ist  die  Aufgabe  der  folgenden  Untersuchung. 

Da  der  analytische  Ausdruck  der  geodätischen  Krümmung  eine^ 
Quadratwurzel  enthält,  während  die  Xormalkrümmung  in  allen  ihren 
BestimmungBgröBen  rational  ist,  so  wird  man  zweckmäßig  <;*  und  g\  als 
Unbekannte  betrachten.  Die  ersten  Schritte  der  Rechnung  lehren  dann 
außerdem,  daß  man  für  die  in  j^j  und  g^  vorkommenden  Koeffizienten 
genau  die  Relationen  —  ohne  weitere  Umformung  —  benutzen  kann, 
die  aus  der  simultanen  Transformation  der  beiden  Grundformen  in 
Qnadratsnmmen  linearer  Formen  entspringen. 

Für  die  Samme  der  Unbekannten  ergibt  sich  aus  (1)  nach  Ein- 
führung der  gewöhnlichen  Ableitungen  (vgl.  S.  391(16))  die  Gleichung 

y(»,  -  «,)■  w + j!)  -  (-Ä.I? + ft,  1?)"+ (ft.!:- -i.« -l?)'- 
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Die  in  M]  uad  n,  steckende  Irrationalität  kann  aus  den  Difierential- 
qnetient«n  mittels  der  Relationen 

(,»,  —  «,;  -^  "  **!  3m  ~  2»  '  "  " 

(2) 

(»i-"j)3ir~  eü~"»3«'"' 

entfernt  werden.  Der  leicht  za  überblickende  Anadrack  von 

st  dann  nacb  den  Ableitongen  tod  H  und  K  zn  ordnen.  Hierbei  nun 
werden  die  Gleichungen  (S.  389  (1)) 

«.(Pi.S  +  ftil)*  +  ».(ftiS +i'«'?)' - -^4*  +  2JfSi)  +  Jy»!* 

gebraucht,  durch  die,  tod  den  Vorzeichen  abgesehen,  dieOT5ßenpi,,...jj^ 
zusammen  mit  n^  und  n,  definiert  werden,  und  za  denen  man  noch 

W    »Ita,!  +  ft.i)'  +  "!(ai«  +  aii)'  -  Sf  +  2SJI,  -1-  ©,' 

hinzunehmen  kann.  Es  folgt 

Der  hieraus  für  ^J  +  g*  hervorgehende  Wert  ist  bereits  in  den  Pun- 
damentalgröfien  rational  und  könnte  durch  Differentialparameter  mit 
den  Grundformen  E,  B  und  A  dat^est«llt  werden. 

Allein  die  Formel  wird  noch  übersichtlicher,  wenn  fOr  die  Fun- 
damentalgrößen der  Einheitskugel  ihre  Werte  S.  338(13)  gesetzt  und 
Btatt  der  Ableitungen  von  H  und  K  die  Fundamentalgrößen  dritter 
Ordnung  nach  S.  500  (5,  6)  eingeführt  werden.  Man  findet  dundi  eine 
elementare  Rechnung 

(6)  T'(».  -«,)'(i«  +  s!)  -  efeP  -  2c„«  +  c„S)- 

-  2F{e„P~  2c„Q  +  c„R)  (c„Q-  2c„B  +  c„S) 

■t-E(c„Q-2c„R  +  c,,S)'. 

Das  Büdimgsgesetz  der  rechten  Seite  ist  inTariaBtenUieoretisch  leicht 
za  heedireiben.  ZuDächat  iat 
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eine  Korariaate  Ton  A,  T  nod  H,  die  Qacli  S.  601(14)  mit 

fl".(r,  H) 

bezeichnet  werden  kann.  Die  durch  T'  dividierte  rechte  Seite  ron  (6) 
iat  dann  dnrch  die  eatsprechende  Operation  (S.  160  (3))  aas  A  and  3)1* 
gebildet    Mithin  wird 

(8)  S 
Nach  (1)  and  (2)  ist  ferner 

(9)  -T.C..-»,)'ft,,_(_ft,(»,^|-|f)+ft.(^|f-«)) 

Für  die  beim  Ordnen  nach  den  Differentialquotienten  von  3  nnd  K 
auftretenden  Verbindungen  gelten  folgende  Gleichungen,  die  ans  den 
in  (3)  enthaltenen  tmmittelbar  hervorgehen: 

,jj,  3"l.i  -  (»1  -  "i)Puft. 

IVn  -  (»I  -  »i)liiiPii 

^lli "lÄfti  +  "iPllftl, 

and  demnach 

<ii  -  (%  -  »i)ftil>ii 

(11)  2% -(»i-»!)  (ftlJ>I.  +?!.».) 

<i. -(«.-»l)ft.fl|l■ 
Die  Äusiechnung  liefert,  der  Formel  (5)  entsprechend, 

(12)  T'(«,  -  «,)'fti,,  -  k[^  (!?)■-  2c„  If  If  +  C.  (If  )■  ) 

Führt  man  dagegen  in  (9)  die  Fondamentalgrößen  dritter  Ordnong  ein, 
Bo  erhält  man 
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(IS)  -T'{n,-«,fg,g,-c„(f„V-26,,Q  +  c„Ilf 

-2»„(«„P-2«„C  +  e„ii)(t„«-2«„B+t„S) 


g,(r,Pt') 

"K -".)•■ 


d.h. 
(14) 

Nftch  (8)  and  (14)  gesügen  also  g[  nnd  g\  der  quadratischen  Gleichang 

(!&)  9"  -  lü^^-iKfff'  +  (fli— 45:7  "  **' 

deren  Koeffizienten  dem  Rationalttatsbereich  der  Fundamentalgrößen 
erster  bis  dritter  Ordnung  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Fundameotal- 
gröfien  erster  und  zweiter  Ordnung  and  ihrer  ersten  Äbleitangen  an- 
gehören. Denn  auch  T,  die  Quadratwurzel  aus  der  Determbante  Ton  A, 
durch  deren  Potenzen  man  beständig  zu  diTidieren  hat,  um  die  auf- 
tretenden algebraischen  Invarianten  in  die  fOr  die  Flaohentheorie  allein 
branchbaren  absoluten  Invarianten  überzuführen,  kommt  in  den  Koeffi- 
zienten nur  mit  geraden  Exponenten  vor. 

Auf  die  entsprechende  Gleichung,  von  der  die  beiden  übrigen  Fua- 
damentalinvarianteo  dritter  Ordnung  ^1»^  und  &jH,  abhängig  gemacht 
werden  können,  soll  hier  nicht  eingegangen  werden. 

§  183. 
Erümmung  der  Asymptotenkorven. 
Neben  der  Normalkrümmung  nnd  der  Tangentialkrümmung  sind 
in  der  Theorie  der  Fläehenkurven  hauptsächlich  die  geodätische  Win- 
dimg nnd  das  Verhältnis  des  Winkeb  benachbarter  Flächennormalen 
zum  Bogenelement  hervorgetreten.  Solche  geometrischen  QrÖBen  kann 
man  in  unbegrenzter  Anzahl  bilden.  Man  braucht  dazu  nur  irgend- 
welche gerade  Linien  oder  Ebenen  durch  einen  Flächenpunkt,  sowie  durch 
einen  oder  mehrere  ihm  auf  einer  g^ebenen  Kurve  benachbarte  zu 
legen,  die  dabei  entstehenden  Winkel  und  Abstände  ins  Auge  za 
fassen  und,  soweit  sie  unendlichklein  sind,  Größen  von  derselben  Ord- 
nung durch  Division  zu  endlichen  Werten  zu  verbinden.  Dabei  er- 
scheinen teils  dieselben  Größen  wieder,  die  man  als  anderweitig  defi- 
niert bereits  kennt,  teils  neue,  die  dann  untereinander  und  mit  jenen 
zusammenhängen.  Der  Niederschlag  solcher  Zusammenhänge  sind  For- 
meln und  Sätze  (vgl.  z.  B.  S.  474),  deren  Bedeutang  man  sich  im  voraus 
klar  machen  kann,  wenn  man  sich  an  das  im  XII.  Abschnitt  über  die  An- 
zahl Quabhängiger  Invarianten  und  Kovarianten  Bewiesene  erinnert. 
Dadurch  schützt  man  sich  vor  einer  falschen  SchStzong  des  Unwesen^- 
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liehen  uod  entgeht  namentlich  der  bei  jeder  Verallgemeinerting  nahe 
liegenden  Qefahr,  exakte  Begriffe,  über  deren  grundl^ende  Bedeahmg 
kein  Zweifel  ist,  durch  mißbränchliche  Anwendong  feststehender  Be- 
zeichnnngen  za  reräachen. 

Daß  neben  rielem  BedeutnngsloBen  auch  interessante  Resultate 
heraoskommen  müssen,  ist  klar  und  soll  hier  an  zwei  Beispielen  ge- 
zeigt werden,  fUr  eine  unendlichkleine  und  eine  endliche  Glröße. 

Wie  groß  ist  der  Abstand  eines  Flächenpunktes  TOn  der  Tangen- 
tialebene in  einem  beliebigen  benachbarten  Punkte?  Dieser  habe  die 
kartesischen  Koordinaten  z,  y,  e,  die  krummlinigen  Koordinaten  u,  v. 
Die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist 

Der  Abstand  des  nnendlichnahen  Punktes  von  der  Ebene  ei^bt  sich, 
Tom  Vorzeichen  abgesehen,  dessen  Bestimmung  aus  der  analytischen 
Geometrie  bekannt  ist^  durch  Einführung  von 

j  — a;  +  dar  + Y^'aiH ,    ■■■ 

in  die  linke  Seite  der  Gleichung.  Bei  den  unenijlicbkleiaen  GrdBen 
erster  Ordnung 

kann  mau  hier  nicht  stehen  bleiben,  weil  infolge  von 

^^l^-o,      2^1' -0 

die  Größen  niedrigster  Ordnung  aas  der  Formel  wegfallen.  Der  ge- 
suchte Ausdruck  wird  im  allgemeinen  gleich 

Die  zweite  Grundform  B  erhält  auf  diese  Weise  eine  nene  anschau- 
liche Bedentong. 

Es  soll  zweitens  die  Krümmung  einer  Asymptotenlinie  berechnet, 
d.  h.  durch  die  bereits  votgekommenen  Fundamentalinvarianten,  soweit 
man  sie  braucht,  ausgedrückt  werden.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  muß 
sich  von  selbst  mit  herausstellen,  wenn  man  die  Asymptotenlinien  als 
Gnmdkurren  eines  Paares  geometrischer  Differentiationen  annimmt  und 
einen  Übergang  zu  den  geometrischen  Ableitungen  längs  der  Krümmungs- 
linien  macht  {§  161—162).  Was  die  Windung  einer  A^mptotenkurr© 
angeht,  so  folgt  für  sie  z.  B.  ans  3.  197  (23)  die  sehr  einfache  Bestim- 
mung t*  —  ~  K. 
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Wenn  hier  eine  Formel  f^r  die  Erflmmnng  ohne  ZuBammenhang 
mit  anderen  S&tz«[i  entwickelt  werden  soll,  bo  k&im  man  Bieh  des  spe- 
üellen  Koordinatensystems  tou  S.  83  bedienen  (vgL  S.  87).  Es  sei  also 
der  betrachtete  Fnnkt  Anfangspunkt  der  Koordinaten;  die  (d;y)-Ebene 
falle  mit  der  Tangentialebene,  die  x-  and  y-AchBe  mit  den  beiden 
Hanpttangenten  zaaammen.   Da  fDr  den  Än^gBpnnkt  O 

3«      '^'         ay      "'        a±3y      " 
ist,  BO  lautet  die  Flächengleichnng  in  der  Nähe  diraes  Punktes 
(1)      e-^(aiX*  +  a,y')-i-^{b,x'-i-U,x*y  +  U,xy*-^by)  +  .-- 

«I .  öl.  Äi .  •  -  ■  sind  die  Werte  TOn  -5— i ,  ^5— i ,  -w-i , . .  .  fflr  den  Punkt  0. 
-i'  T    »'  gas«'  3y"  Sx*' 

Da  höhere  als  zweite  Ableitungen  vorkommen,  bo  sollen  sohon  die  der 

ersten  and  zweiten  Ordnung  durch  Indizes  gekennzeichnet  werden.  Die 

Differentiation  tou  (1)  ergibt 

«10  =  Ol«  +  t(*i*'  +  2fe,a:y  +  6,y»)  +  -  ■  - 
(2) 

%  =  oiy  +  Y^*'^  +  2''.«y  +  Ky*)  +  ■■• 

(3)  *„  ^b,x  +  b,y  +  -- 

«oj  -  «1  +  t.«  +  ^y  +  ■  ■  ■  ■ 
Adb  der  quadratischen  Gleichung  der  HaaptkrOmmungen  findet  man  dann 

«,  =  o,  +  &ia;  +  t,y  +  ■  ■  ■ 

«,  —  o,  +  6(3:  +  64J/  +  ■  •  ■  • 
Diese  Entwickelungen  geben  nicht  nur 

«1  "  ("1)0.         "1  -  ("t)» 
(S.  84)  wieder,  sondern  auch 

<»)  '.-«?)..    ».-(&).■    '■-©).■    ».-(I?).- 

Die  Asymptoteukurren  sind  durch  die  DifFerentialgleichnng 
(6)  ^  +  2..,||+.„(^)'_0 

bestimmt.   Beim  Fortgänge  ^gs  einer  solchen  Kurve  wird 
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Für  den 

Punkt  0  »elbsl  iil 

(8) 

(Ä).- 

-V^. 

(9)      i 

►,-««,». 
". 

.^^yr|(-A^+.^, 

(0).)=«. 

wo  E  ~  +  1  tmd  £  =-  —  1  den  beiden  rerscbiedenen  Wendetange&tea 
zugehören.  Da  das  KrUmmungamaß  n^iatir,  also  hier  a,aj<0  aein 
maß,  Bo  sei 

Ol  >  0,        o,  <  0. 

Wegen  «  —  0  ist  die  £rünunn&g  einer  ÄByniptotenlima  gleich  dem 
absolntea  Betrage  ihrer  Taagentialkrümmong.  Bildet  man  deren  Ana- 
druek  ans  S.  127 (6),  so  sieht  man,  daS  ftlr  x  —  Q,y  —  Q  eine  große 
Anzahl  von  Gliedern  rerachwindet^  und  daß  schließlich 

m. 

äbrig  bleibt;  ein  Resultat,  das  aach  aus  §  42  hätte  geschlossen  wer- 
den können.  Der  Ausdruck  wird 

(g,  &,  —  »g,  fc,)  yä^—  t  (a, 6,  —  8a.  6.j  V—  o, 

Die  hiermit  zn  rerbindenden  Werte  (5)  lassen  sich  übersichtlicher  dar- 
stellen, wenn  man  beachtet,  daß  die  Ton  0  ausgebenden  Bogenelemente 
der  ErQmmungelinien  gleich  ±  dx  und  d:  dy  sind,  und  daß  man  dem- 
nach statt 

6,   ,         6,   ,         6,  ,         h^ 

die  Größen  (unter  Weglassung  des  Index  0) 

»,«,,       ©,«,,       Ö,w„       «,«, 
Terwenden  kann.  Wird  dann,  nach  einer  einfachen  Umformung, 

(10)  "'      ^  "■  -^ ^r-^r^-"*^^  -  y 

gesetzt  so  sind  die  beiden  in  dieser  Formel  fOr  e  ~  ±  1  vereinigten 
Ausdrücke  y^  und  y,  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  den  Krüm- 
mungen x^  und  X,  der  ÄsymptotenkurreD. 

Die  unter  den  Zeichen  9^  und  9^  vorkommenden  GrSßen  mögen 
abgekürzt  bezeichnet  werden: 

XnabUsoh,  DISsnDtliUKomttrle.  SS 
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(11)  -^-H.,         -nl^ff 

Bodaß 

n,  -=  (fli  -H|  f,         n,  =  -  (^  a,)* 
iat.   Dann  liefert  die  Fonnel  (10) 


©V-'-'^ 


(t)V^.-)* 


oder  wenn  Hj  und  ^  wieder  weggeschafft  und  statt  ilirer  überall 
die  Hauptkrümmaogsradiea  eingeftthrt  werden: 


(12) 


■f^:f(«.(^*-«.(^)*)- 


Diese  Formel  rülut  tob  Bounet  her. 

Behält  man  H^  nnd  R,  bei,  so  hat  man 

Die  Xrflmmuugen  der  Asymptotenkiuren  hängen  aleo  nur  Ton  zwei 
Größen  dritter  Ordnung,  9^^.  ,  and  einer  Verbindnng  ans  GrSßea 
zweiter  Ordnung  ab. 

§184. 
Binige  spezielle  Eurreiuietze. 
Unter  den  anendlichrielen  Scharen  und  Netzen  von  Eurren,  die 
man  auf  einer  Fläche  annehmen  kann,  sind  nur  solche  wichtig,  die 
eine  vom  ParameterByatem  tinabhilngige  Bedeutung  haben.  Wenn  man 
sich  also  bei  irgendeiner  flächentheoretischeu  Aufgabe  veranlaßt  eieht^ 
behufs  rechnerischer  Vereinfachung  die  Parameter  und  damit  aach  die 
Fundamentalgrößen  zu  spezialisieren,  so  muß  man  sich  doch  jedesmal 
fr^en,  ob  eine  solche  besondere  Annahme  einen  mehr  als  bloß  for- 
malen Wert  hat  Das  Kennzeichen  daßr  ist,  daß  die  B>elationett  zwi- 
schen den  Fundamentalgrößen  bei  der  Darstellung  des  Netzes  in  der  all- 
gemeinen Form 

fp{u,  v)  =  const.,         ip{u,  v)  —  conet. 
in    Beziehungen    zwischen    Kurven  invarianten   untereinander   oder   zu 
Punktinvarianten  übergehen.   So  waren  z,  B.  die  Gleichungen 
tl)  B' "  G',        F-~0 
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oder  sUgemeiner 

2'log-^ 

-^—^^  -  0,        F~  0, 

die  Bedingongen  für  ein  isoinetriBclies  Koordinatensystem,  gteichbe- 
deutend  mit 

(2)  9p-öy-0 

(3)  A{<p,  Vr)  -  0, 

wo  g  und  </'  etws  als  Funktionen  der  Ableitungen  von  <p  zu  denken 
Bind.  Die  Gleichung  (2)  ist  dum  eine  Differentialgleichung  tüx  solche 
Karren,  die  mit  ihren  orthogonalen  Tr&jektorien  znssmmen  geeignet 
sind,  die  Fläche  in  unendlichkleine  Quadrate  zu  zerlegen,  and  (3)  die 
Bestimmangegleichung  fOr  diese  Orthogonalschar.  Jedenfalls  wird  das 
Karvennetz  durch  das  Verschwinden  zweier  bestimmten  Biegangsko- 
Tarianten  charakterisiert. 
Die  Annahmen 

(4)  F'-O,   .     M'-O 

(Krümmnngslinien)  and,  ftir  n^ativ  gekrammte  Flächen, 

(5)  L'=0,  N'-O 

(Äsymptotenlinien)  sind  in  bestimmter  Hinsicht  einfacher.  Die  beiden 
Funktionen  <p  and  ^  genQgen  nämlich  je  einer  und  derselben  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades.  Oder  auch, 
die  beiden  Kurvennetze  sind  durch  die  gewöhnlichen  Diffbrentialglei- 
changen  erster  Ordnung  zweiten  Qradea 

r  =  0,        B  -  0 
bestimmi 

Um  ein  weiteres  Beispiel  anzugeben,  so  werde  die  Bedingung 

angenommen  und  mit 

(7)  J"-0 

zu eam mengestellt.  Das  Kurrennetz  ist  dann  orthogonal,  und  die  Nor- 
malkrllmmungen  n  und  n'  der  beiden  Bestandteile  einander  gleich.  Für 
f '  Bo  0  folgt  ans  dem  allgemeinen  Ausdruck  von  S 

Setzt  man  dementsprechend 

(8)  «--iir=|K  +  »,), 
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BO  wird  »'  ebenfalls  dieBem  Werte  gleich.  Wegen  *>  =  't-  >Bt  das  Netz 
allgemein  durch  die  Differentialgleichung 

(9)  fl^A-2B-0 

gekennzeichnet.  Mittels  der  Gleichung  S.  470(16)  findet  man,  daß  es 
ans  den  Winkelhalbierenden  der  ErQmmungsllnien  besteht.  Auch  könnte 
dieses  Resultet  wieder  einmal  aus  der  Theorie  des  Dapinschen  Kegel- 
schnitts eutuommen  werden. 

Behält  man  die  Bedingung  (6)  bei,  fOgt  aber 

(10)  M'~0 

hinzu,  so  sind  anch  jetzt  die  NoTmalkrümmungen  der  beiden  Eoordi- 
natenlinien  in  jedem  ihrer  Schnittpunkte  einander  gleich,  aber  die 
Kurven  einander  koigugiert   Aus 

L'  =  E'n,        N'  =-  G'n 
und  den  Ausdrücken  Ton  S  und  K  folgt 

2E'G'n~T'*H,        E'G'n^-T'K, 

(11)  «  =  2f 
oder 

(12)  .  P-i(f. +<>.)• 

Für  ein  solches  Karvennetz  gilt  die  DifTerentialgleichnng 

(13)  iKk  -  HB  =  0. 

Die  Determinante  der  quadratischen  Differentialform  2Kk  —  HB  ist 
gleich  —T*K(E'  —  4K),  also  nur  fflr  K>0  negativ;  das  betrach- 
tete Kurvennetz  existiert  also  bloß  auf  positiv  gekrümmten  Flächen. 
Die  Krümmungslinien  halbieren  die  Winkel  des  Netzes.  Dieses  ent- 
spricht in  bestimmtem  Sinne  den  Asymptotenlinien  auf  Flächen  nega- 
tiven KrOmmungsmaßes. 

Drittens  sei  mit  (6)  gleichzeitig 

(14)  g'-o. 

Die  sphärischen  Bilder  der  Kurven,  deren  Normalkrümmungen  einander 
gleich  sein  sollen,  sind  aufeinander  senkrecht.  Die  Elimination  der 
Fundamentalgrößen  ans  den  beiden  Bedingungen  in  Verbindung  mit 
«,  H  und  K  ergibt 

(16)  »--^T+'5~ 

oder 

(16)  ,-^^. 
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sodaB  die  DifferentialgLeichong  des  Netzes 
(17)  HK^  -iE*-  2K)  B  -  0 

lautet. 

Sobald  eine  aoldie  Relation  wie  (2),  (8),  (12)  oder  (16)  einmal 
gefonden  ist,  kann  man  das  Earreniietz  vermöge  des  ZusammenliaDges 
swiseliea  den  Tencliiedeneß  KurTeninvarianten  (^eiclLer  Ordnung  noch 
auf  mannigfache  andere  Arten  kennzeichnen.  Dies  führt  zn  einer 
großen  Anzahl  von  Sätzen,  namentlich  wenn  auch  die  Fläche  speziali- 
siert wird.  Für  die  drei  letzten  Ann^men,  wo  nur  Eurreninrarianten 
erster  Ordnung  vorkommen,  könnte  man  z.  B,  die  geo^tische  Win- 
dung statt  der  Normalkrümmung  einführen.  Die  Hauptsache  aber  ist, 
daß  diese  Netze,  die  Krümmnngslinien  eingeschlossen,  einer  Differen- 
tialgleichnng  der  allgemeinen  Form 

aA  +  6B  +  cr-0 

genügen,  wo  a,  h,  c  Konstanten  oder  Funktionen  der  beiden  Fnnda- 
mentalinvarianten  zweiter  Ordnung  sind. 

§  185. 
Eemueioben  der  aof  Pmdrehiingafl Rohen  abwickelbaren  fUlfihen. 
Verschiedene  Untersuchungen,  z.  B.  die  im  §  114,  haben  zu  Flächen 
geführt,  die  auf  TJmdrehungsflächen  abwickelbar  sind.  Ein  solches  Er- 
gebnis gibt  zu  zwei  allgemeinen  Aufgaben  Yeranlasaung  (§  38).  Die 
eine  von  ihnen  fordert,  x,  y,  e  auf  die  allgemeinste  Weise  so  zu  be- 
stimmen, daß  bei  gegebener  Funktion  f  die  Gleichung 

dx*  +  dy'  +  de"  -  (1  +  /"(«)»)  du'  +  u'dv' 

stattfindet  (S.  103(11)).  Daß  freilich  ihre  Lösung  geeignet  sein  würde, 
die  Einsicht  in  die  Eigenschaften  der  jeweilig  betrachteten  Flächen 
zu  vertiefen,  ist  nicht  zu  erwarten.  Man  braucht  nur  einen  Bück  auf 
die  komplizierten  Formeln  zu  werfen,  die  in  den  wenigen  Fällen  gelten, 
für  die  die  Lösung  der  Aufgabe  bekannt  ist;  vgl.  z.  B.  §  140—141. 

Bei  der  anderen  (Jrundanfgabe  handelt  es  sich  in  erster  Linie  um 
die  Entscheidung  darüber,  ob  eine  gegebene  Fläche  überhaupt  auf  eine 
Rotationsfiäehe  abwickelbar  ist  oder  nicht.  Die  kartesischen  Koordi- 
naten treten  in  den  Hintergrund.  Die  Frage  ist,  wie  die  Koeffizienten 
JE,  F,  G  einer  quadratischen  Differentialform  A  bescbafien  sein  müssen, 
damit  A  auf  die  Form 

oder  audi 
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du'  +  Vdv'' 
gebrecht  verdeu  kann.   £e  hoU  also,  wenn  man 

Edu'  +  2Idudv  +  Gdv*  —  E'da'*  +  2F'du'dv'  +  Q'dv"* 
setzt,  bei  p&Bsender  Wahl  der  Yariableu  u',  v' 

(1)  E'-l,         f'-O,         G'-ü' 

gemacht  werden  können,  wobei  es  auf  den  Ansdrack  von  JT  als  Fnnk- 
tioQ  TOD  u'  nicht  ankommt,  sondern  eben  nur  daraof,  daB  t>'  nicht  in 
ihm  enthalten  ist.  Um  diese  Bedingungen  ron  der  Parameterdaretellnng 
zu  befreien,  wird  man  sie  mit  den  Formeki  fOr  Kovarianten,  und  zwar 
hier  off^ibar  fOr  BiegnngBkovarianten,  zusammenstellen.  Dies  ist  auf 
nnendtichviele  Weisen  möglich;  aber  man  weifi  wenigstens,  dafi  es  für 
jede  Ordnung  ausreicht,  eine  endliche  bestimmte  Anzahl  ron  Größen 
in  Betracht  zu  ziehen. 

Spezielle  Werte  von  Biegungskorarianten  erster  Ordnung  erlült 
man  sofort  aus  den  Qleichnngen  der  Koordinatentransformation.  Für 
u'-ip{u,v),  r'-*(u,p)  wird  nach  8.42(20) 

(2)  A>  =  1,        A(v,^)-0,        AV-~- 

Da  die  Funktion  ^=11'  nicht  gegeben  sein  sollte,  so  ist  die  letzte 
Gleichung  durch 

ZU  ersetzen.   N'ach  Division  mit  T,  also  in  der  Form 

(3)  D{6)-i,,  9)  -  0, 

kennzeichnet  sie  das  Verschwinden  einer  Biegangakovariante  von  91 
und  1^,  die  inbezng  auf  ^  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Da  (3)  auf 
die  dritte  Gleichung  (2),  die  drei  Gleichungen  (2)  zusammen  auf  (1) 
und  diese  wieder  auf 

(4)  ds*~du*+  U'dv* 

znrdckfEihren,  so  kann  die  Fr^e  so  ansgesprochen  werden:  Unter  wel- 
chen Bedingungen  (für  E,  F,  G)  gibt  es  zwei  Funktionen  qp  and  ^, 
die  folgende  Gleichungen  befriedigen: 

(5)  A'g>-1,        A(9J,f)=-0,        D(A%<p)~0. 

Da  eine  Biegungskovariante  zweiter  Ordnung  notwendig  auftritt, 
so  mögen  weiter  diejenigen  Kovarianten  dieser  Ordnung  berechnet 
werden,  die  sich  immer  als  besonders  wichtig  erwiesen  haben,  g  and  g'. 
Für  ^-  0  ist  (vgl.  S.  140(11,  12)) 
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(6) 

3 

1 

•       ^'"vfa'^r' 

aUo  in 

Folge 

der  ersten  und  dritten  Qleichnng  (1) 

d.h. 

S.- 

-  'J',, 

.'    sL'-o, 

m 

"is. 

,v)- 

.0,     5;-o. 

Auch  diese  Gleichungen  fBhreo  auf  (4)  zor&ck.  Dann  fQr  <p  *^u'  und 
unter  Vorausaetzung  der  Orthogonalilät  des  Knrvennetzes  liefert  die 
zweite  E'  als  Funktion  von  u'  aUein,  fdr  die  ohne  Bescliränkung  der 
Allgemeinlieit  die  Konstante  1  gesetzt  werden  kann,  und  nach  der 
ersten  wird  dann  O'  ebenfalls  nur  von  u'  abhängig 

Die  beiden  Bedingungen  (7)  haben  vor  (5)  dae  voraus,  daß  sie 
nur  eine  einzige  Funktion  qi  enthalten.  !E<8  würde  also  jetzt  darauf 
ankommen,  die  Ableitungen  ron  q>  ans  diesen  Gleichungen  und  ihren 
Derivierten  bis  zu  einer  bestimmten  Ordnung  hin  zu  eliminieren  und 
dabei  Qbeiall  so  bald  wie  möglich  die  DifferentialquotieDten  der  Fun- 
damentalgrößen erster  Ordnung  zu  Biegungeinrarianten  zusammenzu- 
fassen. Die  einfachste  Ton  diesen  ist  das  Gaußsche  KrOmmungBUiaB 
(§  164).  Unendlichviele  andere  findet  man  dadurch,  daß  man  K  als 
Argument  irgendwelcher  Biegungskorarianten  beb-achtet.  Man  kennt 
auch  die  AhhSngigkeitSTerhältnisse  dieser  Biegungsinvarianten  nnter- 
einander  (§  167).  Aber  trotzdem  ist  es  natürlich  nicht  gleicbgOltig, 
auf  welche  Invarianten  man  bei  einer  bestimmten  Abgabe  aasgeht, 
Tielmehr  wird  eine  plannüßige  Untersuchung  diese  GröBen  mit  tiefem. 
Die  ganze  Rechnung,  in  gewöhnlichen  Ableitungen  tmdbeniehbar,  ver- 
einfacht sich  ungemein  bei  Benutzung  geometrischer  Differentiationen. 

Zu  den  Gleichungen  (7),  nämlich  bei  Weglassung  des  Index  q> 

(8)  ©?-0,        ff-0, 
tritt  die  erste  Fundamentalgleichung,  also  hier 

(9)  0p-p'-Jr, 
and  die  Vertauschnngsformel  fBr  g,  hier 

e^eg-e&g-g&g. 

Mit  ihr  zusammen  geben  die  ersten  Deririerten  der  ersten  Gleichung 
(8)  und  der  Gleichung  (9), 

and 

ee'g  -  2g&g  -  0K,        %'&g  -  ^g&g  —  &K, 
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fOnf  Gleichimgeii  zwischen  den  vier  geometrisclien  Ableitnngen  zweiter 
Ordnung.  Ihre  Elimination  bringt  zugleich  8g  zum  W^iall  nnd  ]S£t  nur 

(10)  Sä:  -  0 

Qbrig.  Das  heifit:  die  TOrher  unbekannten  Kurven  9)  ^  const  sind  mit 
den  Eurren  konstanten  ErümmungsmaßeB  identisch.  Die  beiden  Aus- 
gangagleichungen  gehen  hiernach  in 

(11)  Ki/x=0,         g',c-0 

Aber,  wo  K  die  geometrische  Differentiation  Vöaga  der  Eurre  K  -^  const. 
kennzeichnet  Die  linken  Seiten  der  beiden  Bedingungen  sind  nonmehr 
BiegungsinvariaDten  geworden. 

Freilidi  verliert  dieses  Resultat  jede  Bedeutung,  wenn  das  ErOm- 
mungsmaß  ^gs  der  ganzen  Flache  konstant  ist,  von  Kurven  kon- 
stanten ErQmmungsmaBes  also  nicht  die  Rede  sein  kann.  Dann  werden 
auch  alle  abgeleiteten  Biegnngsinvarianten  konstant,  nämlich  identisch 
NuIL  Aber  nach  S.  413  ist  bekannt,  daß  jede  Fläche  von  konstantem 
ErümmungsmaB  auf  eine  Umdrehnngsfläche  abwickelbar  ist. 

Dafi  nach  Ausscheidung  dieses  besonderen  Falles  die  beiden  not^ 
wendigen  Bedingungen  (11)  auch  hinreichend  sind,  ergibt  sich  in  genau 
derselben  Weise  wie  vorher.  Demnach  läßt  sich  die  gestellte  Fr^e 
durch  eine  endliche  Anzahl  wohldefinierter  Operationen,  bei  denen 
allein  die  Differentiation  verwendet  wird,  beantworten. 

Berechnet  man  von  vornherein  fttr  die  Annahmen  (1)  die  Größe 
K  und  zwei  im  allgemeinen  Falle  voneinander  unabhängige  Biegungs- 
inrarianten,  z.  B.  A*£  und  A*K,  so  findet  man  direkt,  daß  diese  von 
K  abhängig  sein  müssen.  Aber  dieses  Vorgehen  ist  bei  ähnlichen 
Untersuchungen,  z.  B.  für  die  Eennzeichnung  eines  Liouvilleschen  oder 
Bonnetschen  Linieneiements  (S.  291  und  330),  der  Komplikation  der 
Formeln  wegen  praktisch  nicht  anwendbar.  Übrigens  ist  fär  diese 
f^lle  auch  der  Schluß  von  der  an  die  Stelle  von  (10)  tretenden  Glei- 
chung auf  die  EndbedinguDgen  nicht  so  einfach  wie  hier.  Die  Aus- 
gangsgleichungen (8)  werden  für  die  Liouvilleschen  Flächen  durch 

&g=&'9-Sgg', 
für  die  Bonnetsfehen  durch 

&g^&(/^0 
vertreten.    Nachdem  man  wie  eben  die  geometrischen  Ableitungen  von 
g  und  g'  eliminiert  hat,  muß  man,  um  zu  Invariantengleichnngen  zu 
kommen,  von  den  Operationen  0  und  &  einen  Übergang  zu  K  und  K' 
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machen.  Dazu  tUeneQ  nach  passender  Tertauschang  von  B«zeiclmiuigen 
die  Formeln  §  181(15),  (12)  nnd  (14).  Sie  reichen  sicher  ans.  Denn 
nicht  nnr  Kj;  ist  hehannt,  weil  K  aas  dem  allgemeinen  Äosdjrack  des 
Lintenelements  darch  Differentiationen  hergeleitet  verden  kann,  soodem 
anch  die  in  K'x  enthaltenen  EoeFfiizieaten  dQrfen  als  bekannt  gelten. 
Die  zur  wirklichen  Bestimmung  der  orthogonalen  Trajektorien  erforder- 
liche Integration  ist  für  K'j  entbehrlich. 


Sie  OhristoffelBOhe  Aufgabe. 
Ton  Christoffel  ist  die  Frage  aufgeworfen  und  beantwortet  worden, 
wann  zwei  Flächen  durch  parallele  Normalen  konform  anfeinander 
abgebildet  werden  köunen.  Die  Gleichungen  des  Problems  sind  fttr 
unmittelbar  ersichtliche  Voraussetzungen  oud  bei  sofort  verständlicher 
Bezeichnong: 

(1)  Z  -  2,  T~7,  Z-Z 

(2)  E^nCE,       F-m*F,        {^-m'G, 

wo  m  eine  Funktion  von  u  und  v  bedeutet.   Aus  (2)  folgt 

(3)  T=m*T 
und  aus  (1) 

(4)  ®  =  e,     g-g,      @-® 

(5)  de*  =  da*. 

Durch  Spezialisierung  der  Parameter  mittels  der  Annahmen  f  —  0, 
tjr  =■  0  kann  man  aus  (2)  und  (4)  ablesen,  daB  die  Erammungslinien 
der  beiden  Flächen  einander  entsprechen  mOssen.  Aber  eine  bessere 
Einsicht  gewinnt  man,  wenn  man  F  selbst,  die  linke  Seite  der  Diffe- 
rentialgleichung der  Krümmungslinien,  transformiert.  Ihr  Ausdruck  ist 

1  i  Edu  +  Fdv,         Fdu  +  Gdv  \  _    \    a(A,  B) 
T  j  Ldu  +  Mdv,      Mdu  +  Ndv  I  ^  *r  S(.i~n)" 
Werden  darin  nach  den  Formeln 

L^-^{lS  +  KE),...     . 

(S.  226(25))  die  Fundamentalgrößen  der  Einheitskugel  statt  der  Fun-, 
damentalgrößen  zweiter  Ordnung  der  Fläche  eingeführt,  wobei  H  =  0 
ausgeschlossen  ist,  so  ei^bt  sich 

1      Eäu  +  Fdv,      Fdu -^  Gdv  i     ^(a,  E) 

"  ST  i  gd«  +  5rf«,       gd«  +  ©rffl  I  "  *BT  dii^' 
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Entsprechend  ist  fOr  die  zweite  Fläche 

i     j  JSäu  +  Fdv,    Fdu  +  3dv  \ 

~  IF I  ffid«  +  gd»,    f  d«  +  ®dv  \ 

oder  n&ch  (2),  (3)  nod  (4) 

1      [  m\Edu  +  i^'dü),    «i»(Fdtt  +  Gdu)  1 
"hwtI        l£(i»  +  5d»,  gdtt  +  @d»   I' 

d.h. 

(6)  Hf-HV. 

lat  also  keine  der  beiden  Flächen  eine  Minimalfläche,  so  folgt  am 
r  —  0  auch  r  —  0,  womit  die  Behauptung  bewiesen  ist 

Der  eben  ansgeachlosBene  Fall  ist  leicht  zn  eriedigen.  Fdr  eine 
Minimalfläche  konnte  das  Linienelement  dnrch  S.  440(11]  dargestellt 
werden,  wo  «,  durch  S.  439  (6)  bestimmt  und  s^  zu  Sg  konjugiert  ist, 
Gelten  nun  für  zwei  Terscbiedene  Flächen  die  Gleichungen  (1),  so 
haben  Sg  und  «,  für  entsprechende  Punkte  dieselben  Werte.  Die  beiden 
Formeln  ftir  ds  und  dE  unterscheiden  sich  nur  dnrch  den  Ausdruck 
des  Produktes  So(^o)Si(^i)>  "^'^  ^  ^^^  daher  d^'=m'ds'  sein.  Ir- 
gend zwei  Minimalflächen  werden  durch  parallele  Normalen  konform 
aufeinander  abgebildet. 

Um  in  der  allgemeinen  Untersuchung  fortzufahren,  so  ist 
dffS-«J?;+nJ^; 

dff'  =  tt;fj  +  njf;. 

Läfit  man  nun  die  Erümmungsliuien  ^i  —  0  der  zweiten  den  Krflm- 
mungslinien  $|  —  0  der  ersten  Fläche  entsprechen,  bo  erhält  man  aus  (5) 

$,   und  $j  sind,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  die  Bogenelemente  der 
betrachteten  Kurren,  also  muß 


und  weiter 

*;-»■■ 

(') 

Sjm'-. 

ebenso 

(8) 

»>•-; 

sein,  woraus 

entweder 

(9) 

2i_! 
n,        1 

oder 

(10) 
folgt. 

\^\ 
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Will  man  prüfen,  ob  diese  Zusammenhang«  zwischen  beiden  Flä- 
chen besondere  Eigenschaften  der  einzelnen  Flächen  nach  sich  ziehen, 
80  hat  man  »i,  n,  oder  »i,S,  zu  eliminieren.  W^^n  der  Rolle,  die 
die  Erümmungfllinien  hier  spielen,  wird  man  dazu  die  Fnndamental- 
gleichnngen  in  der  Form  zu  benutzen  suchen,  wo  diese  Linien  die 
Gmndkarven  der  geometrischen  Differentiationen  sind: 

(11)  Ö,«,  -  (m,  -  «,)ff„         e.n,  -  («,  -  n,)sr, 

(12)  ©,«.-(»,-»,)?.,         «,S,-tB, -».)?,. 

Allerdings  treten  darin  no4^  die  beiden  GrSßeupaare  jTi,  j^ji  ffi,  9t  anf, 
doch  kann  man  auch  von  diesen  eines  entfernen. 
Als  Ausgangspunkt  diene  die  allgemeine  Formel 


8  ^Z-^dl  \ 


(S.  325  (8)).  Die  geodätische  Krfimmnng  g^  der  entsprechenden  Kurve 
aaf  der  zweiten  Fläche  geht  hieraus  durch  Einführung  ron  m*E, . . . 
an  Stelle  von  E, . . .  hervor.  Da  m  nur  im  Quadrat  vorkommt,  so 
darf  man  diese  GrÖfie  selbst  mit  einem  beliebigen  Vorzeichen  versehen, 
etwa  ffl  >  0  annehmen.    Eine  bekannte  Umformung  liefert  dann 

Der  zweite  Bestandteil  der  Elammei^rS&e  ist,  vom  Vorzeichen  abge- 
sehen, die  geometriscbe  Ableitung  von  logm  längs  der  orthogonalen 
Trajektorie  der  Kurve  q>  —  conet.,  also  gleich  ©'logi»  (9.  176(8)). 
Die  Anwendung  auf  die  Erümmungalinien  ergibt 

?i  — —  (j/j-  ©,log»t) 

(14;  7 

9i—  -{9t~  ®ilog'»)- 

Nur  kann  es  nach  den  Zeichenbestimmungen,  sowohl  bei  der  Tan- 
gentialkrümmung  wie  bei  den  geometrischen  Ableitungen,  ohne  nähere 
Untersuchung  zweifelhaft  erscheinen,  ob  die  Vorzeichen  richtig  ange- 
setzt sind.  Aber  der  Übergang  zu  den  Hauptparametem  bestätigt  dies. 
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Nimmt  man  noch  die  ans  der  geometriBcliea  Bedeatung  von  #,2 
und  @j2  nomittelbar  folgenden  Beziehungen 

(15)  e.z-ie,i,      8.i-i«.z 

hinzQ,  80  iLat  man  bei  Benutzoi^  tou  (11)  und  (13)  nuerst,  der  Äs- 
natme  (9)  entsprechend, 

«1  =  «»»M, ,        n,  —  tmn^ 
za  setzen.  Dies  liefert 

e,  logm  —  0,        «i  logm  -  0, 

also  m  gleich  einer  Eonstanten. 

Mittels  der  Ausgang^leichoagen  (1)  und  der  Formeln  tod  Rodri- 
gues  erhalt  man  nur  Flächen,  die  zu  der  ersten  homothetiech  sind. 

Ein  neues  Resultat  dagegen  folgt  aus  der  Yoraossetzuag 

»1=  emnt,         »i~  —  fi»««), 
die  auf  (10)  geführt  hat.   Es  wird  nämlich 

2g^  -  «jlogm,         2^?,—  Ö,log«, 
mithin  nach  Elimination  von  m  mit  Hilfe  der  Vertauschnngsformel: 

(16)  &,g,  -  e.ft  =  0. 

Nach  §  73  massen  also  die  Erümmongslinien  ein  isometrisdies 
Kurvennetz  bilden.  Ee  soll  nicht  untersucht  werden,  ob  die  Schlosse, 
die  zu  (16)  geführt  haben,  sich  rückwärts  durchlaufeo  lassen,  mit  dem 
Ergebnis,  daß  einer  Fläche  dieser  Art  in  Verbindung  mit  einer  anderen 
die  an  die  Spitze  gestellte  Eigenschaft  wirklich  zukommt.  Yom  allge- 
meinen Standpunkt  der  geometrischen  Invariantentheorie  ist  wichtig, 
daß  die  Gleichung  (16)  eine  Familie  von  Flachen  durch  das  Ver- 
schwinden einer  Fundamentalinvariante  vierter  Ordnung  kennzeichnet 
Zu  diesen  Flächen  gehören  u.  a.  das  EUipsoid  (S.  245  (23))  und  die 
beiden  Hyperboloide^  die  Paraboloide  (S.  248(15));  die  Umdrehungs- 
flächen  (S.  103(16))  und  die  Minimalflächen  (S.  440(14)). 

§187. 
Die  partielle  Differentialgleialinng  der  Flftohen 
mit  ieometrlBOhen  ErfimmmigaUiiieii* 
Werden  die  Aasdrücke  von  f?,  und  g^   in  die  Formeln  f&r  0^% 
und  &jX  eingesetzt,  so  liefert  die  Gleichung  (16)  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung vierter  Ordnung  zwischen  den   karteeischen  Koordi- 
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naten,  durcli  die  man  sich  etwa  x  als  Funktion  von  x  uad  y  definiert 
denken  kann.  Aber  ebenso  wie  im  %  182  bietet  sich  die  Äofgabe  dar, 
die  vorkommenden  Irrationalitäten  wegzuschaffen*,  ohne  dies  würde  die 
Gleiclinng  für  jede  weitere  Untersuchong  unbranchbar  sein.  In  jenem 
Paragraphen,  wie  auch  bei  anderen  Gelegenheiten,  ist  der  Nutzen  von 
Ausdrucken  hervorgetreten,  die  mittels  des  OperatioiLszeichens  ff^  ge- 
bildet sind.  Die  Differentialparameter  selbst  gehören  dazu  (S.  16S(10, 11), 
S.  320(15}).  Hier,  wo  es  sich  einzig  und  allein  am  die  Krümmongs- 
linien  bandelt,  sind  solche  Kovarianten  zu  bevorzugen,  denen  die  Form  T 
zugrunde  liegt,  also  z.  B.  die  Größen 

und 


AJy  s 


S   '^'dü~'^'  dv    ,     3    "'■  3«  ~ '^' 3^  ) 
3"  Vi  "^3"  Vc  /' 


die  nur  scheinbar  TOrkommende  Quadratwurzel  aus  der  oegatlTeu 
GröBe 

(3)  «  =  <i,«„-c?, |t'(».-«,)' 

möge  gleich  iY~~c  sein. 

Ohne  eine  systematische  Theorie  der  Differentialparameter  za  ent- 
wickeln, die  mit  A,  B  und  V,  sowie  mit  E  zusammenhängen,  kann  man 
in  jedem  Falle  den  allgemeinen  Ansdruok  eines  Differentialparameters 
durch  geometrische  Ableitungen  mittels  Durchganges  durch  die  Haupt- 
parameter leicht  ermitteln.   So  findet  man 

(4)  -  y  (»I  -  "j) ^cly.  V-}  -  Öi?.«,^  +  ©,9=  ©,!(. 

(5)  _i.(«,  -n,)Ajq;  -  @^&^<f>  +  0,Ö,g!  -  j/,@,y  -ff,©,?.. 

Die  beiden  geometrischen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  Q^&^ip  und 
^i^tf  ^ÜL^  bekanntermaßen  einer  einzigen  äquivalent,  mögen  aber 
der  Symmetrie  wegen  beide  beibehalten  werden  (vgl.  S.  667). 

Die    Berechnnng    der    Fundamen  talin  Variante    vierter    Ordnung 
®i?i  ~  ®j?»  ^t  sich  auf  die  Fundamentalgleichungen 
0,M,  —  (m,  —  M»)?! 
Öl"» -(«1- "1)3» 
zu  stützen.   Setzt  man  neben 

M,  -|-»,-fl 
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□och 

(6)  «,—«,  —  J, 

so  erholten  sie  die  Form 

Die  Werte  Ton  g^  und  g^,  hier&oB  entnomineo  und  in  die  Fnndamen- 
ialinTariante  eingesetzt,  liefern  nach  Anwendung  der  Vertanschungs- 
formel 

^i^iV  ~  *i®iV  — ffi®!?»  — ff»®»?" 
auf  J  und  nochmaliger  Benutzung  von  (7)  die  Gleichung 

Infolge  von  (4)  und  (5)  geht  sie  in 

(9)  &,g^  -  e,g,  -■-  ^j{JA»fl--  A„CH,  J)) 

fiber,  oder  nach  einer  Umformung,  wie  sie  ähnlich  erst  auf  S.  603  wieder 
Torgekommen  ist,  in 

/         dH_     dB.  ss_     m^ 

CIO)   e,s,-s.,,  —  M!  '"'"  r""  +f"  "     'P'  ) 

Benutzt  man  den  Ausdruck  (3)   der  Determinante  c  und  setzt  dann 

^\9i—  ^i9t~^y  ^^  erhält  man 

dH  _       dB 

l\\\  ^    ^  ^"  .,.-"-^-?.  j. 

^'■^>  du      T(,H'-iK)     ^  dv      T{H'-iK) 

als  die  gesuchte  Differentialgleichung  der  Fachen  mit  iaometnachen 
Krümmimgslinien. 
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Bezeichnangen. 

(Die  SeitflDzfthlen  weisen  «af  ihr  erete«  Voikommen  hin.) 


a,  b,  c  RichtnugakoainuB   d«  Tangente  |  IQ, .  S, ,  !6„  Eorariftnten    des  Formen- 

siner  Earnnkurre  4.  paaret  (A,  B)  iSS,  SIT,  bZS. 

a',  V,  e  Richtungikoatnug  der  Binormale    B,    kabiache   Kovariante    dei    Formen- 

einei  Raumkurve  9.  I      paares  (A,  B)  66B. 

a",  b",  e"  RiobtUDgakoBinui   der  Haopb- 1 

normale  ein«r  Banrnknrre  8.  C  1.  o. 

«jt.  *i*.  Ci*.  c,*,  lit,  ■  ■  •    Koeffizienten  I  e.  c'  Kurven;  c'  im  aUgemeinen  dia  zu 

quadratischer  oder  bilinearer  Differen- ;     einer Fmchenkniva c»enkrechte 6S,  188. 

tialformen    133,  166 ',^a,i  ('B'-  ^a[l1-  ^a,ir'  ^i,ati  ^^*- 

a,  6. . . .  Determinanten  [0(^1,  |  6,»  | ,  . . .  1  tt  =  -Da(«,  B),  f  =  D„(A,  B)  482.  198. 

188,  ....  's,  bilineata  Diffeiontialform  560. 

an  B.  auch  E,  F,  G.  ;  S,  ChriBtoffeiiche  Eovariant«  des  Foi- 

i(i  1.  auch  X,  3f,  N.  j      meapaaree  {A.  ß,)  660. 

«Ef^  die  zu  dem  Element  a,f  gehörende, 

durch  a  diridierto  Unterdeterminante    ''»  Bt^enelement  einer  Kurve  4. 

von  a    1S3  ^^  Linienelement  einer  FlKcbe  87. 

A,  S,  C  Richtnagikosinns  der  Tangente  I  '*«  Linienelement  der  Einheitakugel  286. 

einer  J-iächenkarve  51.  '*'"  Konüngenzwinkel  einer  Haomkiir?« 

A\  S,  C  Richtungskoaimis  derTangen-  ;      *•■ 

tialnormaie  einer  Fiacbenkurve  6*.       <*"'  Windungiwinkel  einer  Ranmknrve 
A",  B",  C  RichtungskoBinna  von  t\  ».  d.  '      **■ 
«,  B,  e, . . .  bilineare  Formen  oder  Diffe- .  ■*■""  ^'"ke'  <*"  ganzen  Krümmung  einer 

rentialformen  1«,...  .  I      Banmkurre  U. 

A,  B,  A.  .  .  .  quadratische  Formen  oder   ''*'  Fla<Jienel erneut  116. 

Differentialformen  46,  46,  64,  162,    . .  .    ^^   Flieh enelement   der    Einheitskugel 
I      115. 
h  i.  a.  '  ^Xf  -^'JEi  All  -"il  geometrische  Ab- 

b  positive  Richtung  der  Binormale  einer  '      leitnngen  686,  628  —  683. 

Kurve  9.  I>(w',ti')oderD^(u',e')QuotientderIi^k- 

„Ö,i,  — 6oiFnndamentalgrößen4.0rd-        tionaldeterminanU      '"'"      und    der 


nuDg  621.  .  ,  '      Größe  T  44. 


i„g ,  &„_,,, , . . .  b,„  Fundamentatgrefii 


Z>a(A,  B)  Quotient  der  Funktionaldeter- 


minante  V<, '   ,'  und  derOrOBe  4T  193. 


JB.  Ordnung  621.  I     "     '         3(A,  B) 

bn,  bMtimmte  Verbindungen  ana   den.     ""'*"**  3  ;£, ,))" 

GrOBen  b^   und  ibien   ersten  Ablei- :  A  =  ^^(A,  9);)  176 

tnngen  492,  4S3.  A'7,  A'<p  Differentialpnrameter  1 

6„„  B^^j.  invariante  Formen-Koeffizien-  i     2.  Ordnung  42,  319. 

ten  669,  660.  |  A(q},  V)  Zwiicbenparameter  42. 
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$lg  Bezeioh 

S,  F,  G  oder  a^,  a,„  o,,  Fund&meutftt- 

grfiBen  1.  OrdDong  28,  138. 
(E,  3<  ®  FundamentalgtöBeu  1.  Oidnung 

der  EinheitBkngel  SS&. 
tifj  EoefSzisnten    dei  Weingarten  «eben 

Gleichungen  £31,  SSI. 
E  =  dö'  887. 
H  (e.  auch  B,)  kubische  EoTariante  iea 

Foitueupaarei  (A.  B)  60(1. 

q>,,  qj,  Eoef&sienteo  Ton  6x  ^''^  ^iZ 
138,  ISi,  177. 

<p'i,ip',  KoefEiienten  toh  ffx  oder  *■,)■ 
ISS,  ISS,  17T. 

9ij^  bestimmte  Yeibinduugen  wat  den 
ersten  nnd  zweiten  Ableitungen  der 
Funktion  ip,  Koeffizienten  einer  qiuv- 
dratiBchen  DiffereDtiatfoim  0  1S9, 139. 

jr  geodätische  odei  TangentiaUuQinmQDg 
einer  ftächeokurve  c  65,  69. 

g'  (im  allgemeinen)  geodätische  odet Tan- 
gen tialkrSmmnng  einer  ?.a  e  Renkrech- 
ten  Fläohenknrve  c'  133. 

®_  m-foch  lineare  Differentialform  Ml. 


h  poBittre  KichtoDg  dei  Hauptnormale 

einer  Kurve  9. 
H  Summe  der  beiden  HauptkrOmronngen,  1 

^ff  mittlere  ErOmmung  77,  860. 
J7(H)  Hesaeache  Determinante  der  Form 

H  60S.  '  I 

^■(A,  B),  Äa(A,  B)  oder  flo^  erst«  ab«o-  | 

lute  aimattane  Invariante  des  Formen- 

paares  (A,  B)  46,  160,  HS.  \ 

S„(A,H),   jff„(B,H)  601.  i 

{ '  * } ;  J„  j;, . .  -  J,"  ChriBtoffelaoho  Grö- 

fieo  127,  187. 

.      bestimmte  Verbindungen  aua  den 

ersten  Ableitungen  der  Grüßen  a^^  135, 
[ipkt]  20». 
[ipkl]  Sil. 
Ja<%}     IntegrabilitSta-lnvariante     der 

Differeutialform  $„  191. 


Jt  KrümmuDg  einer  Kuire  11. 

k'  Windung  einer  Enrre  13. 

k"  ganze  Krümmong  einer  Knrre  11. 

^ProdnktderbeidenHauptkrümmnngen 
einer  Flache  77. 

K  Qaußachea  Krümmungsmaß   118. 

ÜTq  Qanfisclie  Invariante  der  binären  qua- 
dratischen Diffeientialform  A  SIS,  SIS. 

£'(A,  B)  oder  K^i,  zweite  absolute  aimnl- 
tane  Invariante  des  Formenpaaree 
(A,  B)  46,  213. 

ft  TotalkrQmmung  einer  Fltlche  Sil. 

L,  Jf,  JV  oder  b,,,  6,,,  b„  Fnndameutal- 

grOßen  S.  Ordnung  68,  569. 
L,  M,lU,Nia  der  Theorie  der  Strahleo- 

ajsteme  349. 

m  oder  »  Anzahl  der  in  einer  beatinunten 
Unterauchung  vorkommenden  Variab- 
len, inabesondere  Differentiale  614, 162. 

m-~yG  298, 

I  m,  tn', . . .  n"  die  ans  £,  F,  G  nnd  dei«n 
I  Ableitungen  gebildeten  Oanfiscbeu 
I      OrSßen  U9. 

mi  Koeffizienten  einer  linearen  Form  od«t 
Differentialform  91,  64. 

tHff  Koeffizienten  dea  Paares  linearer 
Formen  (3»,,aR,)  177—178. 

m  =  m,,ni„  —  fli„m„  179. 

mm  bestimmte  Verbindungen  aus  den 
Großen  »if  und  ihren  ersten  Ablei- 
tnugen  181. 

^i,tt  dieselben  Verbindungen  ana  den 
GiOBen  m^^  und  ihren  ersten  Ablei- 
tungen 187,  561. 

(i(j  (vgl,  Bn)  Koeffizienten  von  6j,  S'j 
oder  *iZ,*,i  176-177. 

3»  =  J„(r,H)  689. 

3Rg,  Slg, . . .  beliebige  lineare  Differential- 

formen  64,  158 

3Ri,9Ri  spezielle  ansV},  undA  gebildets 

lineare  Differentialformen  177 — 178. 


I  positive  Richtung  der  Fläcbennoimala 

63. 
t  Ordnung  der  BerOhrnng  zweier  Flächen 
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n  DoppelverhältniB    iweier  Paare    Ton  1 1^  Sabititutioiukoeffiüeiiteii  162. 

Fl&c)ieiit>Dgent«n  467.  I  a  Neigangawiukel  eines  Strahla   gegen 

n  Konnalkrünunung  einer  FlEcbenknrre,:     eine  Fl&che  BIS. 

Krümmung  eiuea  NonnalachnitU  U, .  ff^^  vgl.  a^^. 

69,  78.  ' 

^'  ,„^     '  j  t  Farameter  in  der  Theorie  der  Kurven  1. 

«j,  n,  Hanptkrümmungen  76-77.  t  po"tivo  Bichtong  der  Tangente  einer 

»,,  n,    positive   Richtungen   der  Haupt- I      J'nrve  9. 

tangenton  einer  Flftcbe  oder  der  Nor- 1 '  PwdBU.che  Windung  einer  Fllchen- 

malen  der  beiden  Scfaaten  der  Kram- 1     '™""  '^   "" 

mangsmittelpunkUflOcbe  888.  ! 


p,  q  paitietle  Ableitungen  1.  Ordnung 
einer  Fnnktion  von  zwei  Variablen  46, 

p,  q  Hauptparameter  87S. 

Pik  9rt  Koeffizienten  der  Paare  linearer 
Formen  (¥„^),  (0„0,)  88,  S61. 

P^ZxX  SSi. 

P,  Q,  S  bestimnite  Verbindungen  aus 
den  ereten  und  zweiten  Differentialen 
der  Koordinaten  in  der  Theorie  der 
Raum  kurven  6. 

P,  Q,  B,  S  Fundamentalgrößen  8.  Ord- 
nung 496, 

$»,¥,;  0,.0,  vgl.  y.t.  9(*- 


kurve  64,  60. 
('  vgl.  g'. 
f  positive  ßichtnng  der  Tangentialnor- 

male  einer  Fl&chenhurve  BS. 
t"  positive  Richtnng,  der  zu  1  koi^ngier- 

ten  Flächen  tan  genta  477. 
[  positive  Richtung   dar  Tangente  des 

aph&risidien  Bildes  einer  F^chenkurve 

bei    der  Abbildung    durch    parallele 

Normalen  478. 
«'  ±  t  478, 

9  Koordinatenwinkel  29. 
T  =  yE'G'^F^  29. 

x^v'ee-g'  226. 

02)  &X'i  ^il>  ^tX  geome^sche  Ablei- 
tungen IS,  1S4,  188,  177. 

der  KrOmmongalinien  264,  S91. 


<,v  oder  «„u,  Parameter  in  der  Theorie 
der  FU«faen,  kmmmlimge  KoordinO' 
ten  26,  132. 


r  Radius  der  Krümmung  einer  Euive  7. 
r  Abszisae  in  der  Theorie  der  Strahlen- 

ejsteme  848. 
r  Radius  eine»  Parallelkieisea  406.  . 

/  Radius  der  Windung  einer  Kurve  11.    £,  i],  fKoordinateudesKrammungsmittel- 
r,  8,  l  partielle  Ableitungen  2.  Ordnung       punkte  einer  Kurve  7. 

einer  Funktion  von  zwei  Variablen  11.    £,,  tj^,  f,  Koordinaten  des  Mittelpunkt« 
ri,rt  Orenzpunkteabszissen  860,  868.  der  Schmiegungskagel  einer  Kurve  17. 

t   Radius    der   NormalkrQmmnng    einer  |  £,   Variablen   einer   Form,   insbesondere 

FUdhenkurve,  KrämmungsiadiuB  eines        Differentiale   169,  169. 

Normalschnitts  73.  X,  K,2irgend  dreiFnnktioDen,diedurc)i 

p'KrammnngsradiuseinesNonnalscbnitts       die  Gleichung  X* -)-  Y*-\-  Z'^1  ver- 

114.  '     bunden  sind  884,  837. 

Q  Radius  der  Tangentialkrfimmung  einer   X,  Y,  Z  Richtangakosinus  der  Fl&ohen- 

Fläohenkurve  148,  146.  normale  48. 

«,,  p,  HanptkrQmmungaradieu  77.  '•  X,  ¥,  Z  Richtungakosinns  eines  Strahl» 

f,,  (i  Brennpunktsabszissen  966.  3tT. 

B  Radius  der  Schmiegungskugel  einer   X,,  Y,,Z,;  X,,  Y^.Z,  Richtungskosinus 

Korve  17.  |     der  Haupttangenten  einer  Fläche  oder 

der  Normalen  der  beiden  Schalen  der 
s  Strahl  in  einem  Strahlensjetem  671.         ErOmmungsmittelpunktsflUche  SS2. 
a  Substitut! onsdeterminante  168.  X",  Y'\  7,"  RichtungskosinuH  von  i  478. 
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(Bei  hliufi^  gebrauchten  Foimelii  and  BegriSeD  Bind  meist  cur  die  Seitenzahlen 
ihres  eTsten  Torkommeai  angegeben.) 

Satt* 
Abbildnng  anf  die  Eiuheitekngel  (s.  auch  Spb&riecbe  Abbildung)    ...    II,  HC 

„  einer  Fl&che  auf  eine  beliebige  andere ISI 

„        ,  konforme  ■.  unter  E. 

Abbildnngaparametei S70 

Ableitungen  1.  Ordnung 

der  Foiinenkoef&zieDten  a^^,  dargestellt  durch  die  ChrietoEfelBcheu  GrOBen  ISS 
der  Determinante  a,  „  „        „  „  „        186 

der  Größen  a^^,  „  „         „  „  „         183 


" 

der  Koordinate  x, 
des  Bichtungskosinn 

dX    dX 
"       3«'  3»  ■    '    '    ■ 

„    dX    dX 

dx    dx 

X,   „            „      x,.x, 

X„  „              „       X,  X, 

*77 

825 

676 

....  221.  224 

38! 

394 

einer  Funktion  z(m,  i"),  dargeitellt 

durch  0t,  &2     .... 

202 

e»8 

einer  quadratischen 
der  OrSBe  A  .    .    . 

Form  A  .    .    . 

.    .    .      163-165 

Ableitungen  2.  Ordnung 

deiSoordinate^,  dargestellt  durch  -  — ,  -  -,  X(Gau&ache  Gleichungen)  221,  S2S 
einer  willkililichen  Funktion,  im  Zusammenhang  mit  den  EoefBtienten 

der  ChristoffeUchen  Eovariaute 169 

Ableitungen,  geometrische,  s.  unter  G. 

Absolute  Inrariauten 16S 

Abstandsrichtungeu S68 

Abwickelbare  Flächen 301—306 

„  „        als  Enreloppeu  einer  Ebenenscbar 30! 

„  geradlinige  Fliehen 360—861 

„        in  der  Theorie  der  Evoluten 379,886,402—403 

„     „  „  „    Strahlenijsteme 867 

„  „      ;  Bestimmung  bei  gegebenem  Linienelement 484 
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Regiiter.  619 

B*tl« 

Äbwickelbiue  Fl&che,  die  einer  beliebigen  Fl&che  \iuge   einer  gegebenen 

Enive  nmichrieben  iat iT3 

AbwickelTing  einer  Flache  auf  eine  andere  (s.  ancli  Biegnng)  181,  ISS— 124,  108 
Abwickelbarkeit  des  Katenoids  anf  die  SchranbenflUche    ....    ISS,  411— 41S 
„  einet  HelikoidMche  auf  eine  Cmdtebuug«fl&che    .    .     410 — 411 

„  dei    Flächen    konstanten    und    gleichen    KrünunungBrnaSes 

aufeinander 412—413 

Abwickelung    des    2,    und    8.  Typus    paeudosphäriBcher   ümdrehnngiflllchen 

anf  die  Fseadoaph&ie 48»_4S4,  127—480 

Die   erste   Grundaufgabe   der  Abwickelnngatheorie  im  ZuBammenhaog 

mit  einer  partiellen  DiCFerentJalgleichiuig  !.  Ordnung    .    .    .     468— 4fl6 

Achse  etnei  Umdrehuugafl&che 68,  S86 

„  „      Helikoidfilche 408 

Äquivalenz  zweier  Achsenaysteme 9,  4S,  bO 

„  geometiiacher  Ableitungen 609,  610,  618 

Äußere  und  innere  Seite  einer  Fl&che 61 

Algebraische  Raumkniren S 

Allgemeine  Frenetache  Formeln 66-66,  800 — SOI,  S19,  804—306 

„  „  „        fflr  die  Eoordinatenlinien 814 — 817 

„                „         als  Gleichungen  zwischen  gewöhnlichen  Ab- 
leitungen  S21 

„  „  „        bei  geometrischeT  Differentiation  länge  den 

KrQmmnngilinien S66,  893 

„  „  „         im  Bchiefwinkligen  Eurveonets 627 

Weingartenache  Qleichnngen 676—676 

Asymptoten  der  Dupinschen  Hyperbel 113 

Asymptotenlinieti 266 

„  auf  abwickelbaren  Fl&cfaen 806 

„  „    geradlinigen  Flächen 867 

„  „    negativ  gekrQmmten  Flächen  8,  Gradea 267 

„    Minimalflachen 260 

„  „    der  SchraubenBäche 268-869 

„  „    Umdrehnngaflllchen 260—261 

„  als  Koordinatenlinien 86l_262,  841— S46 

Kcammnng  einer  Asymptoten  kurve 691 — 694 

Schmiegungwbene  einer  Aeymptoteukurve 269 

SphUriaches  Bild        „  „  26B,  B19 

FliLcbeD,  deren  AsymptotenlinieD  denen  einer  Evolute  entapiechen  Sti6 — 887 
„      ,  auf  deren  Evoluten  die  Asymptotenlinien  einander  entaprechen  887 

Beltramis  Differential parameter  s.  unter  D. 

„         Beweis  der  GauSachec  luvariauz 679-681 

Bertrandache  Formel 366 

BerQhmng  zweier  Flächen 866 

„  einer  Fläche  S  Grades'  mit  einer  beliebigen  Fl&che 868 

Berührende  Engeln  einer  Fl&che 367 

Berührende  geodätische  Linie  einer  Flächenkurve 816,  8S2 

Biegung  (s.  auch  Abwickeloug) 181,  408 

„        von  Umdrehnngaflächen 407—408,  410 
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BclM 

BiegangBiDTorianten G39,  123 

BiegungrinvariaDte  2.  Oidnang 685 

3.         „ 6SS 

BiegnngBinvuianton  1.  Ordnong &lft 

„  m.        , 61» 

Biegtuigakovuianten IM,  818,  629 

„  1,  Ordnimg 681,  &3S 

„  a.         „  68»— 6*0 

m.  „  641—642 

Biegimgfltheorie;  Grundaufgaben 128 

Zuiunmeuhaug  der  Biegniigitheorie  mit  dei  TransfonnatiOD  der  krumm- 
linigen Koordinaten 147 

BiiiDeare  DifFeieutialformeu 8S,  149,  181,  660 

„  „  in  dei  Theorie  der  Strahlenijtteine 364 

Binäre  quadiBtiacbe  DiEFerentialform 2$ 

Binonnale G 

Biquadratisch«  Differentialfonn 520 

Bogenelement  eioei  Raamkiiire    .    .  ^ 4 

„  „     Fl&cheukurve ST 

Bonnetacher  Anadrack  dea  Erümmungsm afies .   807-208,  21S,  509 

Bonneteche  Linie Delemente  und  Flächen 880,  600 

Bourscher  Satz 410 

Btennpoukte  eines  SlrahU,  Brennfl&chen  einee  Strahlen« jttemB   ....  865,  857 

Christoffeische  Aufgabe 601 

„  Formeln 168 

„  £ovariante 169—170,  181-182 

„  „  des  Fonneopaarea  (A,B) 493 

„  „  „  (A,«) 494 

„  „  (A,S,) 660 

(A,  ffi.) 187 

„  „  der  Funktion  x  und  der  Form  A 228 

„  „  „         9     „       ,.       „       „ "0 

„  „       ,  vierfach  lineare 617 

„  „       ,  m-fach  lineare 521 

Christoffelscher  Satz 514-616 

Christo ffelBche  Verbindungen 137,  168 

Clairautache  Differentialgleichung ^ 286,  245 

Clairantacher  Satz  über  geodätische  Linien  auf  Umdrehungsflächen    .    .  288,  396 

Darstellungen  einer  Ranmkurve 1—3 

„      Fläche 26-26 

Determinante  einer  qoadiatiechen  Form  als  JuTariante 16! 

Diffeientialformen,  bilineare,  quadratische  a»y/.,  s.  unter  B,  Q  usw. 

„  ,  mehrfach  lineare 498,  614,  617 

Differentialgleichungen,  partielle,  s.  unter  P. 

Diffeientialparameter  1.  Ordnung  ^'<p 42,  lU 

„  „         „      ,  Terallgemeinert 157 — 15B 

„  „         „         all  Biegungskovariint« 151,  581 
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RegUtet.  621 

Salta 

Differentialparameter  I.  Ordnung  oIb  BimnltanelnTftrianteeiiieBFoTmenpaareB   163 

„  ..Hl  darg«BteUt  dorcfa  geoinetiiache  Ableitungen  39I> 
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LTeU:  An»lr tliohaOeometilederSbena von  O.  Port,  vall.  FroreaiorudecKBLTaaluilHban 
Hochuhule  la  Dmden.  ?.  Aoflmga,  von  Dr.  B.  Heger,  Prof«HT  an  der  Kgl.  TeehniHhen 
HiHluchnlB  nn  Sreidso.  Mit  KoliKhultten.  [XTII  n.  WS  S.]  gr.  B.  1M4.  Oeh.  Jl  i.—, 
in  Leinwand  geb.  .^4.80. 

IL    —     Analiliiahe  Oeometile  dei  Baameg    tob  Dt,  O,  8clil(! _  -    -     . 

Gab,  Bat.     B.  Auflage,  tod  B,  Hager  la  Ureiden,     Mit  Holaial 
gr.  8.    1898,     GalL  J(  j.— ,  in  Lcinwwjd  geb.  .«  8.80. 

Oanter,  Dr.  H.,  ProfesBor  an  der  Kantonschnle  zu  Aarau,  und  Dr.  F.  Budlo,  Professor 
am  Polytechnikum  zu  Zürich,  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie, 
Znm  Gebranch  an  höheren  Lehranstalten  sowie  znm  Selbststudium.  Mit  vielen 
Figaren  und  zahlreichen  Ubungsbeispielen,  In  2  Teilen,  gr,  8,  In  Leinwand 
geb.  jeder  Teil  JC  3.^ 

LTetL     DleaniilTtlaehe  GaomelriedatSbeiLe,     I.  TerbeiHrte  AufUge.     Mit  U  Figuren. 

[VIII  o.  ISO  e,]     IBIO. 
IL    —     Dl*  unulrllaoha  aeometile  dei  Banmei,    1,  vaibeiMTte  Auflage.   Mit  JD  Figuren. 

[X  n.  IM  B,]     IMM. 

Ulf  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  Gießen,  projektive  Geometrie 
Ebene.    Unter  Benutzung  der  Punktrechnung  i^irgestellt.     In  2  B&nden. 

1:  Blniraa,    Hit  IS«  FIgnran.    [XU  n.  »0  B]    gr.  8.    IM«.     Geh,  .«  IS.— ,   In  Lelmrud 
gab.  .A  13.— 
[Dnter  der  Pnus] 
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Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

[Oregoriiis  a.  BL  VluoeiLUo.]  Die  KegelBchnitte  des  Gresorius  a.  St.  Vin- 
centio  in  vergleicheader  Beubeitnng.  Von  Dr.  K.  fiopp,  PriVatdoieiit  aa  der 
UniTereiUit  Heidelberg.   Mit  829Figuren.   flu  u.  2288.]  gr.  8.    1007.  Geh.JÜlO.- 

artmdlehren  der  UMhematik.  FAr  Stndieiende  und  Lebrei.  In  2  Teilen. 
Mit  vielea  Figuren,    gr.  6.    In  Leinwand  geb. 

I,  Tsll:  Dia  OmodlahrtB  äet  Arithnatlk  and  Algabra.     B«arb«itet  Tan  E.  N«tts  und 

1.  Band:  Arithmatlk.   Ton  Prot.  0.  Ffttbai  In  Berlin,   UM  S  Figuren.     [XF  n.  410  S.] 

B.    —      Algebia.' Ton  Prof.E.Netto  In  OlaScD.    [In  VoibarEllasg.} 
n.  Teil:  Dia  eTundlahraD  dar  Oaomatcl«.   Baubeitat  tob  W.  rri.  Me;ai  oodU.  TUlain« 

I.Bud:  DiaElameotadaiOBsmalTla.  Banrbi 
dai  RadgTianiulaDi  lu  Brombug.  Hl(  39 
1.    —      [la  ToTbeteltang.] 

OundALflnger.  Geh.  Eofnkt  Dr.  Si0g;miind,  weil.  TraloBtot  aa  der  TechniBchen 
Hochachnle  zu  DajiTnatadt,  Vorleanngeii  ans  der  analytiechen  Geometrie 
der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von  Geh.  Eo&at  Di.  Fiiedr.  Dingeide;, 
FrofeBBor  ebendaselbBt.  Mit  Figareo  und  einem  Anhange,  enthaltend  Aofgaben 
und  weitere  Ausfahrungen.     [VIII  u.  IHl  S.]    gr.  8.     1895.     Geb.  J(  12.— 

Heffter,  Dr.  K,  Professor  an  der  UniTeraitat  Eiel,  Einleitnngin  die  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  mit  einer  unabh&ngigcD  Variablen. 
Mit  3  Figuren,    [XIV  u.  268  S.]    gr.  8.     189i.    Geh.  .«  6.—,  geb.  JC  7.— 

HasB«,  Dr.O.j  weil.  Professor  an  der  Kgl.Techn. Hochachale  zu  Manchen,  Vor leeun  gen 
aas  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  dea  Punktes  und 
des  Kreisea  in  der  Ebene.  4.  Auflage,  revidiert  und  ergänzt  von  Dt. 
S.  Qandelfingei,  Profesaor  an  dei  Techniachen  Hochschule  xa  Darmatadt 
[VIII  u.  S51  S.]    gr.  8.     1906,    In  Leinwand  geb.  M  6.— 

Joacblmatbal,  Dr.  V.,  weil.  Professor  an  der  Univprdit&t  Brealnu,  Anwendung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  auf  die  allgemeine  Theorie  der 
Flächen  und  der  Linien  doppelter  KTflmntung.  8.,  lermehrte  Anflage 
ICD  L.  Natajii.  Mit  zaJilreiehen  Figuren.  [X  u.  308  S.]  gr.  8.  1890.  Geh. 
_JC  6.—,  in  Leinwand  geb.  JC  7. — 

El«in,  Geheimer  Regieningsrat  Dr.  F.,  Professor  an  dei  üniveisität  QOttingen,  »nto- 
graphierte  Vorlesungshefte.    4.    Geb. 

Haheia  Geomalrle.     Aniguiballet  Ton  Pr.  SohllUng.    tTnTtilndaMat  Abdnck  IflOT. 
Haft  1   [VI  n.  M»  S.]   |W.-S.  189»,93|  1  .„„„„,„  j,  ,.  _ 

Höft  i  [IT  n,  ms  s.i  [a.-9.  iSBS)      }  ■™™""«''  ■"  "- 

der  Frlmlplen.    Anasearbeltat tod  Conrad  MdUar.  (S.-B.  IWt.)  Naaer  Abdniak  1«0I.  [Tm 
n.  484  S.]    J(  10.— 

T.  Ziilleuihal,  B.,   Piofeaaor  an  der  UniveraitAt  Münster  i.  W.,  Vorleaungen  über 
Differentialgeometrie.     In  2  Binden,    .gr,  8.     In  Leinwand  geb. 
I.  Band.    Knoenthaorla.     Hl(  SS  Figuren.     [TI  n.  HS  3.1     IWB.    Jt  11.— 
iL    —        Fliohentheorla.    I.  Tall.    [VUn.ISSS.]    IBIS. 

■  Grnndlagen  einer  EiumniungBlehre  der  Eaivensehaien.    [TII  n. 

114  8.]    gr.  8.    1896.    Geh.  JC  5.— 

Loria,  Dr.  Q-.,  ProfesBOr  an  der  Universität  Genua,  spezielle  algebraische  nnd 
tranazendente  ebene  Kurven.  Theorie  und  Geschichte.  Autorisierte, 
nach  dem  italienischen  Manuskript  bearbeitete  deutsche  Auegabe  von  Professor 
Fritz  Schütte,  Oberlehrer  am  Stiftiachen  Gjmnasinm  zu  Düren.  B.  Anflage. 
In  2  Teilen,    gr.  8. 

I.  Tal).    Die  algebraliohen  Karven.   Hl(  1<!  Figuren  nnf  14  llthognpblKhen  Tktaln.    [ILTUI 

□.  ISS  3.]    leiO.    Oeb.>f  1S.50,  In  Lalnwand  gab.  .«IB.— 
IL    —      Die   trantiaDdenl«!!  nnd  die    abgeleiteten    XarTeo.    Mit  BO  PirnreB  aof  t 
IKhogiaphieiten  Tafeln.   [TUI  u,  184  3.]   ISII.  Oeb.  Jt  11. M,  In  Leinwand  gab.^  U.— 
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Verlag  Ton  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Keyer,  Dr.  W.  Fr.,  Prof,  a.  d.  Univ.  KanifribeTg  i.  fr.,  abei  die  Theorie  benach- 

bftitec   Geraden   und   eineo    veiallgetaeinerten   Kr(t mm nngs begriff. 

Eine  GrgBmznnf  zn  den  LebrbQchera  Ober  Differentialgeometrie.    Mit  6  Figuren. 

[XVm  n.  löS  S.]     gr.  8.     ISll.    Geb.  .«  8.—,  in  Leinwand  gab.  Jt  9.— 
Bepertorium  der  hShereu  Matliem&tik.     Ton   Dr.  Ernat  Pascal,    Professor   an 

der  UniversitAt  Neapel.    S.  TJJllig  umgearbeitete  Auflage  dei  deutschen  Ausgabe. 

Unter  HiWiiknngran  zahlreichen  Mathematikern  heran  «gegeben  von  P.  Epstein 

in   Strafiborff   i.  E.,   fi.  E.  Timerdiag   in   Braunichweig    und   B.    Rothe   in 

Clausthal  i.  HarK.    In  2  Teilen,    gr.  8. 

L  Teil;  Anuljili.    BaiHTtvrlaBl  d*r  bOlMr«D  Aiuilraii.    UnMr  Hltniikimc  tob  B.  Fttcks  wmi» 
E.  Fkiokl,   Pb,  ^nitwlDgler,    i.  Guldbsis,   E.  EkIid,    S.  Jahoka,    H.  JoDg, 

uiilTanlcat  BtnJbsig  L  £.  I.  HIUM:  Algsbr»,  DiflennlUI-  and  InlagnlrsohlKUlg.  [ZT 
u.  611  9.]  19J0.  In  I«fnwMa  geb.  M  10.—.  [Die  II.  HUtle  tat  n.  d.  Pi.l 
IL  --  Geomatil«.  Bapertoilani  der  bOliaiHi  Oaosietrta.  Untar  Hllwlikung  tob  E.Fksakl 
uwl*L.B>TialkTl,K.BoiieI>,  E.  01*d1,  H.  Dehn,  Cr.  DlngeldaT,  £.  BnTlqna«, 
a.  airmid,  a.  anaiaiohl,  Ii.H>fftar,  W.  Jnooliilh»!,  H.J,lebmanD,  J.  Halla- 
rup,  J.  Haubaig,  U.  Pcimio,  O.  Stande,  E.  Stelniti,  H.  Wielaitoar  ud  S. 
ZIndlar  hanuegagaben  von  Ih-.  H.  K.  T tu  erdlag,  Profeaeor  au  der  TaehslaDkan  Hooh- 
totaula  an  BraDnioliwelg.  I,  HUfta:  OinsdlugaD  nnd  «liana  Oeoinebl».  Ult  M  rlgona. 
[ZTI  s.  SM  a.]     leiO.    In  Lalawaad  gab.  Jl  10.—.     [Die  U.  HUfta  tat  n.  d.  Pr,] 

BmiKe,  Dr.  C,  Piofeiaor  an  der  UniverBittt  QOttiDgeo,  analytische  Qeometrie 

der  Ebene.     Mit  1b   Figuren.    [IT  a.  168  SJ     gi.  8.     1908.     In  Leinwand 

geb.  JC  ^.— 
Balmon-Tledler,  analytische  Geometrie  des  Baiimea.    Deutsch  bearbeitet  von 

Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgentlssischen  Polytechnibrnn  zu  ZQrich. 

8  Teile,    gr.  8.    Geh.  M  24.—,  in  Leinwand  geb.  JC  S6."«. 

I.  Teil:  Dia  Elameote  and  die  Theorie  der  Fllohan  iwaltan  Gradai.  4.,  Tarbaatarta 
Auflaga.  Mit  Haliiabulueti.  [XKXrv  □.  IM  B.]  ISIS.  Geh.  M  S.— ,  In  I«ln- 
wud  geb.  Jl  a.~ 
IL  —  Analrlteahe  Kaoinatile  der  KsiTen  im  Baumg  dar  BtrablaaeT'Knia  «Bd 
der  ■Igebialacben  Pltehan.  S.  AnfUgaL  Mit  Uolieohiilttan.  [LXXn  a.  SM  S,] 
tSSO.    Oab.  M  IS.—,  In  lAlnwand  gab.  J(  11.40. 

^^^^^—  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  besonderer  Berflck- 
sichtigung  der  neueren  Methoden.  Nach  George  Salmon  frei  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  EidgenGssischen  Polytechnikum  zn  Zürich. 
S  Teile,     gr.  S.     In  Leinwand  geb.  JC  19. ~ 

LTaU:  ;.,  Terbaiierte  Aoüaga.     [XXXIV  d.  414  S.]     IMT.    In  Lelntrand  gab.  ^  1D — 
IL    —     B.  ABflag*.     [XXIV  D.  S.  44>— »4.)     IMU.    Gab. .«  8.— ,  In  I.aioit*iid  gab.  JV  0.— 

— ^^^^—  analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven.  Deutsch  be- 
arbeitet von  Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum 
m  ZOricb.  !.,  verbesserte  Auflage.  [XTI  n.  608  S.]  gi.  8.  1633.  Geh.^lI.SO, 
in  Leinwand  geb.  JC  18. SO. 

T.  Stahl,  B.,  weil.  Professor  an  der  UiÜTersitat  Tfibingen,  n.  Dr.  Y.  Kommerell, 
Bektoi  des  Realprogymnasiums  zu  Nürtingen,  die  Qrundformeln  der  allge- 
meinen Fl&chentheorie.  Mit  einer  litfLogr.  Tafel.  [VI  d,  Ili  S.]  gr.  8.  189S. 
Geh.  JC  4.— 

Stande,  Geh.  Rat  Di.  O,,  Professor  an  der  Universit&t  Rostock,  analytische 
Geometrie  det  Funktepaares,  des  EegeUchnitteB  and  der  Fläche 
zweiter  Ordnung.    In  8  Teilen,    gr.  8.     1910.    Geh.  n.  in  Leinwand  geb. 

I:  Mit  IBI  ngUHL    [Xn.USS.l    Qeb.JVM.- 
.... j^  ^g _  .      . 


IL    —       lUt  «  ngaran.    [IT  a.  8.  MS— 100«.]    Qeb.^  ](  — ,  gab.  J(  18.- 

— — ^—  analrtisohe  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der 
Ebene.  Ein  Handbach  sn  den  Torlegnngen  und  Übungen  Über  analytische 
Geometiie.  Mit  887  Figuren.  [VIII  o.  Hl  8.]  gr.  8.  190G.  In  Leinwand 
geb.  JC  14. ~ 


e  Fokaleigenschaften  der  Flftchen  iweitei;  Ordnung.  Ein  n 


Kapitel  in  den  Lehtbüchem  der  analytiichen  Geometrie  des  Baumes.  Mit  Figuren. 
[Till  n.  186  S.]    gl.  8.     1896.    Geb.  JC  1.— 
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